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1 Introduction

La lettre K dénotera pour tout ce chapitre le corps R ou C.

L’analyse réelle et complexe de premiére année étudiait les propriétés topologiques
du corps K. La topologie! de K donne un sens & et étudie la notion de "étre proche
de", a l’aide des notions de wvoisinage (d’un scalaire donné), de tendance (d’une suite
ou d’une fonction vers un scalaire donné), de convergence ou de continuité. En voyant
le module complexe |-| comme une norme |[|-|| sur R?, on obtient un passage naturel
du module & la norme : il suffira tout simplement de réécrire toutes les définitions et
démonstrations en doublant le nombre de barres.

On évoque pour tout ce cours
un K-espace vectoriel E
ainsi qu’une partie A c E.

La topologie est littéralement le discours sur le lieu. Outre le sens de "étre proche
de", elle précise celui de "tendre vers". La notion de tendance y est donc essentielle
et trois choses conviennent afin d’en parler proprement dans les espaces vectoriels.

1. La premiére est de ramener chaque tendance dans F a une tendance dans R
(ou lanalyse de premiére année pourra se déployer) tout en conservant des
propriétés "agréables". Cela sera réalisé en munissant ’espace vectoriel E d’une
norme.

2. La deuxiéme est de pouvoir faire tendre des suites, i. e. de pouvoir parler de
limites séquentielles®. Cela nous conduira aux notions de points adhérents et de
parties fermées.

3. La troisiéme est de décrire tout type d’opérations locales, i. e. faisant sens au
voisinage d’un point donné : en effet, quand on regarde ce qui passe lorsque
I'on s’"approche de" ce point, tout ce qui est "loin de" ce point est hors propos.
Cela nous incite a vouloir disposer de "place” autour du point considéré et nous
conduira aux notions de points intérieurs et de parties ouvertes.

Les deux derniers couples de notions sont en fait les faces d’'une méme piéce. Cette
dualité sera énoncée (et prouvée) sous la forme suivante :

chaque partie est fermée ssi son complémentaire est ouvert.

Il sera dans un quatriéme temps possible de faire de la topologie dans les parties
de F, en laissant sur une telle partie une "trace" de la topologie de E.

Ltopos = lieu, logos = discours. Anciennement analysis situ (POINCARE), littéralement étude du
lieu.
2 séquentiel = adjectif relatif & suite



Rappel — notation?® : pour chaque ensemble &, les applications £ — K bornées
forment un sous-espace vectoriel de K¢ noté

B(E,K):={b: & — K ; bbornée} qui est de dimension finie ssi £ est fini.

Par exemple, B (N, K) dénotera ’ensemble des suites scalaires bornées et, pour chaque

naturel n,
on a Dégalité B ([1,n[],K) = KLl = K"

Le cas pathologique & = ) (resp. n = 0) équivaut a la nullité de I’espace vecto-
riel B (£,K) (resp. K™) et n’apparaitra jamais en pratique.

Convention. Il nous arrivera souvent dans ce cours de considérer des bornes
supérieures d’ensembles de réels positifs (des modules, des distances, des normes).
Nous prendrons alors commme ensemble ordonné sous-jacent Ry = R, U {oo} (au
lieu de R), de sorte & pouvoir donner sens & sup () = sup@(i) = minR, = 0 et de nous
éviter de pénibles discussions de cas. Par exemple, pour chaque ensemble I, resteront
valides les équivalences

VaE}RI+ .
, |[(Viel, a; < R)<=supa; <R
vR=0 " | ) = s

2 Normes : généralités, exemples

2.1 Normes, distances, équivalence de normes

Définition (norme)

On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que
L.V(\a) e Kx E, N(\a) =|\ N(a);*

2.Va€eE, N(a)=0=a=0,

3. Va,b€ E, N(a+b) <N (a) +N(b).5

Etant donnée une telle norme, on dit que (E,N) est un espace vectoriel normé
ou encore que E est normé par N.

On qualifiera d’unitaire tout vecteur de norme 1 (notion relative & la norme
considérée).

Notation : une norme est usuellement notée |||, de sorte que

les symboles ||v|| se lisent « norme de v ».

3Mnémo : B comme « borné » ou (en anglais) « bounded ».
40n dit que N est positivement homogéne.

50n dit que N sépare les points (de E).

6Les comparaisons de cet axiome sont qualifices de triangulaires.



REMARQUES

e Culture lexicale. Pour chaque naturel «, une quantité donnée est dite homo-
géne’ de degré o en un argument donné si, lorsque 1’on multiplie cet argument par
un scalaire ), la quantité associée se retrouve toujours multipliée par A*. Par exemple,
la longueur d’un cercle est homogéne en son rayon, l'aire d’'un rectangle est homogéne
en chacun de ses cotés, l'aire d’un carré (resp. le volume d’un cube) est homogéne
de degré 2 (resp. 3) en son coté et chaque application linéaire est homogene. C’est
pourquoi I'axiome 1 d’une norme s’appelle sa positive homogénéité, le qualificatif
« positive » indiquant la positivité de 'application module ¢ — [t].

e Culture historique. Le concept d’espace vectoriel normé a été défini en
toute généralité en 1920-1922 par Stefan BANACH, Hans HAHN et Eduard HELLY.
La notation ||v|| pour la norme avait déja été introduite par Maurice FRECHET et
Erhard SCHMIDT dans des travaux de 1907-1908. La thése de FRECHET, soutenue en
1906 et intitulée Sur quelques points du calcul fonctionnel, fut 'un des coups d’envoi
de I’analyse fonctionnelle®. L’assise ensembliste de la topologie fut présentée peu aprés
en 1914 par Felix HAUSDORFF dans son Grundziige der Mengenlehre.

FEzxemples®

1. Le module est une norme sur K vu comme K-espace vectoriel ou'’ comme R-
espace vectoriel.

2. Plus généralement, chaque produit scalaire sur F induit une norme a — /{a | a).

3. Soit n > 1 un naturel. L’application a — max;e[; | |a;| est alors une norme
sur K", appelée norme uniforme ou norme d’indice co. Il en va de méme
pour chaque réel v > 1 de lapplication a — />, |a;|" appelée norme
d’indice . On peut dans cet exemple!'! remplacer K" par K,, [X], par K [X] ou
par M, , (K) pour chaques naturels p, ¢ > 1. Le nom et la notation de la norme
d’indice oo sont par ailleurs motivés par la tendance ||af, o lla|| & acK"®

— 00
fixé.

4. Soient £ un ensemble et S un segment infini de R. L’application f — supg |f].
est alors une norme sur B (£, K), appelée norme uniforme ou norme d’in-
dice oc. Il en va de méme pour chaque réel v > 1 de 'application f — 7/ [ Vil
définie sur C (S, K) et appelée norme d’indice'? ~.

5. (plus exotique) On peut "mélanger" les normes de ’exemple 3 en normant pour
chaque segment infini I' C [1,00[ chacun des espaces K", K, [X], K[X] ou
M, 4 (K) par a — f’yEF lall., dy (Vintégrande est & a fixé continue selon v, a
fortiori intégrable).

"Le qualificatif « homogéne » tout court abrége « homogene de degré 1 ».

8(C’est ainsi originellement & FRECHET que lon doit le point de vue — adopté de nos jours en
classes préparatoires! — consistant & penser les fonctions comme des points dans un espace.

9Ces exemples sont pour I'instant donnés sans démonstration. Ceux explicitement au programme
seront détaillés plus tard.

10Quand K = C, chaque norme sur E est une norme sur le R-espace vectoriel E.

HLorsque v = 2, on retrouve les normes euclidiennes.

12 Attention : si P dénote un polynome, la notation HP\LY est ambigiie selon que ’on voit P comme
suite de coefficients (application de source N) ou comme fonction (application de source un intervalle
réel).



REMARQUES

e Les normes d’indices 1, 2 et co (définies sur K", sur C (S,K) ou B(£,K)) et
celles associées & un produit scalaire sont les seules explicitées par le programme. Nous
prouverons que ce sont bien des normes a la section 2.3.

e Existence d’une norme (hors programme). Montrons que 1’espace vec-
toriel E admet toujours une norme. Soit B C E une partie basique de E (cette
évocation utilise et requiert en général 'axiome du choix) et soit v € [1,00]. Pour
chaque a € E, en notant (\p),cp la famille des coordonnées dans la base (b),cp,
puis'® S :={be B; X\ # 0} (lequel est fini) et A la famille finie (Ay), g, on abré-
gera o = H)\’HV. Avec ces notations, la lectrice et le lecteur pourront vérifier par
eux-mémes que l'application a — « est une norme sur F, ce qui légitime 1’évocation
a suivre.

Pour la suite du cours, on évoque une norme sur E,
notée indifféremment N ou e ||e|.

REMARQUE — Coéne des normes. Pour chaque réel A > 0, multiplier par A les
trois propriétés faisant que N est une norme redonne les trois mémes propriétés ot ’'on
a remplacé N par AN, ce qui montre que ’espace vectoriel E est normable par AN
Plus généralement,

Uensemble des normes'* de E est stable par combinaisons
linéaires o coefficients strictement positifs.

On pourrait donc créer plein de nouvelles normes a partir des quelques précédentes.
L’on se gardera toutefois bien de croire & I’ezhaustivité de ce procédé, les normes de
I’exemple 5 semblant difficilement ainsi atteignables. La description exhaustive des
normes de E est de fait hors programme et nous mentionnerons celle de ses boules
unités en toute fin de section 4.1777.

Propriétés

1. Chaque norme est une application paire, positive et annule uniquement le vecteur

nul :
VYa € E, ||—a| = |la|]| > 0 avec égalité ssi a = 0.
FIG
2. Chaque norme vérifie pour chaques vecteurs a et b Uencadrement'® suivant :

| llall =16l [ < lla = bl < llall + o] -

FIG

13 Culture : la partie S est appelée le support de la famille .

W Cuylture hors programme : on dit que c’est un cone, par analogie avec une telle partie dans le
plan.

15 Ces comparaisons sont également qualifiées de triangulaires.




3. Chaque vecteur non nul induit, aprés division par sa morme, un vecteur uni-

taire'S :
Va € E\{0},
FIG
Démonstration Soient a,b € F.
1. On a les égalités
o = lloall "= jo| flal = 0 [lal| =0 et
homocenelte
I—all = |(-1)al positive |—1| |la|]| = ||a||, d’ont les minorations
homogénéité
Nl lall compsronon ot (<) _ Joll _
2 triang;llaire 2 2

Ainsi, notre norme annule 0 (et aucun autre vecteur d’aprés l'axiome de sépa-
ration), est paire et positive.

2. On a déja les majorations
comparaison pdrlte de
la=bll = fla+(=0)I < flall+I[=b "= lall+Ib].
triangulaire
Par ailleurs, on a les minorations
comparaison -
la=bll+oll = |[(a=0b)+b]=lal, dou [al| —[b] < {la— b,
triangulaire
d’ou en échangeant les roles de a et b la majoration ||b]| — |ja]| < ||b—a]|, i. e
= (Jla|l = IIb]]) < |la = b||, d’ot la comparaison souhaitée.
3. Imposons a # 0. Alors le vecteur ﬁl\ fait sens (le dénominateur est non nul
d’apres Paxiome de séparation) et est de norme
L - i positive 1 || H Chaque norme i ||a||
||a|| o ||a|| homogénéité Ha|| est pomtne Ha||
REMARQUES

e Normes sur K. Lorsque £ = K, on a pour chaque scalaire-vecteur a € K les
égalités
||Cl|| _ ||(1 . 1” pOSIZtlve |a| ”1” dcﬁnlr:)\::|\1|| A |a|

homogénéité

ce qui montre que chaque norme sur K est un multiple strictement'” positif de son

module. La réciproque ayant été vue dans une remarque précédente, nous avons établi
que

16 vecteur unitaire ﬁd\ s’appelle 'unitarisé de a (ou son normalisé).
I7Le réel X est strictement positif comme norme d’un vecteur non nul.



les normes de K forment une demi-droite ouverte dirigée par le module a +— |a.

e Norme sur {0}. Lorsque E est nul, le point 3 montre que sa norme est
I’application nulle, laquelle est bien une norme sur E.

Définition — Propriétés (distance, axiome d’une distance)

On appelle distance de E (associée a la norme N') Uapplication'®

d'{ E2 — R
Tl (ab) — [b—d

Elle vérifie'® pour chaques vecteurs a,b,c :
1. d(a,b) =d(b,a);
2. d(a,c) <d(a,b)+d(bc);
3. d(a,b) > 0 avec égalité ssi a = b.

Démonstration

Soient a,b,c € E. On a alors (en utilisant les trois propriétés précédentes) les
égalités
d(a,b) = |b—al = |- (a=b)|| = [la = b|| = d(b,a),

les majorations
d(a,b) =|b—al| > 0 avec égalité ssi b —a =0, i. e. ssi a = b,
et les majorations

d(a,c) =lla—c| = ll(a=b)+ (=) <lla—b]+ b —cll = d(a,b) +d(b,c).

REMARQUES

e Vecteurs ou points ? Dans le langage métrique, i. e. en termes de distances,
il convient de penser les éléments de ’espace E non plus comme des vecteurs mais
comme des points — comme nous le ferions en voyant E comme espace affine. A la
lectrice et au lecteur d’utiliser toute la puissance de ce guide "visuel" !

e Noms des axiomes. La propriété 1 dénote le caractére symétrique d’une
distance et celle 2 s’appelle la comparaison triangulaire (par analogie avec la
distance entre deux points dans un plan). Enfin, la propriété 3 permet de "séparer"
les points de E au sens ou deux points donnés seront "séparés" (i. e. distincts) ssi
leur distance associée est non nulle?? ; c¢’est pourquoi

Uéquivalence d (a,b) = 0 <= a = b est appelée axiome de séparation.

180n précisera au besoin en indice la norme ou l'espace vectoriel normé sous-jacent : das ou dg.

19Tes symboles d (a,b) se lisent « distance de a a b ».

20’axiome de séparation rameéne donc 1’égalité dans 'espace E a une égalité dans le corps R (plus
simple).



e Symétrie centrale. Soit ¢ € E. Vu pour chaque a € E les égalités
FIG d(c¢,2c—a)=|(2c—a)—c¢| = |lc—a| =d(c,a),
nous pouvons affirmer que
Uapplication "distance a ¢ est invariante par la symétrie centrale de centre c.

e Culture hors programme. Lorsque E est un ensemble tout court (plus néces-
sairement un espace vectoriel), les trois points ci-dessus définissent axiomatiquement
une distance sur E, concept introduit par Maurice FRECHET dans sa thése?! de 1906.
Etymologiquement, le terme métrique se réfere a quelque chose qui peut étre mesuré,
sous-entendu a une distance, d’ott 'usage en topologie de considérer 'adjectif métrique
comme relatif au nom distance. C’est en ce sens qu’il faut entendre le terme d’espace
métrique introduit en 1914 par Felix HAUSDORFF : espace muni d’une distance.

Définition — Propriété (équivalence de normes)
Soit N une norme sur E. On dit que N est équivalente o N si*?
3a,8 >0, aN <N < BN

La relation "est équivalente 6" est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes
de E.

Nous verrons que deux normes équivalentes "induisent" la méme topologie sur E :
I’analyse y sera donc la méme. Enongons dés a présent un résultat fort :

quand l’espace vectoriel E est de dimension finie,

ses normes forment une seule classe d’équivalence.

Ce théoréme ne sera démontré qu’au chapitre ? 7 7 mais nous 1'utiliserons dés que
possible.

Exemples Soit S un segment réel infini dont on note L la longueur.

1. Pour chaque naturel n > 1, ’espace vectoriel K™ est de dimension finie, donc
pour chaques a, 8 € [1,00] les normes d’indices respectifs o et 5 sont équiva-
lentes?3.

2. Imposons E = K[X] et soient o > 8 > 1 deux réels. On a alors pour chaque
naturel n, en abrégeant P, := Y. | X*, les égalités || P, = /D, 1& =

1Pnlls _  1-1 )
n?- = — 00, laquelle montre que les normes

[ n—o0

d’indices respectifs « et 3 ne sont pas équivalentes. Cette non-équivalence reste
valide quand o = oo (remplacer ne par 1 dans ce qui précede). On dispose
ainsi d’une famille indexée par [1,00] de normes sur K[X] deux a deux non
équivalentes®?.

i N
na, d’ou la tendance

21 FRECHET parlait alors d’écart (au lieu de distance) et d’espace distancié (au lieu d’espace
métrique).

!
22 Autrement dit, N et N sont équivalentes si les applications j\% et % sont bornées sur E\{0}.
B

) . n 1_
230n pourrait méme quand a < § préciser maxziﬂé Ivlle

ol = ne grace a la croissance des
B
moyennes généralisées montrées a 'exo??? chap convexité, ce maximum étant réalisé pour v =
(1,1,...,1).

24La situation est donc radicalement différente de celle des espaces Ky, [X].



3. Imposons E = C* (S, K) et soient s,¢ € S. Les accroissements finis permettent
de majorer & f € F fixé

SO < O+ =FOISIF O+ LI, don
[flloe + 1 Mo < 1F I+ L+ D e < LA+ DAS )+ 1 1lo0) -

Vu par ailleurs la majoration immédiate |f (s)| + || f'[lo. < |fllo + I/ ], o0
en déduit?®

'équivalence des normes f — || f|| .+l f |l et f— |f (s)|+]f]l sur C' (S,K).

4. Imposons F = C (5,K), S = [0,1] et soient « > § > 1 deux réels. On a alors
pour chaque naturel n, en abrégeant f,, :=t — t”, les égalités

1 na+1 1 1
[ fully = / t"dt = = , d’otl la tendance
0 na+1],_, na+l
1
n 7P car a 1_ 1
7l = (nf + )1 >0 Cste - nFE —s 00,
”anﬁ (na + 1)5 n—00 n—oo

laquelle montre que les normes d’indices respectifs « et 5 ne sont pas équiva-
lentes?®. Cette non-équivalence reste valide sans imposer S = [0,1] et méme

quand 8 = oo (remplacer ns par 1 dans la tendance ci-dessus).

Définition (algébre a multiplication continue)

Imposons que l’espace vectoriel E soit une algébre. Sa multiplication est alors dite
continue si

abeE |labl|

aC >0, Ya,be E, |ab]| < C | ||b], i e. si .
abzo [l [|o]

REMARQUE — Cette définition deviendra une propriété dans I’étude générale de
la continuité (cf. chap???). Utiliser ce vocabulaire de maniére anticipée nous sera
cependant pratique.

Ezxemples

1. Imposons F = K : la norme A est alors de la forme a — M la| pour un certain

. PN . iz a,beK |lab]| __ a,beK MAabl _ 1 .
réel A > 0, d’ou les égalités SUD, b20 Tao = S"WPalb20 Na[xel — x> €€ qui

montre (en imposant C' := 1 dans la définition ci-dessus) la continuité de la
multiplication de ’espace vectoriel normé K.

2. Nous verrons plus généralement (?7?7?) que?”

lorsque E est une algébre de dimension finie, sa multiplication est continue.

La lectrice et le lecteur sont encouragés a calculer la borne supérieure ci-dessus
an € N* fix¢ lorsque F = M, (K) est muni de la norme uniforme (resp. eucli-
dienne) — on trouve n (resp. 1).

250n laisse & la lectrice et au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien de normes.

26 Comme dans K [X], I'on dispose dans C (S, K) d’une famille injective indexée par [1, c0] de classes
d’équivalences de normes.

27TEt ce pour chaque norme de l’espace vectoriel E.



3. La multiplication de lespace vectoriel V := C(]0,1],K) muni de la norme
d’indice 1 n’est pas continue®® vu & n € N* fixé les minorations et tendance

—112
wev labl ey 2] [E= T
avzo lallllbl = azo fla)* = (¢ = t»=11,)
Lon—2 1 1
= fotn dt2:27;7;2?:§—)00.
() I )

4. Soit £ un ensemble tel que £ = B(&,K). On a alors pour chaques f,g € FE et
a a € & fixés les majorations

[£9l(a) = [[fgl (a)| = | (@) g (a)| = | f (a)llg (a)]
< IF I lgll, dou celle [[fgll < [[f][llgll

ce qui montre que la multiplication de B (&£,K) est continue?”. Plus générale-
ment30,
lorsque E est une algébre dont la multiplication
est sous-multiplicative, cette derniére est continue.

Sanity check : pour chaque naturel n, 'algébre M,, (K) est de dimension finie,
donc a multiplication continue pour chaque norme, en particulier pour celle eu-
clidienne ; or cette derniére est sous-multiplicative d’aprés ’exemple 2, a fortiori
bien continue. (Vérification identique avec la norme a — n ||a|| ..)

Exercices d’application

1. Montrer que les applications (7) +— la| + |b| et (7) — Va>+ 18> sont des
normes sur R?. Sont-elles équivalentes ?

2. Montrer l’énoncé Vn € N, 3X > 0, VP € K, [X], fol |P| > Asupy 1) |P[. (On
pourra utiliser I’équivalence des normes en dimension finie.)

3. Soit S un segment réel infini.

(a) Soit i une injection linéaire d’espace vectoriel but E. Montrer alors que la
composée N oi définit une norme sur l’espace vectoriel source.

(b) On impose E de dimension finie. Montrer alors que chaque base de E
induit une norme sur E définie en associant & chaque vecteur la borne
supérieure des modules de ses coordonnées selon la base considérée.

(¢) Montrer que Uapplication (}) +— maxseg |as + b| est une norme sur K? et

2
que Uapplication (a,b,c) — \/fs %ds est une norme sur K3.

(d) Montrer que Uapplication f +— fs M| est une norme sur C(S,K) pour
chaque fonction A € C (S,K) positive dont 'ensemble des zéros est fini.
Les normes ainsi obtenues (lorsque X varie) sont-elles équivalentes ?

28 Samity check : I'espace vectoriel C ([0, 1],K) n’est pas de dimension finie.

29Meéme si, quand £ est infini, B (€, K) n’est pas de dimension finie.

30 Culture : on dit alors que E est une algébre normée (cas C = 1 dans notre définition de la
continuité de la multiplication).
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4. (plus difficile) Soit n un naturel, soit v > 1 un réel, notons N := {

K* — R
a — i lal’

et soient a,b € R™.

(a) A laide d’une comparaison de Holder (cf. chpitre 2 2 2), montrer la mino-

(b)
()

ration

N(a)N(a+b)""" > |aillai +b:]" "

i=1

En déduire la minoration [N (a) + N (b)] N(a+b)""" > N (a+b)".

En conclure que N vérifie les comparaisons triangulaires.

a

L’application () + |a| + |b| est la norme d’indice 1 sur sur R?. L’applica-

tion ((‘;), (g)) — aa+ 18bS est un produit scalaire sur R? — c’est celui associé a

la base ((é), 3\% ([1))) — et la norme associée a ce produit scalaire est précisément

I’application (Z) — v a2 + 18b2. Puisque R? est de dimension finie, ses normes
sont, équivalentes, en particulier, les deux normes considérées.

Soit n € N. L’espace C ([0, 1], K) est alors normable par les normes d’indices

resp. 1 et oo, lesquelles induisent sur le sous-espace K, [X] deux normes P +—

fol |P| et P~ max(y ) |P|. Ce sous-espace étant de dimension finie (n + 1), ces
normes induites sont équivalentes, d’ott deux réels a, 8 > 0 tels que (8 ne nous
servira pas)

(a)

ce qui conclut en

1
VP e Kn Xl al[%%)]( 1Pl < /0 1Pl < Br[%,al)]( 1Pl définissant \ := a.

Notons N la composée considérée. Soient a et b deux vecteurs source
et A un scalaire. On a alors d’une part les égalités

N (Aa) = [i(Aa)| =N (@)l = M i (@)l] = [A N (a),

linéaire
, T
d’autre part les implications

7 injective
—

N(a)=0=|ji(a)]|=0=i(a)=0 a=0

et enfin les majorations

N(a+b)=i(a+b)| "= i(a)+i @) < i @+ @) = N (@)+N (b).

linéaire

Soit B une partie basique de E : elle induit un isomorphisme E—K?
d’espaces vectoriels. La norme uniforme sur K? définit alors, suivant la
question 3a, une norme sur £ comme souhaité.
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(c) L’application (§) — ald +b est linéaire et injective®! de K? dans C (S, K).
En munissant ce dernier de la norme uniforme, on obtient suivant la ques-
tion 3a une norme sur K2 comme voulu.

L’application (a,b,c) — aId® +bId +c est linéaire et injective de K3

dans C (S, K). Composer par la bijection f — —=L de réciproque g —
y/1+1d?

gV 1+ Id2) livre alors une injection qui, associée a la norme d’indice 2
de C (S, K), donne suivant la question 3a une norme sur K* comme désiré.

(d) Soit A comme dans 1’énoncé. L’application f — Af est linéaire et
injective (chaque f € C (S,K) telle que Af = 0 est nulle sur Pensemble S
privé des zéros de A, donc est nulle sur .S tout entier par continuité de f
et car S est infini), donc fournit avec la norme d’indice 1 de C (S,K) et
suivant la question 3a une norme sur C (5, K) comme voulu.

Montrons que les normes ainsi obtenues & partir de fonctions sans

zéros sont équivalentes. Soient A,y > 0 dans C (S,K). La norme HAH

Plloo

fait alors sens, ce qui permet & f € C (S, K) fixé de majorer

fnai= 2= [ 2Hooluf|=H2Hw/Suf|-

Echanger les roles de A et w livrerait une majoration analogue, les deux
permettant d’affirmer I’équivalence des normes associées a A et p.

Montrons cependant que les normes ainsi obtenues ne sont pas équi-
valentes. Imposons S = [0, 1] pour simplifier®? et abrégeons A := Id. Pour
chaque n € N*| notons f, la fonction de C ([0, 1] ,R) qui coincide avec %
sur [%, 1] et qui est constante ailleurs. On a alors & n € N* fixé

1
dt

d’une part les minorations /|)\fn| > / \)\fn|:/ — =lInn,
s (1] yt

1 1
w 1
t2 1< —+1<2
/on +/711 73n2+ -7

n’est pas bornée. Les normes resp.

d’autre part les majorations / |)\2fn|
s

S5 Afn
Js1A fnl
associées aux fonctions A et A? ne sont donc pas équivalentes.

ce qui montre que la suite n —

Bonus : soient A\, u € C(S,K) positives et s’annulant chacune au
plus un nombre fini de fois. La lectrice et le lecteur motivés pourront alors
montrer que les normes associées resp. a A et u d’une part sont équivalentes
si les rapports & et % sont bornés, d’autre part ne sont pas équivalentes

s’il y a un point de .S ol 'un de ces rapports tend vers co.

REMARQUE — Cette construction de normes par "transport" nous servira a
plusieurs reprises lorsque i est bijective. En particulier, le cas de la "norme
uniforme" associée & une base finie (question 3b) interviendra dans plusieurs
démonstrations au chapitre? 7 7.

311e caractére injectif vient de ce que S est infini.
32Une application affine permettrait de se ramener a ce cas.
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4. On sous-entendra l'indexation « i € [1,n|] » afin d’alléger 1'écriture des
sommes.

(a) L’hypothése v > 1 montrant la positivité des réels % et 1 — % de
somme 1, la comparaison de HOLDER permet alors de minorer

1 11
N (a)N (a+0b)~ (Zlazl)”(zmﬂrbil”) 5
HOLDER
=Sl a4+ 507 =3 fa s + b

(b) En ajoutant la minoration N () N (a + )" > 3 |b| |a; 4 bi|" ™" ob-
tenue de méme, on obtient les minorations

[N () + N (B)] N (a+b)" >Z|az||al+bw C ST ol fag + b

=" (sl + [ba]) s + S Jai + byl Jas + b

trlanoulmre

mpu aison

= lai+b"=N(a+b)?

(c) Il reste & diviser par N (a + b)” ™" pour conclure & la minoration N (a)+
N (b) > N(a+Db) : si cette division est illégitime, 'image N (a + b) est
alors nulle et la comparaison voulue s’écrit N (a) + N (b) > 0, ce qu'on a
puisque N est positive.

REMARQUE — Il serait aisé de montrer que N sépare les points de K” et est
positivement homogéne. I’exercice montre donc que la norme d’indice
sur K" (¢f. exemple 3) est bien une norme.

2.2 Boules & sphéres

Définition (boule ouverte, boule fermée, sphére) Soient ¢ € E un point

et r > 0 un réel.
On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, resp. sphére) de centre c et
rayon r les ensembles

§O(C,T) = {CLGE; d(C,CL) <T}: BO(C,T),
B(c,r) = {acE; d(ca)<r}=Bsler),
S(e,r) = {a€FE; d(c,a)zr}z?(e,r)\[;’(c,r)

Lorsque (5) = (?), on parle alors resp. de la sphére unité, de la boule fermée

unité et de la boule ouverte unité.

REMARQUES Soit c € E.
e Rayon nul. Sil’on souhaite étendre les définitions précédentes au cas limite r =
0, on pourra dire que

33Naturellement, on appellera boule de E toute boule ouverte ou boule fermée de E.
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les singletons sont les boules fermées (ou spheres) de rayon nul.

En revanche, il sera plus commode dans ce cours d’exclure des boules ouvertes la
"boule ouverte de rayon nul" @). Nous conviendrons®*! donc que

’ chaque boule ouverte est non vide |.

e Croissance des boules en le rayon. Soient r < R deux réels positifs. Vu
alors pour chaque a € F les implications

a € B(c,r) = d(c,a) §r7gd(c,a) <R=a€B(cR),

on a l'inclusion B (¢,r) C B(c, R). On montrerait de méme pour chaque p € Jr, R]

Vinclusion S (¢, p) C B (¢, R) \B(c,7).

FIG

Par ailleurs, lorsque E est non nul, il contient un vecteur unitaire (évoquer un vecteur
non nul et 'unitariser), a fortiori un vecteur de n’importe quelle norme?? ; il s’ensuit
qu’aucune sphére de E n’est vide, en particulier celle S (c, "+R), d’otu le caractere

2
strict de I'inclusion B (c,7) C B(c, R). On retiendra qu’

en dimension non nulle, chaque sphére ou boule est non vide
et l'on a Uimplication r < R = B(c,r) & B(c, R).

e Unicités des centre et rayon. Nous montrerons dans cette section que

chaque boule ou sphére posséde un unique centre
et (si E # {0} ) un unique rayon.

Il fera donc sens de parler du centre et du rayon d’une boule ou sphére dés que E est
non nul*®. Au risque d’insister, la "boule ouverte vide" est exclue de ces considérations
(car chaque point en est un centre).

Imposons E # {0} et montrons par exemple 'unicité du rayon en admettant celle
du centre. Soit S C F une sphere de centre c et soit s € S (légitime car S est non vide
d’apres la remarque précédente) : chaque rayon de S vaut alors d (s, ¢), d’ou 'unicité
du rayon de la sphére S. Soit a présent B C E une boule de centre ¢ et soient par
Pabsurde 7 < R deux rayons de B : on a alors les inclusions®” B (¢, R) C B C B (c,r),
ce que contredit I'inclusion stricte de la remarque précédente.

e Symeétrie centrale. L’application "distance & ¢" étant invariante par la symé-
trie centrale de centre c,

chaque boule ou sphére de centre c est
stable par la symétrie centrale de centre c.

34 Conséquence agréable : le centre de chaque boule lui appartient toujours.

35 Appliquer sur un vecteur unitaire ’homothétie de rapport la norme voulue.

36Gi E = {0}, on a pour chaque réel r > 0 les égalités B (0,r) = {0} = B(0,7) et § = S (0,7).

37Chaque boule inclut (resp. est incluse dans) la boule ouverte (resp. fermée) de mémes centre et
rayon.
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e Rayon et diamétre. Soit S une sphére non vide dont ¢ est un centre, dont on
note r un rayon et dont on évoque un élément s. On a d’une part a a,b € S fixés les
majorations

comparaison a,beS
la=bl < a—c[|+fe=b] < r+r=2r

triangulaire

d’autre part Pappartenance 2¢ — s € S (point diamétralement opposé a s) et les
égalités
FIG d(s,2c—s)=|(2¢—s) —s|| = 2d(c,s) = 2r,

ce qui montre I'égalité® sup, s d (a,b) = 2r. Vu que le membre de gauche ne dépend
que de I’ensemble S et non de sa description en fonction de ¢ et r, le membre de
droite également, d’ou I'unicité du rayon de S. (Remplacer S par une boule fermée
ne changerait rien & I'argumentation précédente; quant aux boules ouvertes, leur
diameétre n’est pas atteint mais est approchable en remplacant les points ¢ + ¢$ par

les suites (c £ (thn)¢5),,cy). On pourra retenir :

le diameétre de chaque boule ou sphére de E vaut
le double de son rayon (sauf si E = {0}).

e Découpage "en oignons". Soit R > 0 un réel. Les boules B (c, R) et B (¢, R)
sont alors par définition les images réciproques par l'application a +— d(c,a) des
intervalles [0, R] et [0, R[ (chaque distance étant positive). Regrouper les points de E
selon leur image par a — d(c,a) livre alors les partitions suivantes en sphéres®’
centrées en c :

B(e,R)= [[ S, BeR= [ SR e E= [ Sr).

re[0,R] rel0,R[ rel0,00]
FIG

e Notons B la boule ouverte unité. Vu pour chaque vecteur a les équivalences

la =l

aeBe,r) = d(ca) <r<=|la—d| <r< <1

a—c —C a—c

<= €B

H<1<:>d(0,a ><1<:>

< a—cE€rB<=acc+rB,

la boule ouverte B (c,r) s’obtient?’ en appliquant sur la boule ouverte unité une
homothétie de rapport r puis une translation de vecteur c. Idem pour les boules

fermées et les spheéres.
FIG

Propriété (convexité des boules)

Chaque boule est conveze.

38 Culture : la borne supérieure SUp, pe A d(a,b) des distances entre deux points de A est appelée
le diameétre de A.

39La derniére égalité suggere de voir l'espace plein comme une "boule de rayon infini".

40En termes de lois "parties”, on peut donc écrire B (¢, ) = ¢ + rB.
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Démonstration

Soient ¢ € E et r > 0 un réel, soient A, p deux réels positifs de somme 1. Notons B
la boule ouverte unité et montrons déja sa convexité. Soient a,b € B. On a alors les
majorations*!

comparaison

ositive
Aa+pb] < Al +[lud] P A el ul 1o

riangulaire homogénéité
A,p>0

a,beB NE! 1
<
AL+ Il L 7=

1, d’ou appartenance Aa + ub € B.

On en déduit les inclusions

AMe+mB)+p(c+7rB) = (Ae+pc) +r (AB+pB) C c+ 1B,
— —r

=(A+p)e=c CB car B convexe

d’o la convexité de la boule ouverte c+rB = B (¢, ). Démonstration inchangée pour
les boules fermées (et méme allégée des majorations strictes). Apprécier au passage
la souplesse obtenue en notant les boules avec les lois "parties".

REMARQUE — Culture hors programme. La lectrice et le lecteur intéressés
pourront établir qu’en présence de I’axiome de positive homogénéité les comparaisons
triangulaires sont en fait équivalentes a la convexité de la boule unité fermée et a la
positivité de ’application £ — R considérée.

Définition — Propriété (partie bornée, application bornée)

42

La partie A est dite bornée™ si elle est incluse dans une boule, i. e. si

IR >0, Va € A, |la]| < R.

Soit f une application & valeurs dans E. On qualifie f de bornée si la partie Im f

est bornée, i. e. si
dR >0, Ya € Dom f, ||f (a)|| < R.

Démonstration

La propriété affirme que le centre d’une boule bornante peut toujours étre imposé
égal a origine : en effet, si ¢ dénote le centre d’une telle boule et r > 0 son rayon, il
suffit d’établir I'inclusion®?

c+rB C (||le]| +7)B,

FIG

laquelle résulte & b € B fixé des majorations
lle+7bll < llell + lIroll = llell + [ |ol] < [lef| 4 71.

Ezemples

a,beB . .
“1La majoration < est stricte car 'un des coefficients |A| ou || est non nul (leur somme vaut 1).

42Le caractére borné est parfois appelé bornitude (en anglais boundedness); libre a la lectrice et
au lecteur d’accorder cet usage avec leur sens esthétique.
430n a abrégé B := B(0, 1) la boule ouverte unité.
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1. Chaque boule, chaque sphére étant incluse dans la boule fermée de méme rayon,

chaque boule ou sphére est bornée.

2. Si A est finie, le réel R := sup, 4 ||a| fait alors sens (il est nul si A est vide) et
vérifie I'inclusion A C B (0, R), donc

chaque ensemble fini est borné.

En particulier*, chaque singleton est borné (partie finie de cardinal 1), la partie
vide est bornée (partie finie de cardinal 0).

3. Soit v € FE un vecteur, imposons A bornée non vide et stable par la translation
de vecteur v, soit a € A et soit R le rayon d’une boule de centre 0 incluant A.
Pour chaque naturel n > 0, le vecteur a + nv reste alors dans A, d’ou les
minorations R > |la + nv|| > |||la|| — |[nv]||| : diviser par n livre alors la mino-

llell

ration & >
n — n

— |jv]|| puis appliquer lim, ., fournit 0 > ||v||, d’ou la nullité
45 .

de v. Par conséquent

aucune partie bornée n’est stable par aucune
translation de vecteur non nul (sauf la partie vide).

En particulier, aucun sous-espace vectoriel de E n’est borné (4 moins d’étre
nul). Cas singulier : l’espace plein E n’est jamais borné (sauf a étre nul).

Application (unicité du centre) : soit S une sphére de E dont on note c¢ et ¢
deux centres. La sphére S étant alors stable par les symétries centrales de centres
respectifs ¢ et ¢, elle est stable par la composée de ces symétries, & savoir par la

—

translation de vecteur cc’. D’aprés les points 1 et 3 ci-dessus, ce vecteur est nul, ce
qui s’écrit ¢ = ¢'.

FIG la composée (2¢' —1Id) o (2¢ —Id) = 2¢' — ((2¢ — Id)) = Id+2 (¢ —¢)

Signalons au passage une démonstration directe*S. Soient ¢,¢ € E distincts,
solent 7" > 0 deux réels tels que S (c,r) = S(¢,7’), abrégeons d := d(c, ) (qui

/
cc

vérifie d > 0 puisque ¢ # ¢’) et unitarisons u := <£ (ce qui fait sens car d > 0). Le
point ¢ 4+ ru tombe alors dans la sphére S (c,7), donc dans celle S (¢/,r’), d’ou les
minorations

FIG

ﬁ
Y

—
(c+ru) — (|| = ‘ C/C—H“UH = |ldu +rul| = [d+ 7| |u]

> d+r, ce qui force d < 0 : contradiction.

44 Sanity checks : chaque singleton est une sphére de rayon nul, la partie vide est la "boule ouverte
de rayon nul".

45 Interprétation dynamique : dans un espace vectoriel, impossible d’"enfermer" quelqu’un avancant
d’un pas constant dans une direction fixée.

46 Cette démonstration est moins élégante car d’une part elle fait intervenir les rayons, d’autre part
elle complexifie le cas des boules ouvertes.
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Remplacer « sphére » par « boule fermée » ne changerait rien. Pour les boules
ouvertes, toutefois, on remplacera a n € N* fixé le point ¢ + ru par ¢+ (7" — %) u afin
d’obtenir la minoration r > d+r — % puis 'on appliquera lim,, .o, pour aboutir a la
méme contradiction d < 0.

Propriété (invariance du caractére borné par équivalence de normes)

Chaque norme équivalente o N posséde les mémes parties bornées et mémes ap-
plications bornées*” que N .

Démonstration

Soit N équivalente & AV, soit 3 > 0 un réel tel que N’ < BN, imposons A bornée
pour NV, soit R > 0 un réel tel que A C B(0,R). On a alors pour chaque a € A les
majorations

N (a) < BN (a) < BR,

ce qui montre que la partie A est bornée pour la norme N’ (par SR). Echanger les
roles de N et A/ permet alors de conclure.

Exercices d’application

1. Montrer qu’aucune sphére de E n’est convexe (a lexception des singletons et de
la partie vide).

2. Soit B une boule de E dont on note c le centre et soit A un scalaire tel que |\ <
1. Montrer que B est stable par I’homothétie de rapport A centrée en c. (On dit
que les boules de E sont équilibrées.)

3. Montrer que l'application qui & chaque norme de E associe sa sphére unité est
injective. Méme question en remplacant « sphére » par « boule fermée » puis
par « boule ouverte ».

4. (plus difficile) Imposons E non nul.
(a) Soient a € E et r € Ry. Montrer alors que le plus petit conveze de E
incluant la sphére S (a,r) fait sens et vaut la boule fermée B (a,r).

(b) Soient a,b € E et r,R € Ry. Montrer alors, modulo un cas pathologique
que l'on précisera, les équivalences

B(a,r) C B(b,R) <= r +d(a,b) < R <= B(a,r) C B(b,R).

(c) Retrouver les unicités des centre et rayon de chaque boule*® et de chaque
sphére.

470n dit que le caractére borné est invariant par passage & une norme équivalente.
48 Rappel : dans ce cours, aucune boule n’est vide.
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1. Soit § C FE une sphére convexe non vide dont on note c le centre et
soit s € S (légitime car S # ). Le point diamétralement opposé 2c — s reste
alors sur S, donc (par convexité) le barycentre w =: 8 également, ce qui

s’écrit |3 — ¢|| = r. Or ce barycentre vaut le centre ¢, donc I'égalité précédente

se réécrit 0 = r, ce qui montre que S est une sphére de rayon nul, i. e. un
singleton. (Réciproquement, chaque singleton de E est convexe, tout comme la
partie vide.)

FIG

2. Supposons B ouverte, notons 7 son rayon et soit b € B dont note b’ 'image
par 'homothétie de centre ¢ et rapport A\. On a alors les majorations

d(c,t)) = HUch:H(o+A£)ch:HA£H

[AI<1 beB
Ao —cl < flo—cf < 7,
ce qui montre que ¥ reste dans la boule B (¢,r) = B. Méme démonstration pour

les boules fermées en "élargissant" la derniére majoration.

3. Soient N et N’ deux normes de E ayant méme sphére unité. Soit a € E
non nul. Le vecteur ﬁ fait alors sens et est unitaire pour IV, i. e. unitaire

pour N/, ce qui montre que N’ (a) vaut

a N'est positivement , a le vecteur gy est
N[N = N N | —— = N(a).
( (a) N (a)) homogeéne et N>0 (a) <N (a)> unitaire pour N’ (a)

L’égalité N’ (a) = N (a) restant valide quand a = 0 (toujours par positive
homogénéité), on a prouvé l'égalite N = N'.

Remplacons & présent dans ’hypothése « sphére » par « boule fermée ».
On aboutirait de la méme fagon & a € F fixé & la majoration N’ (a) < N (a) :
observer la symétrie des roles joués par N et N’ permet alors de conclure.

Remplacons enfin « fermée » par « ouverte ». Le méme raisonnement*
en remplagant & & > 0 fixé g5 par zpi7z livre alors la majoration N "(a) <
N (a) + € et 'on conclut en appliquant lim._.

On pourrait également répondre en explicitant les réciproques : on établirait
alors pour chaque vecteur a € E les égalités®®

inf{A>0; ¢$€B(0,1)}
lal| = im{x>o;geémgg
0 ou bien le réel v > 0 tel que £ € S(0,1)

REMARQUE — Chaque norme de E est en particulier déterminée par sa boule
unité fermée.

4.

49 Autre idée : le vecteur —%— ne tombe pas dans la boule unité ouverte, ce qui s’écrit N’ < 4 ) >

N(a) N(a)
1, . e. N’ (a) = N (a) et Uon conclut par le méme argument de symétrie.
50y comme « norme »
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(a) Si r =0, la sphére S (a,7) = {a} = B(a,r) est alors convexe (en tant
que boule) et la boule B (a,r) est bien le plus petit convexe incluant S (a, ).
Imposons désormais r > 0.

Les propriétés « étre convexe » et « inclure S (a,r) » passant & I'in-
tersection, U'intersection des convexes incluant S (a,r) d’une part est un
convexe incluant S (a,r), d’autre part inclut chacun d’entre eux, ce qui
donne sens au plus petit tel convexe®! — notons-le C.

Puisque la boule B (a,r) est convexe et inclut S (a,r), on a Iinclu-
sion C' C B(a,r).

Soit réciproquement b € B (a,r) et soit u un vecteur unitaire (il en

N

existe car E est non nul) positivement colinéaire a ba, de sorte a avoir
—
légalité ba = du ou d := d(a,b) .

FIG

Les points a & ru sont alors sur la sphere S (a,r) au vu des égalités

d(a,axru) = |(atru) - a = ||rul = =] u]] "=
u unitaire
d’ou (puisque C inclut S(a,r)) les appartenances a £+ ru € C. La figure
suggere alors que le segment reliant ces deux points (lequel reste dans C
par convexité de ce dernier) contient b, ce qui livrerait 'appartenance b € C
et 'inclusion réciproque voulue B (a,r) C C.

Or une bréve analyse livre les coefficients correspondants : on a pour
chaque (X, ) € [0,1]* de somme 1 les équivalences

b=Aa+ru)+pla—ru)<=b=A+p)a+(A—p)ru
M ha = (A — (1= ) ru <= du = (2\ — 1) ru

u#0 >0 1+g
<:>d:(2)\—1)r<:>>\:T.

1+4
2
premier point est immédiat et le second équivaut & I’encadrement |%| <1,

Il reste ainsi a vérifier que les réels ont pour somme 1 et sont positifs : le

lequel se réécrit d (a,b) < r et équivaut a I'appartenance b € B (a,r), ce
qu’on a.

(b) Supposons la majoration du milieu. On a alors pour chaque point p €

o

B (a,r) les majorations

sT

peB(a,r)
d(b,p) <d(b,a)+d(a,p) < d(a,b)+r
hypotheése o
e R, doup € B(b,R) et l'inclusion de gauche.

Meéme raisonnement pour établir 'inclusion de droite. (Sanity check : on
retrouve l'inclusion ¢ + rB C (|l¢|| + 7) B des remarques sur les parties
bornées.)

51 Culture : le convexe C s’appelle 1’enveloppe convexe de S (a,r) et a été décrite d’une autre
fagon dans ’exercice d’application? ? ? chap convexité? 7?7
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Supposons l'inclusion de droite et soit u un vecteur unitaire comme
en (4a).
FIG

Le vecteur a + ru est alors (comme en (4a)) sur la sphere S (a,r) donc
dans la boule fermée B (a,r), a fortiori dans celle B (b, R), d’oi la minora-
tion R > d(b,a + ru). Il suffit pour conclure de montrer (comme suggéré
par la figure) que cette derniére distance vaut d + r, ce qui résulte des
égalités

I(a + ru) — b]) = H% +mH = |ldu + rul|
= @+ ryull = ld+rllull = |d+r| = d + 7.

Supposons enfin 'inclusion de gauche. Si r = 0, la boule ouverte de
gauche est alors vide et Iinclusion B (a,0) C B (b, R) est toujours vérifiée
tandis que la majoration 0 + d (a,b) < R ne l'est pas toujours (si c¢’était
le cas, 'espace E serait borné par une boule de rayon R, donc serait nul).
Voici notre cas pathologique : I'implication = de gauche est fausse en
général si 7 = 0. Nous devons donc — et on le fait — imposer r > 0 pour
I’établir. Le réel % fait alors sens et I’on pour chaque naturel n > } les
inclusions®?

hypotheése o

B<a,r71l) cBlar) " B, R) c BM,R),

d’ou (d’apres le paragraphe précédent) la majoration (r — %) +d(a,b) <

R : appliquer lim,,_,, livre alors celle voulue.
(¢) Soient ¢,¢’ € E et 7,7’ € Ry tels que B(c,7) = B(c/,r"). Cette double-
d(e,d)<r' —r
de,d)<r—17
d’out (en notant d := d(c,’)) les encadrements 0 < d <7/ —r < —d < 0,
ce qui force I’égalité partout, d’ou les nullités v’ —r = 0 = d, ce qui conclut
aux égalités des rayons r = r’ et des centres ¢ = ¢. (Raisonnement in-
changé pour les boules ouvertes & un détail prés : évoquer r et r’ dans R,
pour éviter les boules vides.)

inclusion équivaut (d’apres le point 4b) aux majorations {

Remplagons enfin les boules par des sphéres. Le plus petit convexe in-
cluant S (¢,r) = S (¢, r") vaut alors (d’aprés le point 4a) la boule B (c,r) =
B(c,r'") et le paragraphe précédent permet de conclure aux égalités (5) =

/

(7)-

2.3 Exemples de normes

Propriété — Définition (norme préhilbertienne)

52Le rayon r — % est strictement positif vu la minoration imposée n > %
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Imposons E muni d’un produit scalaire®®. L’application
ar—/(ala)

fait alors sens et est une norme sur E, appelée norme associée au produit scalaire
de E. On a alors pour chaques vecteurs a et b l’égalité

2 2 2 2
la+8]" + [la —b]I" = 2|all” +2|6]" -
Démonstration
Soient a € E et A € R. Vu la minoration
(a | a) > 0 avec égalité ssi a = 0,

I’application considérée fait sens et sépare les points. Les comparaisons de MINKOWSKI
sont alors précisément celles triangulaires et la positive homogénéité résulte des éga-

lités
VOaxa) = /A2 (] a) = VA2 (a | a) = [N V{a | a).

L’égalité quadratique désirée (a a,b € E fixés) s’obtient en développant le membre
de gauche
la+b)*+la—b* =(a+b|a+b)+(a—b|a—b)
(aa)+2(a|b)+(|b) + (ala)—2(a[b)+(b]D)
lal* + 1611* + llall* + [lBl]*

REMARQUES

e Norme "euclidienne" ? La norme associée a un produit scalaire est parfois
qualifiée d’euclidienne, méme si ’espace vectoriel sous-jacent n’est pas euclidien (i. e.
n’est pas de dimension finie). C’est pourquoi il conviendrait mieux de la qualifier de
préhilbertienne.

o [’¢égalité ci-dessus affirme que la somme des carrés des longueurs des deux
diagonales de chaque parallélogramme vaut la somme des carrés des longueurs des
quatre cotés :

FIG?77

C’est pourquoi I’égalité énoncée s’appelle I'identité du parallélogramme. On pour-
rait montrer (hors programme) que la norme N est préhilbertienne (i. e. qu’il y a
un produit scalaire sur F auquel N est associée) ssi A vérifie I'identité du parallélo-
gramme.

e Lorsque A est induite par un produit scalaire, on a égalité dans les comparaisons
triangulaires ssi les vecteurs considérés sont positivement colinéaires (cas d’égalité des
comparaisons de MINKOWSKI ou de CAUCHY-SCHWARZ). Cette équivalence tombe
en défaut en général : on pourrait montrer (hors programme) qu’elle équivaut a ce
qu’aucune sphére n'inclue de segment infin®* ou encore (trés hors programme), s’il

53 Les scalaires sont ici réels.
°4En d’autres termes : le cas d’égalité triangulaire "attendu" (euclidien) équivaut & I’absence de
"plats" sur les boules (c¢’est bien le cas des boules euclidiennes qui sont "bien rondes").
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fait sens d’intégrer les applications de C° ([0, 1], E), & ce que chaque telle application f
vérifiant || [ f H = [ || f|| soit portée par une demi-droite vectorielle.

Propriété — Définition (normes d’indices 1, 2 et o)

Soit n € N*. Sont alors des normes sur K" les applications

n n
2
a v ail, aw— a; et ar max |a,
>l >l o [o
appelées les normes d’indices® resp. 1, 2 et oo de K™.
Soit € un ensemble. Est alors une norme sur B(E,K) Uapplication

fr=sup|fl =l
&

appelée la norme de la convergence uniforme sur &.
Soit S un segment infini de R. Sont alors des normes sur C (S, K) les applications

=: — -
Fo /S fl= Il et f /S P = 1111

appelées les normes de la convergence resp. en moyenne et en moyenne qua-
dratique sur S.

Démonstration

L’application N := a — ||a||, est la norme associée au produit scalaire canonique
de R™. Soient & présent a,b € C" et notons «, 5 les vecteurs de R’} formés par les
modules des coordonnées de resp. a et b. On a alors d’une part pour chaque \ € K les
égalités

N est posit.

[Aall, = N ([Afa) " =" AN (a) = A ]lall,,

homogene

d’autre part les implications

||a|‘2:0:>N(Oé):ON§>Mea:0:>a:0

les points

et enfin les majorations

la+bll, =

triangulaire

Y lai +biP < N(a+p) TETN () + N (8) = [l + bl
— —~—

i=1 5
<(lai|+[b:])

ce qui montre que ¢ — ||c||, est une norme sur C".
On raisonnerait de fagon analogue & partir du produit scalaire canonique de C' (S, R)
pour montrer que f +— || f||, est une norme sur C (5, K).

55 - . . .
°°La norme d’indice co est également appelée norme uniforme.
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Soient f,g € B(&,K) et soit A € K. On a alors d’une part les égalités®®

Ao = sup [Af| = sup |A][f| = [A[sup | f| = [A] [|f]l
£ £ £
d’autre part a a € £ fixé les égalités

[f +9l(a) =[f (a) + g(a)| < |f (a)l + g (a)] < stglplfl +sup gl

d’ou la majoration sup |f + g| < sup|f| + sup|g|,
£ £ £

enfin la nullité de supg |f| équivaut clairement & celle de |f|, 4. e. & celle de f. Fina-
lement, I’application ¢ — |||, est bien une norme sur B (£, K).

L’application a +— |lal|, définie sur K™ est la norme de la convergence uniforme
sur Pensemble [1, n|].

Soient f,g € C'(€,K) et soit A € K. La linéarité et la croissance de [g livrent
alors d’une part & partir de I'égalité |Af| = |A| |f] Iégalité [|Af|l; = [A| ||f]l;, d’autre
part & partir de la majoration |f + g| < |f| + |g| celle || f +gll; < Ifll; + gl Par
ailleurs, le segment S étant infini, la nullité de || f||; et la continuité de I'intégrande | f]|
impliquent la nullité de cette derniére®”, i. e. la nullité f = 0. En fin de compte,
I'application ¢ — ||¢||; est bien une norme.

Méme raisonnement pour la norme d’indice 1 sur K™ en utilisant la linéarité et la
croissance de Y, ainsi que I’équivalence entre nullité d’'une somme de réels positifs
et nullité de chacun de ses termes.

REMARQUES

e Norme de la convergence uniforme. Etant donné un ensemble &£, nous
verrons pour chaque suite (f,) € B(E,K)" quelle converge uniformément vers 0
ssi || fnll., — 0, d’ou la terminologie. Il ne sera toutefois pas possible, & moins

n—oo

que & soit fini, de trouver une norme pour laquelle la convergence est la convergence
simple (hors programme).

e Chaque application continue sur chaque segment atteignant ses bornes, on aura
pour chaque segment réel S infini®® et

pour chaque f € C'(S,K) légalité | f||,, = maxg|f]

(la borne supérieure est atteinte).

e Les normes d’indices 1, 2 et co sur K™ sont définissables plus généralement
sur K’ pour chaque ensemble I fini (méme vide & condition de remplacer « max
par « sup »). Le cas pathologique I = () (o1 'espace K! est nul) interviendra dans
certaines démonstrations générales mais n’apparaitra jamais en pratique. On pourra
donc toujours penser la borne supérieure comme un mazimum :

VI # 0 fini, Va € K, |la||, = maIx|ai|.
1€

e Culture hors programme. S’il n’existe pas & notre connaissance de descrip-
tion exhaustive des normes de FE, il est possible de décrire les boules fermées unités

Vp e Ry
VP CRy
57Ne pas oublier la continuité de I'intégrande!

58 Rappel : C (S, K) est un sous-espace vectoriel de B (S, K).

56 Rappel : on a les égalités sup (pP) = psup P.
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de F lorsque N parcourt I’ensemble de ses normes, ce qui revient au méme (cf. re-
marque en toute fin de 'exercice 3 section 2.2777).
Définition (norme produit, espace vectoriel normé produit)

Imposons que E soit un espace vectoriel produit []
semble I fini ot Uespace vectoriel E; est normé®®

se1 Bi pour un certain en-
pour chaque i € I. Sauf mention

contraire, l’espace vectoriel E sera alors normé par

(ai)jcr ¥ sup lail|; , appelée la norme produit sur HEL
= il
L’espace vectoriel E est alors appelé l’espace vectoriel normé produit des E;
(pour i parcourant I).

REMARQUES

e Soit 7 > 0 un réel. Vu a a,c € [[,.; E; fixés les équivalences

iel

a € Be,r) < sup|/(a— o)ll, Sr<=Viel, |a;—cl|;, <r
iel

< Viel, a; € Blc,r) < ac HE(Q,H),

i€l

lesquelles tiennent encore en remplacant partout (5) parf0 ( <BT),

les boules "produit” sont les produits de boules.
e On a utilisé la norme uniforme des normes des composantes de chaque fa-
mille (a;);¢;. Toute autre norme sur K’ aurait pu convenir au sens ot 'on montrera

que les normes "produit" associées sont équivalentes. Le cas particulier de la norme
uniforme livre toutefois I'agréable description des boules "produit" ci-dessus.

Exercice d’application

1. Soient v > 0 un réel, n > 1 un naturel et S un segment infini de R.

(a) Donner une condition suffisante et nécessaire simple pour que l’applica-
tion N :=ar— /> i, |ai|” soit une norme sur K.

b) Donner une condition suffisante et nécessaire simple pour que l'applica-

( ple pour q PP
tion N := f— 3/ [¢|f|7 soit une norme sur C (S,K).

(¢) On impose K =R. Donner alors dans chacun des cas 1b et 1a une condi-

tion suffisante et nécessaire simple pour que N soit une norme préhilber-
tienne.

2.

% La norme de F; est ici notée ||-||, pour chaque i € I.
60La deuxiéme équivalence utilise alors la finitude de I.
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(a) Soit (E;);c; une famille d’espaces vectoriels normés. Montrer que l'appli-

cation

{ {nm”mes de R croissant sur ]Rﬁ_} — {normes sur [licr Ez}
N — (@)ier = N ((lailics )

fait sens et est compatible avec l'équivalence de normes (au sens ot deuz
normes source équivalentes sur R ont pour images deur normes équiva-
lentes).

(b) Montrer qu’est une norme sur K[X] Uapplication

ZanX" — M + \/19m€a§|an+1 —an.
n

7
neN

(c) Montrer qu’est une norme sur K[X] lapplicationS?

[ 79
P(X?)+ XQ (X?) — (sh1) ¥ /3 |P|*® 2 Z
B neN

(d) Soient n € N et s € S. Montrer alors qu’est une norme sur l’espace C™ (S, K)
lapplication

42

Q™ (0)

n!

ol

57+§m‘f@(s)‘.

1. Afin d’alléger, on pourra oublier d’une part le domaine de sommation ou
d’intégration, d’autre part l'indexation par . Nous allons dans les deux cas
montrer que N est une norme ssi v > 1 (a un détail pres).

(a) Si n = 1, lapplication N se confond avec le module, donc est une
norme. On peut donc imposer n > 2.

Soient a € K™ et A € K. On a alors d’une part les égalités

N a) = /3 Dail” = N el
= el = YYD el = AN (@),

d’autre part les implications

N(@)=0=> la|"=0=Vie[Ln|], |u'=0 =a=0.
~—~ ———
>0 <=-a;=0 car v#0

Nous avons par ailleurs établi lors de ’exemple 4 section 2.1 les comparai-
sons triangulaires sous ’hypothése « v > 1 » (bien voir ou cette hypothese
est intervenue).

6175 puissance Ri est munie de 'ordre produit.
62Tes lettres P et @ dénotent ici des polynomes.
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Supposons & présent v < 1. Visuellement, la "boule" N~ ([0, 1]) n’est
alors plus convexe : montrons cela. Les points (1, 0,0, ...0) et (0,1,0,0,...,0)
de K™ font sens (car n > 2), sont chacun par N d’image v/17 + 0 = 1 et leur

<1
somme (1,1,0,0,...0) est d’image 925 'S 2, ce qui infirme les comparaisons
triangulaires pour N.
Finalement, ’application N est une norme ssin =1ou vy > 1.

La positive homogénéité de N s’établit comme ci-dessus et 'axiome de
séparation comme le cours (le cas singulier v = 1 est au programme). Quant
aux comparaisons triangulaires, le méme raisonnement tiendrait si I'on
disposait d’une version continue des comparaisons de HOLDER : établissons
une telle version.

Notons L la longueur de S (laquelle est non nulle vu que S est infini),
soient f,g € C(S,R4), soient o, 8 > 0 de somme 1, soit n € N*, abré-
geons s; := min S+ + L pour chaque i € [1,7]] et notons a et b les vecteurs
respectifs ( f(s;) ) ot (g (s;) ) de K™ indexés chacun par i € [1,n|]. Une
comparaison de HOLDER s’écrit alors

n o n B
Zaabﬁ < <Z ai> (Z bi> , 1. e.
n Z:Vll ;:1 n ﬁ
Z [fagﬁ] (s6) < (Zf(&‘)) (ZQ(&‘)) ;

i=1

A\

L
n

multiplier par % = ( )a (%)B fait alors apparaitre trois sommes d’EUDOXE-

ARCHIMEDE, d’ot (en appliquant lim,, .o ) la majoration [ f*¢” < (g )" (fs g)ﬁ,

c. q. f d.

Supposons a présent v < 1 et cherchons dans C (S, K) des analogues
des points (1,0,0,...0) et (0,1,0,0,...,0) de K™ qui infirmaient la compa-
raison triangulaire. Il s’agirait de fonctions dont les images par N soient
aisés & calculer, ainsi que celle de leur somme. Définissons par exemple f
et g comme sur la figure :

L
FIG f =0 puis monte, f—&—g:§.

[min S,m]

min S4+max S
2 [m,max S]

), ce qui permet de

Jir=0
ga=0

Abrégeons m := et notons (g) = (

synthétiser les points qui nous suffiront & conclure : f,g > 0, {

et I:= [ f7 = [4g7 > 0.1l en résulte d’une part les égalités

Nira) = [1rva = (ol [ ol = [ 1o [ 1 =2

=|0+g|” =|f+o[”

d’autre part les majorations

[N(f)+N ()] = (VT+ Qﬁ)vz (2%)7 :27123 o1
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puisque v > 0, on en déduit la minoration stricte N (f +g) > N (f) +
N (g)-
Finalement, ’application N est une norme ssi v > 1.
(c) Plagons-nous dans K. Comme en la, on peut imposer n > 2 (quand n =
1 on obtient la valeur absolue a — /a - a).
Supposons que N soit associée & un produit scalaire. Elle vérifie alors
I'identité du parallélogramme. Or pour les deux points ci-dessus (1, 0,0, ...0)

et (0,1,0,0,...,0), cette identité s’écrit \”/524— Y1+ |—1|V2 =2(1%2+1?),
i e 25 = 2, ou encore v = 2. Réciproquement, la norme d’indice 2 est
bien associée au produit scalaire usuel.

Finalement, ’application N est une norme associée a un produit sca-
laire ssin =1 ou v = 2.

Le raisonnement est identique dans l'espace C (S,R) (bien vérifier
que N (f —g)” =1I) : une condition simple est alors v = 2.

(a) Soient M et N deux normes sur R’. Pour chaques réels o, 3, la majoration aM <
BN implique (en composant & droite par (a;);c; = (||lail|);c;) la majora-
tion aM ( (lail);c; ) < BN ( (llaill);e; )- En particulier, P'équivalence des
normes M et N implique celles de leurs images par 'application donnée —
dés lors que lorsque ces images sont bien des normes. Montrons cela.

Soit N une norme sur R’ croissant sur R%. et montrons que l’application N’ =

(ai)ier = N ( (lasl));e; ) est une norme sur [, E;. Soient a,b € []
et soit A € K. On a alors d’une part les égalités

définition définition
N (ha) PN () Dyl s ) TEN (I il ey )

la norme de chaque E; ) déf. de I'action )
est Posit; homog. N( ( ‘A| ||CL1|| )iEI ) "1111r:§11r K! N( |>\|( ”aZH )iEI )

ze]

la norme N est ) définition ’
positiv. homog |/\‘ N( ( ||CL1H )iEI) de N’ |/\‘ N ( )

d’autre part les implications

N'(a) = 0= N ( (Jlaill)ic; ) = 0" =" (Jlag]));e; = 0

1a ,d,Ei .
a norme_de VZEI, ai:O:>a:O

sépare (& 4 fixé)

=Viel, ||laj]| =0

et enfin les majorations®3

deﬁnltlon définition
N (a0) PN () a8 iy ) "N (o bl ey )

comp. trig dans chaque E;

<N (il + 10 s )

et croissance de N sur ]R+
définition
= N i) bil);
de + dans K! ( (HaZ”)lEI + (” Z”)ZEI )

comparaison

< N ((lail)ier ) + N (Ibill)ies ) = N'(a) + N (b).

trig. pour N

63 C’est uniquement ici que nous sert ’hypothése de croissance.
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(b) Voyons les polyndémes comme des suites et montrons qu’est un isomor-
K[X] — K x K[X]

a > (aOa (an+1 - an)neN)
D’une part la linéarité est immédiate, d’autre part on vérifie aisément

phisme d’espaces vectoriels I’application ¢ :=

que (2) — ()\ + Z;.:Ol di) est une réciproque de ¢. Normons alors K
neN

par le module et K[X] par la norme uniforme. L’application (}) — g +

V19 |b| étant une norme sur R? qui croit sur R2, l'application (2) —
% + V19maxpen |dpt1 — dn| est une norme sur K x K[X], laquelle se
transporte via 'injection ¢ (suivant ’exercice 3a section 2.1) en une norme
sur K[X] comme souhaité.

(c) Est un isomorphisme d’espaces vectoriels 'application®
o [KXP = KX
- (P,Q) — P(X?)+XQ(X?

Normons alors Pespace K[X] d’une part par la norme d’indice 18 en le
voyant comme partie de C ([—3,79],K), d’autre part par la norme d’in-
dice 42 en le voyant comme partie de K. L’application () — (sh1)|a| +

7 |b| étant une norme sur R? qui croit sur R? , Papplication (g) — (sh1) ¥/ fzg |P|"®+

42 Q" (0)
T ZnEN ‘ n!

P’injection 9~ (suivant 'exercice 3a section 2.1) en une norme sur K [X]
comme souhaité®®.

42
est une norme sur K |[X ]2, laquelle se transporte via

(d) Est un isomorphisme d’espaces vectoriels I’application®
c"(S,K) — C°(S,K) x K
X = n %
f — (f( )7 (f( ) (3))146[07”“)

Normons alors d'une part C° (S, K) d’une part par la norme d’indice 57,
d’autre part chaque facteur K par le module. L’application a — |a,| +
Z;:OI Vthi |a;| étant une norme sur R"*! qui croit sur R}, I'applica-
tion (5) = || Fls7 + Z?;Ol Vthi |a;| est une norme sur C° (S,K) x K",
laquelle se transporte via l'injection y (suivant l’exercice 3a section 2.1) en
une norme sur C" (9, K) comme souhaiteé.

3 Suites, fermés, adhérence

On garde l'espace vectoriel normé FE et la partie A C E évoqués. La norme de F
évoquée est toujours notée N ou e — |le||.

64 décomposition d’un polynéome en somme d’un polynéme pair et d’un impair

(n)
65Rappelons que la suite (QT,(O)> est celle des coefficients de Q.

66 Rappel : chaque application continue sur S admet une unique m-iéme primitive de classe C™

soumise a n "conditions initiales" en le point s.
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3.1 Tendances séquentielles

Le cours de premiére année sur les suites définissait a I’aide de 'application module

1. un prédicat binaire tendre vers entre ensemble KN des suites scalaires et ’en-
semble K des scalaires,

2. d’ot un prédicat singulaire converger sur I'ensemble KN

HE Signalons I’abus de langage converger vers pour signifier converger et tendre
vers. Hl

3. et sa négation diverger.

En observant, dans le cas E = C, que le module complexe se confond avec la norme
euclidienne de R?, on obtient un pont naturel pour transférer les notions séquentielles

a EN .

dans chaque définition ou propriété séquentielle sur KN,
doubler chaque barre verticale pour obtenir l'analogue sur EV.

Définitions — Propriétés (analyse séquentielle) Soient a € EN et { € E.
On dit que la suite a tend vers { si la suite réelle n — ||a, — £|| tend vers 0,
tendance notée alors a — ¥ ou a,, — /.

n—oo

On dit que la suite a converge (ou on la qualifie de convergente) s’il y a un
point de E wvers lequel elle tend. Dans ce cas, un tel point est unique, est appelé la
limite de a et est noté lima ou®” lim,_.o an. Dans le cas contraire, on dit que la
suite a diverge (ou on la qualifie de divergente).

Les suites a valeurs dans E convergentes forment un sous-espace vectoriel de B (N, E)
sur lequel Uapplication lim est linéaire. Lorsque E est une algébre a multiplication
continue, le morphisme d’espaces vectoriels lim est un morphisme d’algébres.

Si la suite a est bornée, on a alors la tendance ca — 0 pour chaque suite
réelle ¢ — 0. St la suite a tend vers 0, on a alors la tendance Ba — 0 pour
chaque suite B réelle bornée.

On appelle extractrice®® (ou extraction) toute application N — N croissant
strictement. Chaque extractrice x est injective, tend vers oo et vérifie Vn € N, x (n) >
n. On appelle sous-suite (ou suite extraite) de a toute suite de la forme aox ou x
est une extractrice. Si a converge, alors chacune de ses sous-suites tend vers lima.

Au risque de nous répéter : remplacer simplement chaque module par une norme
dans les définitions et démonstrations du cours de premiére année sur les suites. On
retiendra en particulier, & (a,f) € EN x E fixé, que

la tendance a,, — £ dans E équivaut & la tendance |la, — £|] — 0 dans R,
n—oo -

n—0o0

ce qui permet d’utiliser tout le cours de premiére année sur les suites.

Ezxemple : montrons le caractére multiplicatif de I’application "limite" quand F
est une algébre a multiplication continue.

67La lettre n est ici muette.
68Une extractrice "extrait" de la suite a des termes en formant une suite extraite (z comme
« extraire »).
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WwEE . o —
Notons C := SUPZ;Iwu;éo %, soient a,b € EN et o, 8 € E telles que { b 3

On a alors a4 n € N fixé les majorations et tendance®’

lanbn — aBll = [[an (bn — B) — (an — a) B|
la norme de E est

lan (bn = B + [l(an — @) B

sous-additive

la multiplication

< C lan]] [Ibn =8| +|lan —al|  C [I8]
de E est continue N —— N—— N
=0(1) car  =o(1) =o(1) =0(1) car
a converge car b—p3 car a—« est constante

=0(1)o(1)+0(1)O(1) — 0, d’ou la tendance voulue ab — af.
—_—— ———— N

=o(1) =o(1)

=0n—00(1)

REMARQUES
e Evocations et tendances. Dans I’exemple précédent, on a évoqué un n € N (en
raisonnant « a n € N fixé ») mais tout a la fin apparait une tendance 0,,—o0 (1) — 0

n—oo

ol le symbole n devrait étre muet : on sous-entend alors de "désévoquer" n dans cette
tendance afin de pouvoir I’y considérer comme symbole muet. Cette abus est monnaie
courante et permet d’alléger considérablement la rédaction.

e Tendance ou égalité? Soit (a,/) € EN x E. L'égalité lima = ¢ exprime
alors une relation binaire entre deux objets (d’une part la limite lim a, d’autre part
le vecteur £) et fait sens ssi chacun de ces objets fait sens, i. e. ssi a converge, au
contraire de la tendance a — ¢ qui fait toujours sens (et qui n’exprime pas une
égalité entre deux vecteurs). Par conséquent :

légalité lim a = £ n’exprime pas la méme chose que la tendance a — £/

Au locuteur donc de savoir si il/elle veut énoncer une tendance ou bien une égalité
avec convergence sous-entendue. Bien souvent une tendance seule convient.
e Abus linguistique. On lira souvent, étant donnée une suite a € EV, le mélange

« a converge vers { » pour signifier « a converge et a tend vers £ ».

Encore une fois, si la convergence n’est pas pertinente (ce qui est trés souvent le cas),
on écrira alors simplement « a tend vers £ » afin de respecter sa pensée.

Ezemples

1. Dans R [X] muni de la norme uniforme )y a, X" — max,en |an|, la suite (X™)
est bornée (par 1), donc la suite [n — }2(—: = £ X"] =0(1)O(1) tend vers le
polynome nul. En revanche, si 'on norme cette fois R [X] par ) _ya, X" —

> nen 3™ an, la suite n — | | = (2)" tend vers oo, donc la suite ()2(—:)

X7L
n’est pas bornée, a fortiori ne converge pas.

neN

on neN

69Comme en premiére année, les notations O (1) et o (1) dénotent resp. "toute" suite bornée et
"toute" suite tendant vers 0, avec les mémes ambigiiités et les mémes précautions en résultant. En
tout rigueur, on aurait ici di écrire 0n—oo (1) et On—oo (1).

31



2. Soit £ une matrice limite de la suite des itérées d’une certain matrice a. La
suite (aQ")neN est alors extraite de (a™), oy, donc tend vers lim,, .o a™ = £. Or
la suite (aQ”)neN = [ (a™),en ]2 tend par ailleurs (d’apres le caractére multipli-
catif de I'application lim) vers (lim,_o a™)® = ¢2. Il en résulte I'égalité £ = (2.
Réciproquement, chaque matrice idempotente est limite stationnaire de la suite
de ses itérées.

3. Soit P € K [X] dont on note d le degré. La suite (1, X, X?,..., X4 X9+t — p X4t2 _ p
est alors échelonnée en degré, donc est une base de K[X]. Munissons ce der-

nier de la norme™ a Y neN |;Z| suivant la base précédente, de sorte a avoir
la tendance || X™ — P|| = 27" — 0, d’ou celle X" — P. Conclusion : la
n—oo

suite monomiale (X™), .y peut converger vers n’importe quel polyndme suivant
la fagon dont on norme K [X]!

4. Plagons-nous dans l’espace KE := B (N, K) et montrons que
le caractére "tendre vers 0" passe a la limite uniforme.

Imposons A formé des suites tendant vers 0, soient a € AN et ¢ € K tels
que "a — /, soit € > 0, soit NV € N tel que HNa — EHOO < ¢ (légitime car a —
n—oo

0), soit v € N tel que ||V a,|| < € pour chaque naturel n > v (légitime car Vo —

0). On a alors pour chaque tel n les majorations
1] < 0 — Nag| +[Nan| < [J€ - Na||(>O +e<2,cq fd.
5. (plus difficile) Toujours dans le méme espace K}, montrons que

le caractére convergent passe & la limite uniforme.

Notons C' le sous-espace vectoriel formé des suites convergentes soient a € OV
et L € K} tels que "a — L et notons £ la suite (lim, .o "a,),cy- La suite a

étant convergente, elle est bornée par un certain M : pour chaque n € N,
la majoration ||"a| . < M se réécrit alors Vv € N, |"a,| < M et livre (en
appliquant lim, ) la majoration |¢,| < M, ce qui montre que la suite £ est
bornée.

Soit A une valeur d’adhérence de ¢ et montrons la tendance L — .
Soit € > 0, soit N € N tel que ||Pa — L||,, < € pour chaque naturel p > N
(légitime car ¢ — L), soit p > N un naturel tel que |[{, — \| < ¢ (légitime
car A est valeur d’adhérence de ¢) et soit ¥ > p un naturel tel que [Pa,, — ¢, < ¢
pour chaque naturel n > v (légitime car Pa — ¢,,). On a alors alors pour chaque
tel n les majorations

|L, — Al < |L,, — Pay| + [Pan, — £p| + |6, — A| < 3e, ce qui conclut.
——— —_—— ——
<||Pa—L| <& car p>N  <e car n>v <e

Définition — Proposition (valeurs d’adhérence)
Soient a € EN et £ € E. Il équivaut alors de dire

700n entend par 1a que les ay, sont les coordonnées de a dans la base considérée.
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1. il y a une sous-suite de a tendant vers £ ;

Ve >0 N >n

2. N :

wneN - N EN { lay — €] <

3. pour chaque réel € > 0, l’ensemble {n € N ; |la, — £]| < e} est infini.
Dans ce cas, on dit que le point { est une valeur d’adhérence de a.

Si la suite a posséde au moins deux valeurs d’adhérence, elle diverge alors.

Démonstration

Lorsque a converge, elle posséde une seule valeur d’adhérence (sa limite), d’ou par
contraposée la derniére affirmation.

E Soient € > 0 et n € N. La partie {v € N; |la, — || < e} de N étant
alors infinie, elle rencontre l'intervalle |n, co|[, d’ott un naturel N comme voulu.

1—3 Soit = une extractrice telle que a,,) — ¢, soit € > 0 et soit N € N
n—oo
tel que Vn € [N, 00|[, ||asm) — ZH < € (permis car a o x — (). L’injection z induit

alors (par restriction) une injection de ’ensemble infini [N, oo|[ dans {n € N ; ||a, — ¢|| < &},
ce qui montre que ce dernier ensemble est infini.

Pour chaque naturel n > 0, remplacer ¢ par % dans ’hypothése donne
un naturel N > n tel que [ay — {|| < L. L’application

N N
=0 n — min {N € |n,c0|[ ; |lay — €] < 2

w(n)>n

fait alors sens et vérifie Vn € N*, { Haﬂ(n) _ gH < %

La suite itérée x := n — p°™ (1) croit par conséquent strictement, donc est une
extraction et vérifie pour chaque naturel n les majorations et tendance

car r—oo

||am(n+1) - ﬁH = ||a#(m(n)) — éH < 0, ce qui conclut.

z(n) n—ooo

REMARQUE — Critére d’absence de valeur d’adhérence. Soit ¢ € EN. On
impose d’une part la minoration infp;g(fN d (ap,aq) > 1, d’autre part que la suite a ait
une valeur d’adhérence. Soit £ une telle valeur : d’apreés le point 2 précédent, il y a alors
un naturel p tel que |la, — £|| < 3 puis il y a un naturel ¢ > p tel que |lag — ¢|| < 3,
d’ott les majorations [la, — ag| < [lap, — €|| + [[£ — aql| < 2 + 3 = 1, contredisant la
minoration de 'hypothése. On retiendra plus généralement que

P,qEN
8% ir;if d(ap,aq) > 0, la suite a n'a alors aucune valeur d’adhérence
p#q

Ezemple : si E = B(N,K), en notant & n € N fixé "§ la suite’! nulle partout sauf
en n ol elle vaut 1, la suite ("J), oy est alors & valeurs dans E et vérifie pour chaques
naturels p # g 'égalité d (P9,99) = 1, donc n’admet aucune valeur d’adhérence.

Voyons a présent des propriétés propres aux suites dans un espace vectoriel normé.

"1 Culture : la suite ™6 s’appelle le Dirac (discret) en n.

33



Proposition (invariance des tendances séquentielles par équivalence de
normes)

La "relation" de tendance dans EN x E est inchangée si Uon remplace la norme
de E par chaque norme qui lui est équivalente.
Démonstration

Soit N’ une norme équivalente & A, soit 8 > 0 un réel tel que NV < SN.

Soit (a,f) € EN x E : si a — { pour N, on a alors & n € N fix¢ les majora-
tions et tendance N’ (a, — ) < B |la, — €| — B0 = 0, d’ou la tendance a — £

pour N”. Echanger les roles des normes N et N permet alors de conclure.

REMARQUE — Dans la définition de la convergence, la norme de E n’intervenant
que dans une tendance, la propriété précédente montre que

la convergence dans EN est inchangée par passage & une morme équivalente.

Application : d’apres 'exemple 1 précédent, dans R [X], la norme uniforme n’est
pas équivalente a lanorme Y, an X™ — 3 3" |ay| car la suite (5 ) converge
pour I'une mais pas pour l'autre. Principe a retenir :

neN

nier ’équivalence de deux normes données
en erhibant deux suites aux tendances différentes

Propriétés (tendance séquentielle dans un produit fini d’espaces vecto-
riels normés)

Soit (E-)Z-el une famille finie d’espaces vectoriels normés, soit a € (I] EZ-)N et
soit £ €]

1. Pour chaque i € I, un exposant i abrégera « i-iéme coordonnée™ de ». On a
alors ’équivalence

i€l
ZEI

a—l=VYiecl, o' — [

2. La convergence de a équivaut & celle de chacune de ses suites coordonnées et,
dans ce cas, la limite de a est la famille des limites de ses suites coordonnées.

Démonstration

1. Pour chaque i € I, notons a’ la i-coordonnée de la famille a vue dans []

lEI
On a alors les equlvalences73

. ; ; deéf. de la tendance . ; i
Viel, o' — 0 aigndanee e 1 lah — 61| — 0
dans E; (a i€l fixe) n—oo

I fini

<:>supHa _[LH déﬁniti&))de la ||

n—Ft] — 0

n— oo norme produit n— 00

définition de
— a— 4l c q f d
la tendance

"2La suite a est ainsi identifiée a la famille (al) de ses suites coordonnées wvia l'isomorphisme

d’espaces vectoriels (J;¢; Ei)N > [es BV
"3Le sup;c; fait sens car I est fini.
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2. Si a converge, remplacer £ par lima dans I'implication = ci-dessus fait
alors sens et montre pour chaque i € I la tendance a® — [lima]’, d’ou la
convergence de a’. Si a’ converge pour chaque i € I, remplacer £ par (lima'), e
dans I'implication <= ci-dessus fait alors sens et montre la tendance a —
(lim ai)i cr d’ott la convergence de a. Nous avons prouvé au passage 1’égalité

des limites annoncée.

REMARQUE — Imposons E de dimension finie. Il est alors isomorphe via 1’évocation
d’une base a un produit fini de droites vectorielles, produit dans lequel le point 2
s’applique. En transportant alors (grace a ’exercice???) la norme produit sur E
via I'isomorphisme précédent, on obtient une norme sur F pour laquelle le point 2
s’applique. D’aprés I’équivalence des normes de E (qui est de dimension finie) et
I'invariance des tendances séquentielles par équivalence des normes,

en dimension finie, chaque suite converge ssi'*

chacune de ses suites coordonnées converge.

Ezemples

1. Pour chaques suites a,b,c,d € KV, la convergence de la suite matricielle n —

Cn dp
ce qui revient aussi (toujours par le méme point) a celle de la suite matricielle
an by
¢, dp
ment : pour chaque naturel N, pour chaque suite a € My (K)N et pour chaque
matrice £ € My (K), on a’

( an  bn > équivaut (d’apres le point 2) a celle de chacune de ces quatre suites,

"transposée" n +— < . La lectrice et le lecteur généraliserons aisé-

I'¢quivalence a, — ¢ <= ‘ta, — ‘0.
n—oo n—oo
2. Soit @ une matrice antisymétrique dont la suite des itérées converge. Montrons
alors que la limite £ := lim,,_. o, a™ est nulle. Vu pour chaque naturel n les éga-
lites * (a") = (*a)" = (—a)", de la convergence de (a"), o on déduit grace a
I'exemple 1 celle du membre de gauche (*(a™)), oy, d’'oit celle du membre de
droite ((—a)"), ey~ I en résulte la convergence de la somme (a™ + (—a)"), cn;
laquelle admet donc une seule valeur d’adhérence. Or la sous-suite obtenue sui-
vant les indices impairs tend vers 0 (elle est nulle) et celle obtenue suivant les
pairs tend vers 2¢; ’égalité de ces valeurs d’adhérence 0 = 2¢ permet alors de

conclure.
0

3. Soit # € R, notons S,, := P 715 pour chaque n € N* et étudions la

Pour chaque n € N*, d’une part les colonnes

n
neN**
de la matrice S, sont orthogonales et de méme norme /1 + 2—2, d’autre part

convergence de la suite (S]7)

le déterminant 1 + Z—z de S, est positif, donc™® S,, est la similitude directe de

T41] est remarquable que ce résultat ne dépend aucunement de la base évoquée.
"5Nous dirons plus tard que la transposition matricielle est continue.

76 Rappel : pour chaques réels a,b, en notant ¢ := a + b, la matrice ( (Z _ab ) est la similitude

de centre 0, rapport |c| et angle Argec.
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rapport \/@ et d’angle Arg (1 +i2) = arctan £, donc la puissance S7 est
la similitude d’angle 6,, := n (arctan %) ~ n% = 0 et de rapport

n—oo

n—oo

Le point 2 ci-dessus permet alors (avec les continuités de cos et de sin) d’affirmer

n cosf, —sinf, cosf) —sinf
la tendance (quand n — 00) de S = An ( sind,,  cosf, ) vers 1 ( sinf  cosf )’

i. e. vers la rotation d’angle 6..

Exercices d’application

. Dans lespace B(N,K), montrer que le caractére "posséder 0 comme valeur
d’adhérence” passe a la limite.

. On se place sur l’espace des applications [0,1] — R nulles en 0 et lipschit-
ziennes. On admet que les applications

f(a)f(b)‘

a,beo,1]
su
P a—2>b

a#b

et fr— sup
a€]0,1]

f(a)'

a

en sont des normes. Sont-elles équivalentes ?

(a) Montrer que les suites vectorielles tendant vers 0 sont les produits d’une
suite réelle tendant vers O par une suite vectorielle bornée.

(b) Montrer que A est bornée ssi le produit de chaque suite de A par chaque
suite réelle tendant vers 0 converge.

(c) Soit N une norme sur E. Montrer qu’il équivaut de dire que les normes N
et N7 ont :
i. mémes parties bornées ;
ii. mémes applications bornées;
ili. mémes suites bornées ;
iv. mémes suites tendant vers 0 ;
v. méme "relation"” de tendance ;

vi. mémes suites convergentes.

Notons V ’espace vectoriel normé considéré, soient a € VN et £ € V tels
que a — £, soient € > 0 un réel et N un naturel. Soit ¥ > N un naturel tel
que ||Ya — || < e (légitime car a — £), soit n > v un naturel tel que ||Ya,|| < e
(légitime car 0 est valeur d’adhérence de la suite Ya) : on a alors les comparaisons

n>v>Net [l <|l,— Yan|+|"an| < ||"a—{||, + ¢ < 2¢, ce qui conclut.
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2. Notons L et £ resp. les normes considérées’’. Montrons alors que la suite (t — t")
est bornée pour £ mais pas bornée pour L, d’ou résultera la non-équivalence de
ces normes.

neN

Soit n € N. On a alors pour chaque a € ]0, 1] les majorations |%| =a" <1,
d’ou la majoration £ (¢ — ™) < 1. Soit par ailleurs a € [0,1] : la fonction ¢ —
t" étant alors de classe C' sur [a, 1], le taux d’accroissement %=L est de la

a—1
forme 8(3/\) = nA""! pour un certain réel A € Ja, 1], d’ou les minorations et

tendance L (t — t™) >

n
- -1 _ , .
aafll‘ =n\""" > na""! — n. Il en résulte la mino-

a—1

n2 .
ration L (t — tT) > n, d’ou le caractére non borné annoncé et la conclusion.

REMARQUE — Pour chaque segment réel infini S, chaque s € S induit une

norme f +— |f(s)] Jrsupgibes fa)=f(b)

Q ’aq j 3 A Q
= sur I’espace des applications réelles

lipschitziennes sur S qui étend (via les accroissements finis) la norme f +—
|f ()| + || f']| o, connue de C* (S,R). On peut également la voir comme un ana-
logue continu de la norme "discréte" a — |ag| + maxpen |an+1 — an| définie
sur B (N,K) en voyant chaque différence a,1 — a,, comme un "taux d’accrois-

' N Gmg1—n_
sement discret CESEOR

(a) Immédiat d’aprés le cours vu les tendances o (1) O (1) — 0.
Soit a € EN tendant vers 0. La suite réelle n — ||a,|| tend alors

Osia, =0
vers 0 et la suite n +— { ay

Manl S1Inon
la boule unité fermée (plus précisément dans la réunion du singleton {0}

et de la sphére unité). Le produit de ces deux suites vaut par ailleurs a vu
an € N fixé les égalités

lanll {Osian—O _{ llan||0 sia, =0 _{Osia”:o

a: : 1 llanl HZTH sinon a, sinon

est bornée car prend ses valeurs dans

= ay,.

otons RY, | I’ensemble des suites réelles tendant vers 0.
b Notons RN, I’ ble d ites réelles tendant 0
Soient a € AN et e € RY, ;. Puisque A est bornée, la suite a est
bornée, donc le produit €a tend vers 0, a fortiori converge.
(Par contraposée.) Supposons A non bornée et soit a € AY telle
que |la,|] — oo. Quitter a se placer au-dela d’un certain rang, on peut
n—oo

toujours imposer que a ne s’annule pas. La suite € := (n — Hl I) fait
an

alors sens et tend vers 0, cependant que la suite ea n’est pas bornée (a
fortiori diverge) vu a n € N fixé les égalités et tendance

1
lenanll = len| llan|| = —== llan|l = V/llan|l — oo.
| e
(c) |i =i Chaque application est bornée ssi son image est une partie

bornée : I’énoncé de droite étant invariant par échange de N et N, il en
est de méme pour celui de gauche.

"L et £ comme « LIPSCHITZ ».
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Cette derniére affirmation est a reprendre dans tous les points suivants.
Soit @ une suite vectorielle & valeurs dans E.

1 = 118 La suite a est bornée ssi I'application n — a,, est bornée.
- R . . . Jbe BN b bornée
11 = v D’apres la question 3a, la suite a tend vers 0 ssi I € Rlio , 0—ch
W= Chaque tendance a,, — ¢ équivaut a la tendance vers 0 de

n—oo

la suite a — 2.

v = vt La suite a converge ssi A € E, a — /.

- - s . . .. YaeAN
vl => 1 D’aprés la question 3b, la partie A est bornée ssi Ve € RN, ° €a
converge.

REMARQUE — Culture hors programme. Les énoncés équivalents ci-dessus
reviennent en fait chacun a 1’équivalence des normes A et A. En particulier,
ces derniéres ne sont pas équivalentes ssi il y a une suite bornée pour 'une et
pas pour 'autre.

3.2 Points adhérents, adhérence, parties denses

De méme que ’engendré "linéaire" d’une partie d’un e. v. est un s.-e. v. obtenu en
rajoutant tout ce qu’on peut faire de linéaire avec (a savoir des combinaisons linéaires),
on va construire un engendré "topologique" en rajoutant tout ce qui pourrait manquer
a A d’un point de vue "topologique" : ses limites”®.

Définition (points adhérents, adhérence)

On appelle point adhérent™ de A la limite de toute suite & valeurs dans A
convergente.
On appelle adhérence de A ’ensemble des points lui adhérant. Cette adhérence

est notée o
A={teE; Jaec A", a— (} = Adh A.

Ezemples :

1. Quand E = R, on a pour chaque intervalle réel I infini borné ’égalité
I = [inf I,supI].

2. Soit F un espace vectoriel normé, soit B C F et montrons ’égalité3?
AXxB=AxB.

Soit (a, 8) € A x B, soit a € AN tendant vers o (permis car o € A) et
soit de méme b € BY tendant vers 3. La suite ((a,,b,)) prend alors ses valeurs

811 s’agit 1a d’une description interne de ’engendré (linéaire comme topologique).
™ On parle aussi de point adhérant a A, au sens d’un point qui adhére a A.
80En d’autres termes, l’adhérence respecte le produit cartésien fini.
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dans A x B et tend vers (lima,limb) = (a, ), d’ou 'appartenance («a,3) €
A X B.

Soit £ € A x B, soit ¢ € (A x B)" tendant vers £ et notons ¢ =: (e, f). Les
suites "abscisse de ¢" et "ordonnée de ¢" prennent alors leurs valeurs dans A et B
resp. et tendent vers les abcisse et ordonnée de £ resp., d’ot les appartenances e €
Aet feB,i e lcAxB.

3. Soit S un segment réel infini, imposons E = C (5, R) muni de la norme d’indice 1
et A formée des applications strictement positives de . Montrons que 1'adhé-
rence A pour la norme de la convergence en moyenne est formée des applications
positives.

Soient a € AN et ¢ € E tels que a — £ et supposons par I’absurde que ¢
ne reste pas positive. Par continuité de ¢, il y a alors un réel » > 0 et un
segment ¥ C S infini sur lequel £ < —r. On a alors pour chaque n € N les

minorations
FIG
xCS
/|an—€\ > /|an—€\2/ an, — £ 2/7"27" longueur de ¥ > 0,

>0—(—r) >0 car ¥ est infini

ce qui contredit la tendance |a,, —¢||; — 0. Réciproquement, chaque appli-
n—o0

cation f € E positive est limite de la suite (f + %)nEN* vu a n € N* fixé les
égalité et tendance
1 1
() e
n 1 n n—oo

R, — R
t +~— sin %
Montrons alors que son adhérence vaut A I S ou S dénote le segment "verti-

al' [(%), ()]

4. Imposons E = R? et A formée du graphe de ’application f :=

FIG

Soient a € AN et £ € E tels que a — £. On a alors les tendances "coor-

$an — Xy
n—oo

Yan, —7 Ye

n—oo

les majorations Vn € N, |y, | < 1, d’ou celle |y;| < 1 et 'appartenance ¢ € S.
Si xp # 0, la continuité de f en zy livre alors la tendance f (z,,) — f(x¢),
n—oo

données" . Si @, est nul, Vinclusion A C Rx [—1,1] livre alors

d’ou les égalités yp = limy— oo Yo, = LMy oo f(xa,) = f(x¢) et Vapparte-
nance ¢ € A.
Nous venons d’établir I'inclusion A € AII S : vu par ailleurs I'inclu-

sion®' A C A, il nous suffit pour conclure de montrer celle S C A. Soit

donc s € S, soit t € [~1,1] tel que s = (9) et notons § := arcsint : la
suite (m,sin H)neN* prend alors ses valeurs dans le graphe A de f et tend

vers (0,t) = s, ce qui conclut.

81 Chaque a € A est la limite de la suite constante valant partout a.
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REMARQUES
e Bien observer a ¢ € E fixé les équivalences des énoncés suivants :
£ adhére a A;

leA;

JacAY, a—1;

Ve>0, da€ A, |la—{] <e¢;
VneN*, Jac A, |la—£)| <L

n’

AR o e

infoea |la —£| = 0.
Les trois premiers points sont équivalents par définition, le troisiéme se réécrit da €
AN lan, — @] — 0 et équivaut aux trois derniers d’apreés le cours de premiére année.
n—oo

e Adhérence & distance. La borne inférieure inf,c 4 ||a — || s’appelle la dis-
tance de £ & A et est noté d (¢, A). Avec ce vocabulaire, on pourrait affirmers? :

chaque point adhére a A ssi sa distance o A est nulle.

e Adhérence et équivalence de normes. La "relation" de tendance étant
invariante par passage & une norme équivalente, le prédicat Ja € AN, a — £ (a
savoir « adhérer & A ») l'est également, donc I’ensemble A des ¢ € E le satisfaisant
aussi. Par conséquent,

P — P
équivalente.

E E
Uapplication Adh : { BE) — PE) est inchangée par passage a une norme

Définition (parties denses) Soit D C E.

La partie D est dite dense dans A si D D A, i. e. si chaque point de A est limite
d’une suite®® & valeurs dans D. o
La partie D est dite dense (tout court) si D est dense dans E, i.e. si D =E.

Ezxemples

1. Les ensembles Q et R\Q sont denses dans R (établi en premiére année).
2. La partie A est dense dans A (tautologique).

3. Montrons que les vecteurs de E de norme rationnelle®® forment une partie
dense.

Soit @ € E. Si a est nul, alors a est limite de la suite constante égale a a
dont chaque terme a une norme rationnelle, ce qui conclut.

FIG

Imposons donc a # 0 et soit r € QY tendant vers ||a| (1égitime par densité de Q
dans R). La suite (Tnﬁ> tend alors vers ||all Tlam = @ et chacun de ses termes

a une norme rationnelle (& savoir : un r,), ce qui conclut.

82FEn d’autres termes, on a I'équivalence £ € A <= d (¢, A) = 0.

830n dit aussi parfois qu’une telle suite approche le point considéré et que les points de A sont
approchables par des éléments de D.

84Le résultat est inchangé (si E # {0}) en remplagant Q par n’importe quelle partie dense de R,
par exemple R\Q.
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4. Montrons que les matrices inversibles forment une partie dense (pour la norme
uniforme).

Soit n € N* et soit a € M, (K). L’application ¢ +— det (a + tI,,) est alors
polynomiale non nulle (son terme dominant vaut ¢t"), donc ne s’annule qu’un
nombre fini de fois. Il y a donc un naturel N > 0 tel que, sur U'intervalle [—%, %] ,
cette application ne s’annule pas (sauf peut-étre en 0). La suite p — a + ﬁjn
prend alors ses valeurs dans GL,, (K) (chacun de ses termes a un déterminant
non nul) et tend uniformément vers a, d’ot 'appartenance® a € GL,, (K).

5. Dans l'espace B (N, K), montrons que [’adhérence de l’ensemble KM des suites
stationnant a 0 est formée des suites tendant vers 0.

Tout d’abord, vu que chaque suite de K& tend vers 0 et que le caractére
"tendre vers 0" passe a la limite uniforme (¢f. un exemple 4 section 3.1), chaque
point adhérant & KO tend vers 0. Soit réciproquement ¢ € KN tendant vers 0 :
on a alors pour chaque naturel N les égalités et tendance

neN car £—0

|(€o, 1, ..., €N, 0,0...) = £]| = |[(0,0,...,0,n11, 42, ) || oo = SUD [€n] ~ — 0,
n>N N—o0

ce qui montre que ¢ adhére 3 KV, d’ou la conclusion.

6. Soit S un segment réel infini, imposons E = C (S,R), soit s € S et impo-
sons A formée des applications de E nulles en s. Vu pour chaque f € A la
minoration ||f — 1|, > [f(s) — 1| = 1, aucune suite a € AY ne peut véri-
fier ||a, — 1| Rl 0, ce qui montre que A n’est pas dense pour la norme

uniforme.

oo

Montrons toutefois qu’elle ’est pour la norme de convergence en moyenne.
Soit f € E, abrégeons M := | f||,, soit € > 0, s0it®® ¥ C S un segment de

longueur 557 centré en s et notons a I'application de A qui est affine par deux

morceaux sur X et qui coincide avec f ailleurs.

FIG

Puisque maxy |a| est atteint en I'une des bornes de X ou elle coincide avec f,
on peut majorer |a| < M sur 3 et Uon conclut grace aux majorations

Hf*alllz/lffal = |f—a|§/(M+M):£(S) 2M =e.
S hors de X J3X S —" S
<|fl+lal

7. Nous verrons au chapitre 7?77 que, pour chaque segment S réel, les applica-
tions S — K en escalier forment une partie dense de I’espace des applica-
tions S — K continues par morceaux normé par la norme uniforme.

8. Nous verrons au chapitre ? ? ? que la partie K [X] est dense dans I'espace®” C (]0,1], K)
normé par la norme uniforme.

85Démonstration valide en remplacant K par n’importe lequel de ses sous-corps.
860n peut évoquer un tel ¥ d’aprés ’hypotheése s € S.
87Chaque polynome de K [X] est identifié & son application polynomiale associée dans C ([0, 1], K).

41



REMARQUE — Densité et équivalence de normes. Le prédicat "étre dense
dans A" se réécrivant "avoir une adhérence incluant A", il est invariant par passage
a une norme équivalente car application Adh ’est. On retiendra en particulier que

le caractére dense est inchangé par passage & une morme équivalente.

—_

(a)
(b)

Exercices d’application

. Soit N € N*. Montrer alors que My (Q) est dense dans My (R).

Montrer ’égalité Vect A C Vect A. En déduire que ’adhérence de chaque
sous-espace vectoriel de E en est un sous-espace vectoriel.

Montrer I’égalité®® Conv A C Conv A. En déduire que 'adhérence de chaque
conveze de E est conveze.

3. Dans lespace B (N,K), montrons que les suites strictement croissantes forment
une partie dense dans l’ensemble des suites croissantes.

4. (plus difficile) Soit a € EN une suite dont on note T := {an} ey 'ensemble
des termes. Montrer alors l’égalité

AdhT =T U {valeurs d’adhérence de la suite a} .

(E’tant donné un £ € T, mettons ¢ = limt, on distinguera deuz cas selon que t
atteint ou non une méme valeur en une infinité d’entiers.)

Soit @ € My (R). La densité de Q dans R fournit pour chaque couple ¢ €

[1, N|]* une suite rationnelle tendant vers a., d’ott une suite ¢ € My (Q)" telle
que Ve € [1,N[]%, gc — ac, i. e. telle que ¢ — a.

(a)

Soient ¢, ¢’ € A et soient a,a’ € AN tendant vers £ et ¢’ resp.

Soit A € K. La suite Aa + a’ prend alors ses valeurs dans Vect A et
tend vers Alima + lima’ = Aa + @/, d’ou 'appartenance Aa + a’ € Vect A,
ce qui prouve 'inclusion Vect A C Vect A. Lorsque A est un sous-espace
vectoriel de E, cette inclusion s’écrit Vect A C A et montre que A est un
sous-espace vectoriel de F.

Soient & présent A, p € [0, 1] de somme 1. La suite Aa+ pa’ prend alors
ses valeurs dans AA+pA C Conv A et tend vers Alim a+p lima’ = )\a—i-ﬂa’,
d’ou I'appartenance Aa+ pa’ € Conv A, ce qui prouve I'inclusion Conv A C

Conv A. Lorsque A est convexe, cette inclusion sécrit ConvA C A et
montre que A est convexe.

REMARQUE — En d’autres termes, nous avons montré que ’application Adh
stabilise I'ensemble des sous-espaces vectoriels (resp. des convexes) de F.

88Pour chaque partie P C E, I’enveloppe convexe Conv P est formée des barycentres de points
de P a coefficients positifs.
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3. Notons V 'espace vectoriel normé considéré, soit v € V croissante, notons ¢
la suite (thn), .y et a la suite (1/ + ﬁ)N N € VY. On a alors d’une part pour
€
chaque N € N les majorations
HNa—yH: 1/—}—4—1/ :ﬁ — 00, d’ou la tendance a — v,
N+1 N+1 Noco

d’autre part pour chaques naturels N,n € N les minorations

tn tn
S = T = (V”“ N fl) B (V" - N+1)

th(n+1) — thn
N+1

>0 car th croit strictement

= (Wny1—vn)+ > 0,
—_———

>0 car v croit

ce qui montre que chaque terme de a croit strictement. Finalement, la suite
croissante v est bien limite uniforme de suites strictement croissantes.
REMARQUE — La suite ¢ ne joue ici aucun autre role que celui d’une suite bornée
strictement croissante.

4. On a déja Vinclusion T C T. Soit par ailleurs ¢ une valeur d’adhérence de
la suite a : il y a alors une extractrice = telle que a,(,) — ¢, ce qui montre
n—oo

que £ est limite de la suite n — ay(,) & valeurs dans T, donc adhére a 7.

Soit réciproquement £ € T et soit t € TV telle que t — £. L’hypothése ¢ €
TN sécrivant Vn € N, IN € N, ¢, = an,

la suite n > min {NeN; t,=an} fait sens et vérifie Vn € N, 1, = a,(,).

Si la suite ¢ prend une méme valeur (alors dans T') en une infinité d’entiers, ex-
traire suivant cette infinité d’entiers livrera une suite d’une part valant constam-
ment un méme point de T', d’autre part tendant vers £ en tant que suite extraite
de t, d’ou 'appartenance £ € T'. Nous pouvons donc imposer pour chaque N € N
la finitude de {n € N ; u,, = N} (la suite ¢ atteindrait sinon ax une infinité de
fois). Un exercice de premiére année permet alors d’extraire de la suite p une
sous-suite strictement croissante, mettons p o x pour une certaine extractrice x.
Cette suite tend alors vers oo, d’out la tendance ,(,) — limt, laquelle se

réécrit ay(z(n)) o £, ce qui montre (sachant en outre que la suite p o x est

une extractrice) que £ est une valeur d’adhérence de a, c. ¢. f. d.

3.3 Fermés

Définition (fermés)

Soit F' une partie de E. Elle est dite fermée si elle contient chaque point lui
adhérant, i. e. si

N
iffeg Cf s l=lcF.
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REMARQUES

e En termes plus abrégés, un fermé est une partie stable par passage & la limite.
Intuitivement, une suite convergente & valeurs dans un fermé y reste "enfermée" —
méme & la limite —, d’ou la terminologie.

e Comme pour les groupes et les espaces vectoriels engendrés, la question « la
partie A est-elle fermée ? » cache une question plus fine, & savoir « quelle est son
adhérence ? ».

e La définition ci-dessus caractérisant les fermés en termes de suites, on 'appelle
aussi la caractérisation séquentielle des fermés. Nous en verrons 1’équivalence
avec la caractérisation topologique des fermés en termes d’ouverts.

e Le caractére fermé est parfois appelé fermeture; ce dernier terme désignant
plutot Uacte de fermer ou le résultat de cet acte, nous déconseillons son utilisation.

Ezemples

1.

Pour chaque a € E, chaque suite convergente & valeurs dans {a} est constante
valant a, donc tend vers a, donc sa limite reste dans {a}. Il en résulte que

chaque singleton est fermé.

. Soient m < M deux réels et soit a € [m, M ]N convergente. Appliquer lim a

Pencadrement m < a < M livre alors l'appartenance lima € [m, M], ce qui
montre que
chaque segment de R est fermé.

Nous verrons plus généralement que

chaque boule fermée est fermée.

. Chaque suite réelle convergente a valeurs entiéres étant stationnaire, chaque réel

adhérant a la partie Z est entier. En d’autres termes :

7 est fermé (dans R).

Soient ¢ € E et r € Ry, soient a € S(c,7)" et £ € E tels que a —> £. On a
alors les majorations (pour chaque naturel n) et la tendance

r =l =cll = [llan =l = 16 =clll < [[(an =€) = (€ = | = llan = €] — 0,
d’ou I'égalité r = ||¢ — ¢|| et 'appartenance £ € S (¢, r). Par conséquent :
chaque sphére est fermée.

Pour chaque point a € E et pour chaque réel r > 0, en évoquant®® un point s €
S (a,r), la suite (s + 15G) prend alors ses valeurs dans la boule ouverte B (a, )
et tend vers s qui n’appartient pas a cette boule ouverte, ce qui montre qu’

aucune boule ouverte n’est fermée (sauf si E est nul).

FIG

890n peut évoquer un tel s si E est non nul : dans le cas contraire, ’espace E est fermé et vaut
son unique boule ouverte.
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7. Imposons A fermé, soit F' un espace vectoriel normé et soit B un fermé de F.

Le produit A x B a alors pour adhérence A x B = A x B = A x B, donc est
fermé dans E x F'. On retiendra plus généralement que

chaque produit (cartésien fini) de fermés est fermé.

Nous verrons cependant & I’exercice 2 que la réciproque est fausse?’ des que E
est non nul.

Imposons E = B (N, K). Nous avons vu lors de précédents exemples et exercices
que : d’une part forment des fermés de E les suites tendant vers 0 (resp. conver-
gentes, resp. dont 0 est une valeur d’adhérence), d’autre part ne formaient pas
un fermé de E les suites croissant strictement (resp. stationnant a 0).

Propriété (invariance du caractére fermé par équivalence de normes)

Chaque partie de E est fermée ssi®! elle est fermée pour chaque norme équivalente
a celle de F.

Démonstration : la partie A est fermée ssi A = A, égalité inchangée par passage &

une norme équivalente puisque 'adhérence A 1est.

Propriétés (axiomes des fermés)

Les fermés de E forment un ensemble :

1.

contenant la partie vide () et la partie pleine E ;

2. stable par intersection’® (quelconque) ;

3. stable par union finie’>.

Démonstration

1.

A ¢ € E fixé, Vimplication f, — ¢ = { € E est tautologique (son

conséquent est vérifié), donc la partie E est fermée. Par ailleurs, la puissance (N
étant vide, le caractére fermé du vide s’énonce sous la forme d’une quantification
universelle sur (§, laquelle est tautologique.

Soit (F;),;c; une famille de fermés de E. Soient f € ((,c; Fi)N et { € E
tels que f — £. Pour chaque i € I, la suite f prend alors ses valeurs dans F;
et tend vers ¢, d’ou (puisque F; est fermé) Pappartenance ¢ € F;, c. q. f. d.

Une récurrence immédiate permet de se restreindre au cas de deux fermés.
Soient donc F et G deux fermés de E. Soient a € (FUG)Y et £ € E tels
que ¢ — £. L'un des ensembles {n € N; a,, € F'} ou {n € N; a, € G} est
alors infini (car leur réunion vaut N qui est infini) : mettons que ce soit le
premier. On peut alors extraire de (a, ) une sous-suite (%(n)) a valeurs dans F' :
puisque a — £, cette sous-suite tend aussi vers £ et le caractére fermé de F
montre que ce dernier contient lim a,(,) = ¢, ce qui conclut.

90 es fermés "produit" ne sont pas les produits de fermés!

91 Autrement dit : le caractére fermé est inchangé par passage & une norme équivalente.

92 Sanity check : l'intersection vide dans P (E) est la partie pleine F, laquelle est bien fermée
d’apreés le point 1.

93 Sanity check : 'union vide est la partie vide @, laquelle est fermée d’aprés le point 1.
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REMARQUES
e En considérant les réunions finies de singletons, le point 3 montre que

chaque ensemble fini est fermé.

e Le point 3 tombe en défaut pour une réunion infinie, méme dénombrable : la
réunion infinie des segments [%, 1] (chacun fermé) lorsque n décrit N* vaut 10, 1] qui
n’est pas fermé car 0 = lim 1 ¢ ]0, 1]. Plus généralement, la réunion |, . B (0,1 — 1)

B5(0,1) n’est jamais ouverte (sauf si E est nul).
e Fermés et valeurs d’adhérences. Soient a € EN et £ € E. Vu les équivalences

£ est valeur d’adhérence de a <= Ve >0, Yn € N, IN € [n,00|[, d(an,?) <e
— VneN, Ve >0, a([n,o0) NB(le)#0D

— VneN, lea(n o) <= (¢c ﬂm,
neN

I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite a est une intersection d’adhérences,
donc est fermé par le point 2. Ainsi,

les valeurs d’adhérence de chaque suite forment un fermé.

e Culture hors programme. La stabilité par union finie et intersection quel-
conque peut &tre prise comme un axiome définissant les fermés d’un espace to-
pologique. Par exemple, lorsque I décrit les idéaux de l'anneau R [X,Y], les par-
ties {a ER?; VP eI, P(a)= O} de R? vérifient ces axiomes et définissent une to-
pologie sur R? (attribuée a4 Oscar ZARISKI et trés hors programme®) qui differe a
beaucoup d’égards de celle de I’espace vectoriel normé R?.

Propriétés (fermés et adhérences)

1. L’adhérence A est le plus petit fermé de E incluant A.

2. On a l’égalité®™ Adh A = ﬂ?é‘fxmé F.

3. Pour chaque partie B de E, on a Uimplication AC B = A C B.
4

. On a les inclusions A C A=A avec égalité A= A ssi A est fermé’.

Démonstration

1. Tout d’abord, ’'adhérence A contient la limite de chaque suite constante,
donc inclut tout A.

. — . —N
Montrons ensuite que A est fermé. Soient £ € A et L € E tels que { — L.

FIG

94La lectrice et le lecteur intéressés par les liens entre topologie et algébre pourront dans un premier
temps enquéter sur le Nullstellensatz de David HILBERT — et doivent étre avertis qu’ils touchent 1a a
la difficile et fascinante géométrie algébrique que révolutionna feu Alexandre GROTHENDIECK.

9511 s’agit 1a d’une description externe de ’adhérence.

96En termes concis, les points 3 et 4 disent que Papplication Adh est idempotente, croissante,
supérieure & l'identité et fixe exactement les fermés.
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Pour chaque n € N*, Pappartenance ¢,, € A livre un point a € A tel que ||¢,, — a| <
%. On en déduit une suite a € AN telle que Vn € N*, |la, — £,| < %, d’ou
an € N* fixé les majoration et tendance

n—oo

lan = LI < Jlan = &nl + [Ibn = LI — 0,
—— ——

1 _ — 0
<nnﬂoo0 n— oo

ce qui montre que L est limite d’une suite de AN", a fortior?” d’une suite de AV,
donc est adhérent & A, c. ¢. f. d.
Soit enfin F' un fermé incluant A. Soit £ € A et soit a € A" tels que a — /.
Alors la suite a est a valeurs dans F', donc sa limite ¢ reste dans F', c. q. f. d.
REMARQUE — Le passage de Vn € N*, Ja € A, ||{, —al < 1 a 3a €
AN Wn e N*, |4, — an|| < % est légitimé par I’axiome du choix.

2. Les propriétés « étre fermé » et « inclure A » passant & l'intersection,
I'intersection des fermés incluant A d’une part est un fermé incluant A, d’autre
part est incluse dans chacun de ces fermés, donc vaut Adh A d’apres le point (1).

3. Soit B C E tel que A C B. L’adhérence B est alors un fermé incluant B, a
fortiori incluant A, donc inclut le plus petit tel fermeé A.

4. L’adhérence A inclut A d’aprés le point 1. Si on a l'égalité A = A, le membre
de droite est alors fermé (par le point 1), donc le membre de gauche A aussi.
Réciproquement, si A est fermé, alors A est le plus petit fermé incluant A, d’ot
(par le point 1) I'égalité A = A; en particulier, vu que A est fermé, on a sans
hypothése sur A I'égalité A = A.

REMARQUES

e On retrouve les mémes propriétés que pour les engendrés dans les espaces
vectoriels ou dans les groupes (ou dans les convexes) : dualité entre descriptions
externe (implicite) et interne (explicite), égalité ssi la partie posséde déja la structure
considérée, minoration par l'identité, croissance, involutivité.

e Le point 4 livre en particulier les adhérences des fermés plein et vide :

E=E e 0=0.
e Ce méme point montre par ailleurs que

les fermés de E sont les adhérences des parties de E.

Ezemples

1. Soit n € N*. Nous avons déja vu les densités de GL, (Q) dans M, (Q) et
de M, (Q) dans M,, (R). En termes d’adhérences, nous en déduisons avec le
point 3 ci-dessus les inclusions

GL, (Q) =GL, (Q) o> M, (@) > M, (R) ,
d’ou la densité de GL,, (Q) dans M, (R). On retiendra plus généralement

la transitivité de la relation "étre dense dans”.

. . * . .
97Pour avoir une suite dans AN (et non AN ), on peut ou bien prolonger ag := £ ou bien remplacer

partout % par 2%
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2. Montrons que l’adhérence de chaque boule ouverte est la boule fermée®® de
meémes centre et rayon.
FIG

Soit ¢ € E, soit r > 0 et notons B := B(c,r). Puisque B (c,7) est fermée et
inclut B, elle inclut 'adhérence B et il s’agit de montrer I'inclusion réciproque.
Soit donc a € B(c,r) : la suite n — a + La¢ tend alors vers a et prend ses

valeurs dans B vu a n € N* fixé les majorations

1 1 1
H(a—%—c?é)—c =||-aé — ac —‘l—a—f:||<r7
n n N N~
<r
<1

ce qui conclut & appartenance a € B.

Exercices d’application

1. Montrer que chaque hyperplan de E est ou bien fermé ou bien dense. Donner
un exemple d’hyperplan dense.

2. Montrer que la diagonale A := {(e,e)}, . de E? est un fermé de E? qui nest
pas un produit de fermés (sauf cas pathologique & préciser).

3. Montrer que la somme de chaque sous-espace vectoriel de E fermé et de chaque
sous-espace vectoriel de E de dimension finie reste fermée. Discuter les hypo-

théses.
4.
(a) Soit B C E. Montrer alors l'égalité AUB = AUB et linclusion ANB C
AN B. Donner un exemple d’inclusion stricte.
(b) (plus difficile) Montrer que A est fermée ssi on a pour chaque fermé F' C E
Uégalité Adh(ANF)=ANF.
1. Soit H un hyperplan de E. Son adhérence est alors (d’apres 1’exercice 2a
section 3.2) un sous-espace vectoriel compris entre H et E, donc vaut ou bien H
ou bien E.

Chaque segment réel infini S induit un exemple d’hyperplan dense : ’es-
pace R [X] vu dans I’espace vectoriel R [X] @& Rexp muni de la norme uniforme
de C (S,R).

REMARQUE — Quand F est de dimension finie, nous verrons que ses sous-espaces
vectoriels sont chacun fermés. C’est pourquoi il fallait chercher un exemple non
fermé hors de la dimension finie.

98es égalités B (c,r) = B (c,r) = B (c, r) motivent la notation des boules fermés B (c, 7).
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2. Soient § € AN et (‘Z) € E? tels que § — (Z), notons x et y les suites
respectives des abscisses et ordonnées de J, de sorte que ’hypothése § — (‘;)
se réécrive { Z : Z . Vu pour chaque naturel n appartenance §,, € A, i. e.
Iégalité x,, = y,, on a I’égalité séquentielle x = y, d’oul celle des limites a =
limz = limy = b et 'appartenance lim§ € A.

Soit B C F tel que A = A x B et soit e € E. On a alors 'appar-
ecA EcCcA
ec B’ EcB
et E? C A. Le couple (e,0) € E? est donc sur la diagonale, d’ou I'égalité e = 0
de ses coordonnées, ce qui force la nullité de E (le cas pathologique & préciser).

tenance (§) € A = AX B, i. e. d’ot les inclusions {

3. Soient F' et ® deux sous-espaces vectoriels de F resp. fermé et de dimension
finie. Une récurrence immeédiate permet d’imposer dim ® =1 : soit donc v € F
tel que ® = Kv. Soient & présent s € (F + <I>)N et £ € E tels que s — [ et
soient (par 'axiome du choix) f € FN et A € KN tels que s = f — \v.

Supposons la suite A bornée. On peut alors extraire A\, (y) e t pour un

certain scalaire ¢ et pour une certain extractrice z, d’ou la tendance f,(,) =
L4+ Agnyv — L€+ tv. Le caractere fermé de F' assure alors que cette derniére

n—o0

limite reste dans F', d’ou 'appartenance { = ({ +tv) —tv € F + ®, c. q. f. d.
Supposons au contraire A non bornée et extrayons |)\_t(n)| — o00. La
n—oo
. , , .99 fr(n)
suite (fm(n) — )\m(n)v)neN étant alors bornée (car convergente), le quotient X
tend vers 0 (quand n — c0), ce qui s’écrit {L("; — v.Or Fest

n—oo

— fac(n) _)‘m(n)v

v
)‘m(n)

un sous-espace vectoriel de F/, donc la suite (%() fr(n)) est a valeurs dans F'
a(n neN

et le caractére fermé de F' livre appartenance v € F, i. e. 'inclusion ® C F,
d’ou ’égalité F'+ & = F, ce qui conclut.

Si @ n’est pas de dimension finie, imposer F' = {0} et ® n’importe quel
hyperplan dense (cf. exercice 1) fournit alors un contre-exemple. Si F' n’est pas
fermé, ’exercice d’entrainement 3 livre alors un contre-exemple.

_ _ ANBCA . . .
(a) Les inclusions { ANBcB et la croissance de Adh livrent les in-
. ANBCA | —us — &
clusions { Gy R ANBCANB.

Lorsque (E, A, B) = (R,Q,°Q), I'intersection AN B est vide, a fortiori
I'adhérence A N B ; cependant, les adhérences A et B valent R par densité
des (ir)rationnels, donc ont pour intersection R. L’inclusion AN B C AN
B se réécrit donc ) ¢ R, laquelle est stricte. On aurait également pu
imposer (g) = (Ff;{) afin d’avoir l'inclusion stricte ANB = ¢ {2} =

ANB.
. . ACAUB . . .
Les inclusions { Bc AUB et la croissance de Adh livrent les in-
. AcAuUB = o =
clusions { SCcAUn ' - ¢ AUuB C AUB.

990n peut toujours imposer Az(n) 7 0 pour chaque naturel n.
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Soit réciproquement ¢ € AU B et soit ¢ € (AU B)" tendant vers ¢.
L’une des parties {n € N; ¢, € A} ou {n € N; ¢, € B} est alors infinie
(leur réunion valant N qui est infini) : si ¢’est la premiére, on peut alors ex-
traire de ¢ une suite & valeurs dans A, laquelle tend par ailleurs vers lim ¢ =
¢, d’ott I'appartenance £ € A; si c’est la seconde, on obtiendra de méme
I'appartenance £ € B. Dans tous les cas, on peut conclure £ € AU B.
REMARQUE — Mnémo. Prendre 'adhérence et réunir sont des opérations
qui "vont dans le méme sens" (elles "ajoutent"), on retiendra donc qu’elles
sont compatibles. Le sens de l'inclusion avec N se retrouve & l'aide des
exemples d’inclusion stricte.

(b) Pour chaque fermé F' C E, I'intersection AN F est fermée car A
et F' le sont, donc chacune des trois parties A, F, AN F' vaut son adhérence
et ’égalité voulue s’écrit ANF = ANF, ce qu'on a.
Soient a € AN et £ € E tels que a — (. Notons F := {{}, lequel
singleton est fermé. La limite £ adhérant a A et tombant dans F', on a les

inclusions
LeEA 6 — _— hypothés croissance — 6
(0} C AnFTEme ZaF WP IR F CEC F At p oy
leF de Adh

d’ou égalité partout. L’adhérence de ANF' vaut en particulier {¢}, donc est
non vide, d’otl la non-vacuité de ANF, i. e. Pappartenance £ € A, c. q. f. d.
REMARQUE — Cette question précise un cas d’égalité général a l'inclu-
sion AN B C AN B de la question 4a.

4 Intérieur, ouverts, voisinages, frontiére

On garde l'espace vectoriel normé FE et la partie A C E évoqués. La norme de F
est toujours notée N ou e — |le]|.

4.1 Points intérieurs, intérieur, voisinages

Définition (points intérieurs, intérieurs)

100

On appelle point intérieur de A le centre de toute boule ouverte incluse

dans A.
FIG

On appelle intérieur de A l'ensemble de ses points intérieurs. Cet intérieur est
noté
A= {ae E; Ir>0, B(a,r) CA} =: Int A.

100 Rappel : dans ce cours, chaque boule ouverte est non vide.
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REMARQUE — Le centre de chaque boule ouvert appartenant & cette boule, chaque
point intérieur de A appartient & A, d’ou 'inclusion

Ac A.

Exemples
1. Pour chaque intervalle réel I, on a quand E = R I’égalité!!
I =]linfI,supI[.

2. Les parties Q et R\Q de l'espace vectoriel normé R sont d’intérieur vide : en
effet, si Q incluait une boule ouverte, il inclurait un intervalle infini, lequel doit
contenir un irrationnel par densité de ces derniers dans R (méme raisonnement
pour R\Q en utilisant la densité des rationnels).

3. Soit ® C E une partie finie. Le réel r := ming’if(bd(a,b) fait alors sens et

vérifie r > 0. Pour chaque point ¢ € @, la boule B (¢, €) ne rencontre alors @
qu’en son centre ¢, donc n’est pas incluse dans ® (a moins de valoir {p}, ce qui
forcerait la nullité de F). Conclusion :

chaque partie finie est d’intérieur vide (sauf si E = {0} ).

(On pourrait remplacer « finie » par « en bijection avec N », cf. exoAP
chap?7?7.)

4. Soit V un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non vide, soit i € V et soit r > 0
tel que i+B (0,7) C V. Puisque V est stable par translation, il inclut la transla-
tée B (i,r)—i=rB(0,1). Puisque V est stable par homothétie, il contient pour
chaque vecteur a € E ’homothétée Mrb’ (0,1) = B(0,2]|al}) 2 S (0, ||al)) > a,
d’ou linclusion E C V. Conclusion (contraposée)

chaque sous-espace vectoriel strict de E est d’intérieur vide.

5. Soient a € E et R > 0. Soit a € B(c,R), notons r := R — d(a, ) et montrons
I'inclusion B (a,r) C B(c, R) :
FIG

on a en effet pour chaque b € B (a,r) les majorations

bel%(a,r)
d(b,c) <d(b,a)+d(a,c) < r+d(a,c)=R.

L’appartenance a € l%(c, R) permettant par ailleurs d’affirmer d(a,c) < R,
i. e. r > 0, on a trouvé une boule ouverte (non vide!) centrée en a et incluse
dans B (¢, R). Nous pouvons donc affirmer que

chaque point d’une boule ouverte lui est intérieur.

101 es bornes sont considérées dans R.
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6. Soit F un espace vectoriel normé, soit B C F et montrons 1’égalité!?

Int (A x B) = A x B.

Soit i =: (a,b) € Ax B. Les boules ouvertes centrées en i étant les produits
de boules ouvertes centrées resp en a et b, le produit A x B inclut une boule
ouverte centrée en i ssi A (resp. B) en inclut une centrée en a (resp. b). En
d’autres termes, le point 7 est intérieur & A x B ssi le point a gresp. b) est
intérieur & A (resp. B), ce qui fournit I’égalité Int (A x B) = A x B voulue.

7. Montrons que chaque groupe spécial linéaire est d’intérieur vide.

Soit n un naturel, soit par I'absurde A € Int SL, (K) et soit r > 0 tel
que B(A,r) C SL, (K). La matrice A + AA reste alors dans SL, (K) pour
chaque scalaire X tel que!®® |\ < m, ce qui montre que le polynéme A +—
det (A + AA) — 1 s’annule une infinité de fois, donc s’annule partout, en parti-
culier en —1, d’ou la nullité de det (A — A) — 1 = —1 : contradiction.

8. Montrons que les vecteurs de E de norme rationnelle!® forment une partie
d’intérieur vide.

Soient par 'absurde i € E tel que R := ||i]| € Q et » > 0 tel que chaque
vecteur de B (i, ) est de norme rationnelle. Pour chaque réel ¢ € ]0, [, le point i+
%i tombe alors dans la boule B (i,r) et a pour norme

=

d’ou Vinclusion |R, R + r[ C Q, ce qui est absurde par densité des irrationnels.

4
ot iR
i+ i il = 1R+ ¢

t
=14+ —
o

9. Onimpose F = B (N, K). Nous allons montrer par ’absurde que A est d’intérieur
vide dans six cas. Soient donc a € A et r > 0 et montrons que la boule B :=

o

B (a,2r) contient un point hors de A.

(a) Lorsque A est le sous-espace vectoriel des suites tendant vers 0, la suite a+
(ryr,7,...) tombe dans B et ne tend pas vers 0 (elle tend vers 7).

(b) Lorsque A est le sous-espace vectoriel des suites stationnant a 0, la suite a+
(r,r,7,...) tombe dans B et ne stationne pas a 0 (elle tend vers r).

(¢) Lorsque A est le sous-espace vectoriel des suites convergentes, la suite b :=
a+7((—1)"),en tombe dans B et diverge (sinon la combinaison linéaire
de suites convergentes =% = ((—1)"), .y convergerait).

(d) Imposons A formée des suites dont 0 est valeur d’adhérence. Notons b
la suite obtenue & partir de a en remplacant par r chaque terme ¢ tel
que [t] < r. La suite b tombe alors dans B et n’admet aucune sous-suite
tendant vers 0 (car inf,en |bn| > 7 > 0).

(e) Imposons A formeée des suites périodiques. La suite périodique a atteint
alors son maximum, mettons en N € N. En notant ¢ la suite nulle partout
sauf en N ou elle vaut 1, la suite a + rd tombe alors dans B et n’est pas
périodique (son maximum ax + r n’est atteint qu’une seule fois).

102En d’autres termes, lintérieur respecte le produit cartésien fini.
103La matrice A étant de déterminant 1 non nul, elle est non nulle et le rayon m fait bien sens.

104 e résultat est inchangé en remplacant Q par n’importe quelle partie de R d’intérieur vide, par
exemple R\Q.
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(f) Imposons enfin A formée des suites croissantes. Puisque a est bornée, elle
converge alors et ’on peut évoquer un naturel N tel que ay11—any < r. En
notant ¢ la suite nulle partout sauf en N ou elle vaut 1, la suite b := a+1rd
tombe alors dans B et n’est pas croissante vu les minorations

bN+1 —by = (CLN_H + 7"5]\/.;,_1) — (CLN + T5N) = (aN+1 — CLN) —r<0.

REMARQUE : bien observer a i € F fixé les équivalences des énoncés suivants :
1 est un point intérieur de A;

1€ /cl;

dB C A, B boule ouverte et i € B ;

Ir >0, l%(i,r) CA;

IneN*, i+ L1B(0,1)C A

A

Les points 1, 2 et 4 sont équivalents par définition, ceux 3 et 4 le sont d’apreés

I'exemple 5 et I’équivalence des points 4 et 5 résulte de la tendance % — 0.

n—oo
Lemme (hors programme) (dualité entre intérieur & adhérence)

1. Soit i € E. Alors le point i est intérieur a A ssi il n’adhére pas au complémen-
taire E\A.

2. On a les égalités'®® { E\Adh A =Tnt (E\A) ie. { CA= °A

E\Int A = Adh(E\A) " " A d

Démonstration

1. Supposons que 7 est un point intérieur & A et soit r > 0 tel que B (¢,7) C A.
Supposons de plus que i adhére a €A, soit ¢ € (CA)N tel que ¢, — ¢ et soit NV €
N tel que ||y —i|| < 7 (permis car ¢ — %) : on a alors I'appartenance cy €
B(z, r) C A, ce que contredit I’hypothése ¢ € (CA)N. Il en résulte 'implication 7 €
A= i¢cA

Supposons a présent 4 ¢ A. Pour chaque n € N* la boule B (i, %) n’est alors
pas incluse dans A, d’ou un b € B (i, %) \A. On dispose donc d’une suite b €
(CA)N* telle que Vn € N*, [|b, — i|| < L. Ainsi i est-il limite de la suite b, laquelle
prend ses valeurs dans “A, doui € cA. Il en résulte 'implication ¢ ¢ A=iec
¢A, i. e. (en contraposant) i € A <=1 ¢ A.

REMARQUE — Le passage de Vn € N*, 3b € “A, [b—il| < 2 a 3b €

(CA)N* , Vn € N*, ||b, —i|| < % est légitimé par axiome du choix.

105En d’autres termes : les applications Adh et Int sont conjuguées par Uinvolution "complémen-
taire".
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2. Lorsque ¢ décrit E' dans le point 1, on obtient I'égalité A= €A, i e. c(en
passant au complémentaire) A = ¢A. Nous avons donc montré VB C E, B =

¢B. Remplacer B par A donne alors ¢ <CA> =c(cA) = A, i. e. (en passant au

complémentaire) A = €A, ce qui conclut.

REMARQUES
e Dualité entre les caractéres dense & "d’intérieur vide". Vu les équivalences

dualjté inté-
<~

A d’intérieur vide &= A =) & ‘A= <0 ¢A =F <= °A dense,

rieur-adhérence
d’ou résulte (en remplacant A par ©A) 1’équivalence © (°A) dense <= “A d’intérieur
vide, on peut affirmer que

la partie A est dense (resp. d’intérieur vide) ssi son
complémentaire est d’intérieur vide (resp. dense).

Sanity check : 'exemple 8 montrait, pour chaque partie D C R d’intérieur vide,
que les vecteurs de F de norme appartenant & D formaient une partie d’intérieur
vide, i. e. de complémentaire dense. Remplacer D par R\Q livre alors la densité
de!%® N =1(R\Q) = N1 (Q), densité faisant 'objet de 'exemple 3 section 3.2.

e Comportement de Int vis-a-vis de N et de U. Soit B C E. D’apres la
dualité intérieur-adhérence, I'inclusion Int (A U B) D AUB se récrit Adh (“AN °B) C
cAN©B, ce qui a été établi a 'exercice 4a section 3.3. Idem pour 1'égalité Int (A N B) =
ANB et pour les exemples d’inclusions strictes. Il en résulte

Uégalité Tnt (ANB) = ANBet
Vinclusion Int (AUB) > AU B (qui peut étre stricte).

Mnémo : prendre l'intérieur et intersecter sont des opérations qui "vont dans le
méme sens" (elles "retirent"), on retiendra donc qu’elles sont compatibles. Le sens de
I'inclusion avec U se retrouve a I'aide des exemples d’inclusion stricte.

Fixons pour la fin de cette section un point'®” i € E.

Définition (voisinage)

On appelle voisinage de i toute partie de E dont i est un point intérieur.

REMARQUE — Dualité entre intérieur & voisinage. Vu pour chaque partie V C
FE T’équivalence

V est un voisinage de i <= i est un point intérieur de V,

les prédicats "étre un point intérieur a" et "étre un voisinage de" sont symétriques
I'un de lautre. Ainsi 'exemple 5 se transcrira-t-il en termes de voisinages comme
suit :

1061 ¢galite résulte de la surjectivitée de N quand E # {0} et s’écrit sinon ¢f = {0} (ce qu'on a
car E = {0}).

1074 comme « intérieur ».
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chaque boule ouverte est voisinage de chacun de ses points.

Propriétés!’® (invariance des caractéres "étre intérieur A" et "&tre voi-
sinage de" par invariance de normes)

1. Le point i est un point intérieur de A ssi il I’est pour chaque norme équivalente
a celle de E.

2. La partie A est un voisinage de i ssi elle I’est pour chaque norme équivalente &
celle de E.

Démonstration : les deux points exprimant la méme chose d’aprés la dualité
intérieur-voisinage, il suffit d’établir le premier. Or le lemme ci-dessus livre I'équi-
valence i € A <= i ¢ A et le membre de droite est inchangé par passage a une
norme équivalente puisque 'application Adh Dest.

REMARQUES

e Intérieur et équivalence de normes. Le prédicat "étre un point inté-
rieur de A" étant inchangé par passage & une norme équivalente, I’ensemble Adesie
FE le satisfaisant aussi. Par conséquent,

E)y — E
Uapplication Int : ¥ (E) ¥ ( ) est inchangée par passage & une norme
P — P
équivalente.

e Adhérence et voisinages. Soit o € E. Déroulons les équivalences

R . — dualjté inté- ° 5
an’adhére pas a4 A <= a € ‘A EZ"T a€ ‘A = Ir >0, Bla,r) C A
rieur-adhérence

<~ Jr >0, é(a,r)ﬁA:@éEIVVOiSinagedea,VﬂA:V)

<= « posséde un voisinage ne rencontrant pas A.

Pour justifier I’équivalence é, il suffit pour le sens =— d’imposer V := B (a,7)
et pour le sens <= d’observer que, si A ne rencontre pas V, alors A ne rencontre
aucune partie de V', a fortiori aucune boule incluse dans V' centrée en « (et il y a une
telle boule par définition d’un voisinage de «). Contraposer les équivalences obtenues
montre alors que'%?

le point o adhére o A ssi chacun de ses voisinages rencontre A.

e Description des boules unités fermées (hors programme). Nous avons vu
a l'exercice 7 7 7 'injectivité de 'application qui & chaque norme de E associe la boule
fermé unité associée a cette norme (au passage, les égalités Adh B (0,1) = B(0,1) =
Conv § (0,1) montrent que cette injectivité est conservée en remplagant « boule fer-
mée » par « boule ouverte » ou « sphére »). La lectrice et le lecteur intéressés

108En d’autres termes : les prédicats duaux "étre un point intérieur de" et "étre un voisinage de"
sont inchangés par passage & une norme équivalente.

109 Cette remarque permet de définir la notion de point adhérent uniquement en termes de voisinages,
i. e. (3 Vaide de l'exercice 2a section 4.2) uniquement en termes d’ouverts.
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pourront montrer que 'image de cette injection N — By (0, 1) est formée des voisi-
nages de 0 convexes équilibrés bornés et fermés (pour au moins une norme)!?.

Exercices d’application

1. Montrer que la partie A\A est d’'intérieur vide.

2. Montrer que l'intérieur de chaque convexe de E reste conveze.

3. Soit S un segment réel infini et imposons E = B (S,K). Déterminer alors l'in-
térieur de la partie de E formée des applications croissantes.

4. (a) Montrer les inclusions et égalités ;4 - 24 cA=4dcd
AcCcA=AcAcA
(b) FEtudier les inclusions réciproques.
1. Soit par l'absurde a € Int (A \A), soit B C A\A une boule ouverte

contenant a. Cette boule étant en particulier incluse dans A, le point a est
intérieur a A, donc tombe dans 'intersection ANB=ANnA \A = (), ce qui est
absurde.

Interprétation : pour "vider" (rendre vide) l'intérieur d’une partie, il suffit
de la priver de son intérieur.

2. On notera B la boule ouverte unité de E. Soit C' un convexe de E, soient i, j €
o . i+rBcC .
C, soient r,s > 0 tels que { itsBCC et soient A, u € [0,1] de somme 1.

Quitte & remplacer les rayons 7 et s par leur minimum, on peut imposer r = s.
FIG

L’appartenance \i+uj € C deésirée découlera alors de Iinclusion \i+ uj+rB C
C, laquelle résulte & b € B des égalités et inclusions'!!

Xi 4 g b ET N g (A ) b= N+ g+ (b -+ prb)
C est

= N+ Arb) + (uj + prd) = X(i+7b) +p(j+rb) CAC+puC C  C.
~—— ~——

convexe

ci+rBCC €j+rBCC

3. Montrons que l'intérieur cherché est vide, par contraposée. Soient ¢ € F
une application croissante et » > 0 un réel. L’idée est de caser dans chaque
"bande" autour du graphe de ¢ un segment de pente strictement négative.

110 Sanity check : la boule fermée unité de I’espace vectoriel normé (E,N) est une telle partie.
11 On apprécierait ici avantage de la notation i + rB sur celle B (4, 7).
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Admettons un instant I'existence de deux réels a < b dans S tels que ¢ (b) —
¢(a) < r et évoquons-en.
FIG

Notons m := “T'H’ et f I'application de R qui vaut ¢ (a) + 7 en m, qui coincide
avec ¢ sauf (peut-étre) sur 'intervalle |a, b] et qui est affine sur [a, m] et sur [m, b].
L’application f ne croit alors pas vu les comparaisons

m<b et f(m)=cla)+r>c(b)=/f(b).
Par ailleurs, on a pour chaque ¢ € [a, b] les majorations

c(t)=f({t) < maxc—minf=c(b)—c(a)<ret

[a,b] [a,b]
f)—c(t) < r[naz?f—?lig}lc= f(m)—c(a)=r,

majorations restant valides pour t ¢ [a, b] (chacune s’écrit alors 0 < ), d’ou I'en-
cadrement ||f — ¢|| < r. Finalement, chaque boule ouverte centrée en ¢ contient
une application non croissante, c. q. f. d..

Il reste a légitimer I’évocation de a et b. Si cela n’était pas possible, on
aurait ¢ (b) — c¢(a) > r pour chaques réels a < b de S, d’ou pour chaque natu-
rel n > 1 (en abrégeant s; := min S + §225=mNS pour chaque ¢ € [0,n[]) les
majorations et tendance

1< 1< S) — ¢ (min S
S *ZT§*Z e(51) — ¢ (5:1) :c(max ) — ¢(min S)
n “— n “— N———— n
i=1 i=1 on a bien s;>s;_1 car S est infini

— 0, ce qui est absurde car r > 0.

n—oo

La dualité intérieur-adhérence montrant 1’équivalence entre les deux lignes
d’inclusions a établir, il suffit de nous occuper uniquement de la premiére ligne
(idem pour les contre-exemples).

(a) Afin d’alléger I'argumentation, on abrégera d’une part / et / les
croissances respectives des applications Int et Adh, d’autre part * C et C*
les énoncés respectifs VP C F, P C Pet VP C E, P C P.

o o] o

Appliquer C* & A livre I'inclusion A C A.

Utiliser / puis  sur l'inclusion A C A donne celle A C A.

[e] [e]
‘ - > 5 o -
_ Appliquer " C a4 A donne l'inclusion A C A d’ou (d’apres ) 'inclusion A C
A=A. -
Appliquer C* & A donne l'inclusion A C A, d’ou (d’apres /) I'inclu-

o o o o

o

sion A C A, i. e. A C A. Utiliser / donne alors A C A.
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(b) Lorsque E est nul, chaque partie de F est vide ou pleine, donc ouverte
et fermée, donc les applications Int et Adh valent I'identité sur P (E), ce
qui réalise I’égalité dans toutes les inclusions. Imposons désormais E non
nul.

o]
o o _
Lorsque A est une boule ouverte, I'inclusion A C A s’écrit A C A,
donc est stricte.

Lorsque A est un ouvert dense strict (par exemple si A = E\{0}),
o

o o
I'inclusion A C A s’écrit A C E, donc est stricte.

Lorsque A est dense et d’intérieur vide (par exemple si A est formé

o o
des vecteurs de norme rationnelle), inclusion A C A s’écrit ) C F, donc
est stricte.

REMARQUE — Cet exercice permet de décrire tous les composés des applica-
tions Int et Adh et d’ordonner ces siz composés'!? (sauf si E est nul) pour
Pinclusion produit (ci-aprés notée <). En notant resp. ¢ et « ces applications,
on obtient ainsi le diagramme suivant''? :

< S ol =l alo
FIG avec diagramme plus propre (> =¢ S aar = ol % S a=al.

xV=Id=a"<

4.2 Ouverts

Définition (ouverts, topologie)

Soit O une partie de E. Elle est dite ouverte si chacun de ses points lui est
intérieur’, 1. e. si i
Yoe O, Ir >0, B(o,r) CO.

On appelle ouvert de E toute partie ouverte de E. L’ensemble des ouverts de F
s’appelle sa topologie.

REMARQUES

e Comme pour les fermés, la question « la partie A est-elle ouverte ¢ » cache une
question plus fine, & savoir « quel est son intérieur ? ».

e Nous déconseillons 'utilisation du terme ouverture pour désigner le caractére
ouvert (méme raisons que pour le terme fermeture).

e C(Contrairement au sens vernaculaire, et comme le montre I’exemple de chaque
intervalle semi-ouvert réel,

1H2Quand E est nul, il n'y a qu’un seul composé : le neutre Id.
113Ne pas oublier le composé neutre Id!
114 Autrement dit, O est ouverte ssi elle est voisinage de chacun de ses points.
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étre ouvert n’équivaut pas o ne pas étre fermé!

Si cependant Ion souhaite — comme 'exige la langue — trouver une "complémenta-
rité" entre les caractéres ouvert et fermé, elle sera ensembliste au sens ou les ouverts
seront les complémentaires des fermés (nous le prouverons bientot).

Ezemples

1. Sanity checks terminologiques : en termes d’ouverts, 'exemple 5 section 4.1 se
transcrit comme suit :

chaque boule ouverte est ouverte.

En particulier, pour chaques réels a < b, I'intervalle ouvert |a, b[ est un ouvert
de R.

Dans cet exemple, on ne doit pas s’attacher au fait qu’un ouvert soit privé
de son bord mais plutét a ce que 1'on dispose de place & lintérieur. Dans un
ouvert non vide, on pourra ainsi "ouvrir" l’espace autour de chaque point, ce
qui pourra éclairer la terminologie.

2. Soient ¢ € FE et r € Ry. Abrégeons é,E,S les boule ouverte, boule fermée et
sphére de centre c et rayon r. Pour chaque vecteur unitaire''® u € E, le point ru
appartient alors & la sphére S C B mais pour aucun réel € > 0 le point (7 + &) u
n’appartient & la boule B (a fortiori a la sphére S). Ceci montre qu’

aucune sphére, aucune boule fermée n’est ouverte (sauf si E est nul).

FIG

3. Précisons le point précédent lorsque E est non nul. Tout d’abord :
chaque spheére est d’intérieur vide (sauf si E est nul).

Ensuite, aucun point de la sphere S n’étant intérieur a B, Vintérieur Int B est
inclus dans B\S = B, cette derniére étant un ouvert inclus dans B, ce qui
montre que116

Uintérieur de chaque boule fermée est la boule ouverte de mémes centre et rayon.

4. Imposons A ouvert, soit I’ un espace vectoriel normé et soit B un ouvert de F.
Le produit A x B a alors pour intérieur Int (A x B) = A x B = A x B, donc
est ouvert dans F X F'. On retiendra plus généralement que

chaque produit (cartésien fini) d’ouverts est ouvert.

La réciproque est cependant fausse''” : on montre comme & l’exercice 2 sec-

tion 3.3 que la somme de la diagonale de E? et de sa boule ouverte unité n’est
pas un produit d’ouverts, ’exercice 1b montrant par ailleurs que cette somme
est ouverte.

1150n peut évoquer un tel u si E # {0}.
o o

116,05 6galités B = B =B motivent la notation des boules ouvertes B (e, ).
HT7Les ouverts "produit" ne sont donc pas les produits d’ouverts!
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5. Culture HP. Dans la réalité, une porte ne saurait étre a la fois ouverte et fermée :
qu’en est-il en mathématique? Nous montrerons au chap??? que cela n’est
(presque) jamais le cas, au sens ol

chaque partie ouverte et fermée est vide ou pleine.

Nous encourageons la lectrice et le lecteur curieux de regarder déja le cas
simple ' = R.

Propriété!!® (invariance du caractére ouvert par équivalence de normes)

La partie A est ouverte ssi elle est ouverte pour chaque norme équivalente a celle
de E.

Démonstration : la partie A est ouverte ssi chacun de ses points lui est intérieur,

i. e. ssi A C A, inclusion inchangée par passage & une norme équivalente puisque
Pintérieur A lest.

Propriété!!” (caractérisation topologique des fermés)

Chagque partie est ouverte (resp. fermée) ssi
son complémentaire est fermé (resp. ouvert)

Démonstration : on a les équivalences

o

AcA o H lualité inté- —- ,
Aouverte <= A C AL A= A= A= ca "M TA 4 e A fermée.

rieur-adhérence

Remplacer alors A (pensé comme symbole libre) par €A (ou A est & nouveau fixée
dans P (E)) livre 'équivalence “A ouverte <= A fermeée.

Corollaire (axiomes des ouverts)

Les ouverts de E forment un ensemble :

1. contenant la partie vide () et la partie pleine E ;
2. stable par réunion (quelconque) ;

3. stable par intersection finie.

Démonstration : il suffit de reprendre les trois propriétés analogues pour les fermés
et d’y appliquer I'involution "complémentaire", laquelle échange d’une part () et E,
d’autre part N et U, enfin les fermés et les ouverts.

REMARQUES
e En considérant les réunions de boules ouvertes, le point (2) montre que

chaque réunion de boules ouvertes est ouverte.

H8En d’autres termes, le caractére ouvert est invariant par passage & une norme équivalente.
H9En d’autres termes, I'involution "complémentaire" échange les ouverts et les fermés.
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e Le point (3) tombe en défaut pour une intersection infinie, méme dénombrable :
I'intersection infinie des boules ouvertes B (O, %) lorsque n décrit N* vaut la sphére {0}
qui n’est pas ouverte (sauf si E est nul).

e Sanity check : quand E = R, la partie Z est fermée comme complémentaire de
la réunion ouverte (J, .y |2, 2z + 1[.

e Culture hors programme. Comme pour les fermés, la stabilité par union
quelconque et intersection finie peut étre prise comme axiome définissant une topolo-
gie. Par exemple, les intervalles entiers de la forme [n, co|[ définissent (avec P'intervalle
vide) une topologie sur N qui est le cadre sous-jacent a toute ’analyse séquentielle.

Corollaire (ouverts et intérieurs)

1. Llintérieur A est le plus grand ouvert de E inclus dans A.

2. On a l’égalité Int A = Uggzvert 0.

3. Pour chaque partie B de E, on a l'implication A C B = AcB.

4. On a les inclusions A= A C A avec égalité A=A ssi A est ouverte'®®.

Démonstration : il suffit de reprendre les propriétés analogues pour ’adhérence et
d’y appliquer I'involution "complémentaire", laquelle renverse le sens des inclusions.

REMARQUES
e Le point 4 livre en particulier les intérieurs des ouverts plein et vide :

E=Eet=0.
e Ce méme point montre par ailleurs que
les ouverts de E sont les intérieurs des parties de E.
e Sanity check : Uintérieur Int (A \A) est inclus d’une part (vu la croissance

de Int et l'inclusion A\A C A) dans Int A = A, d’autre part (vu a P C FE fixée

I'inclusion Int P C P) dans A \A C ©A, donc est inclus dans l'intersection vide A N

6/01, ce qui permet de retrouver I’exercice d’application ? 71 section 4.1.

Exercices d’application

1.
(a) Montrer que les ouverts de E sont les réunions de boules ouvertes.
(b) En déduire que la somme de chaque ouvert E avec chaque partie de E est
ouverte.
2.

120En termes concis, les points 3 et 4 disentque I’application Int est idempotente, croissante, infé-
rieure & I'identité et fixe exactement les ouverts.
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(a) Montrer que les voisinages de i sont les parties de E incluant un ouvert
contenant .

(b) Montrer que la partie A est dense ssi elle rencontre chaque ouvert non vide
de E.

(a) Montrer que A est ouverte ssi on a pour chaque ouvert O C E l’éga-
lité Int (AUO) =AUO.

(b) En déduire I’équivalence

Adh(ANP)=ANP

A J PCFE i
est fermée et ouverte <= VP C ,{ It(AUP)= AN P

(a) Nous avons déja vu que chaque réunion de boules ouvertes est ouverte.
Soit réciproquement O C E un ouvert, notons B ’ensemble des boules

ouvertes incluses dans O et montrons ’égalité O = UB B, ce qui conclura!?!.

L’inclusion O découle & B € B fixé de celle O O B. Par ailleurs, pour
chaque 0 € O = O, il y a une boule ouverte § C O contenant o, d’ou
I t B i lut.

appartenance o € 3 C UBeB , ce qui conclu

(b) Soit O un ouvert de E et montrons que la somme O + A est ouverte.
Pour chaque boule 5 € B du paragraphe précédent, notons resp. cg et rg
les centre et rayon'?? de 3. On a alors les égalités

a€A a€A

a+0=Jtar+ Us=U (1t +B(csm9) = U Bla+esr),

acA pBeB BeB BeB

ce qui montre que la somme A + O est ouverte comme réunion de boules
ouvertes.

(a) Soit V' un voisinage de i : alors V inclut une boule ouverte centrée
en 1, laquelle est en particulier un ouvert contenant s.

Soient réciproquement O,V C FE tels que O est ouvert et i€ O C V :
alors O est un voisinage de chacun de ses points, en particulier de 7, donc
inclut une boule ouverte centrée en i, laquelle est incluse dans V' (car V' D
0), ce qui montre que V est un voisinage de 3.

(b) Soit O un ouvert non vide de E, soit o € O, soit > 0 tel
que B (¢,2r) C O, soit a € AN tendant vers ¢ (permis par densité de A) et
soit N € N tel que d (an,c) < r (permis car d (an,c) — 0). Le terme an

n—oo

1211e cas B = ) correspond & l'ouvert vide O = (.
1224i E est nul, "le" rayon ne fait pas sens et I’on imposera rg =1
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tombe alors dans B (¢, 2r), donc dans Uintersection A N O, laquelle est du
coup non vide.

Soit £ € E. Puisque A rencontre pour chaque naturel n > 0
la boule B (E, %), I'axiome du choix nous donne une suite a € AN telle
que Vn € N, d(¢,a,) < %7 d’ou une suite de AN tendant vers /.
REMARQUE — Nous pourrions également utiliser la description de ’adhé-
rence en termes de voisinages (cf. remarque en fin de section 4.1) puis celle
des voisinages en termes d’ouverts (cf. exercice 2a ci-dessus) afin de rai-
sonner directement par équivalences sans évoquer aucune suite ni aucune
boule.

REMARQUE — Cet exercice permet de définir les notions de voisinage de ¢ et de
densité uniquement en termes d’ouverts.

(a) _ D’aprésla dualité intérieur-adhérence, a O ouvert fixé I'égalité Int (A U O) =
AU O se récrit Adh (AN €0) =<AN <0, d’ou les équivalences

YO C E ouvert, Int (AUO) = AUO
= VO C E ouvert, Adh (AN °0) =cANcO

pr”Og VF C E ferm¢, Adh(‘ANF)=ANF

exercice

4b section 3.3

¢A fermé <= A ouvert.

(b) Immédiat d’apres le point précédent (se restreindre aux P ou-
vertes) et d’apres 'exercice 4b section 3.3 (se restreindre aux P fermées).
Comme au point précédent, la dualité intérieur-adhérence livre
Iéquivalence (en notant B := A, qui est ouvert et fermé)

VP C E,Adh(ANP)=ANP

pé)«%ﬁpg VQ ¢ B, Int(BUQ)=BnP.

Si Pon montre 1’énoncé de gauche, y remplacer alors A (pensé comme sym-
bole libre) par B (ot A est & nouveau fixée dans P (E)) livrera ’énoncé de
droite. Il suffit par conséquent de montrer les égalités de gauche.

Soit donc P C E et montrons I'égalité Adh (ANP) = AN P. Vu
inclusion AN P C ANP (cf. Pexercice 4a section 3.3), il suffit de montrer
I'inclusion ANP D ANP, i. e. (vu que A est fermé) ANP C AN P. Soit
donc a € AN P et soit p € PN tel que p — a. Puisque A est ouvert, il y a
une boule centrée en a incluse dans A : vu par ailleurs la tendance p — a,
chaque terme de la suite p tombe dans cette boule & partir d’un certain
rang, donc est dans A N P, d’ou 'appartenance limp € AN P, c. q. f. d.

63



4.3 Frontiére

Définition (frontiére)

On appelle frontiére de A la partie
FrA:=Adh A\Int A .
Culture : la frontiére de A s’appelle également son bord et est alors noté
0A = Z\A .

La notation O vient probablement du 0 gothique, simplification de R0 abrégeant'??
I’allemand PRano signifiant bord.

Ezxemples

1. Soient ¢ € E et r > 0. En abrégeant é, B, S les boule ouverte, boule fermée et
sphére de centre c et rayon r, on a alors les égalités

aéé\ég\és ot aszs\;ss\és,

ce qui montre!?? que

la frontiére de chaque boule est la sphére de mémes centre et rayon.

2. Imposons E = R, soient a < b deux réels et imposons A formée des rationnels
de [a, b]. Puisque Q est dense et d’intérieur vide, la frontiere de A vaut

FrA:Z\ji = [a, 8]\ = [a,}].

La frontiére de cette frontiére vaut alors

—~({a+b b—a exemple a+b b—a
FrirA=F =F = = .
r Fr r[a, b] I“B( BT ) ] S( 5 3 ) {a, b}

3. Si A est fermée et ouverte, elle vaut son adhérence et son intérieur, donc est de
bord Z\A = A\ A vide. En particulier,

les parties pleine et vide sont de frontiére vide : Fr E = () = Fr ().

4. Cas dégénéré : lorsque E est nul, application Fr est constante égale a () (résulte
de la remarque précédente).

123 Cette abréviation est explicite dans le §16 dans le Lehrbuch der Topologie de Herbert SEIFERT
et William THRELFALL publié en 1934.
124 Cet exemple motive a lui seul la terminologie frontiére ou bord.
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REMARQUES
e Chaque adhérence est réunion disjointe d’un intérieur et d’un bord :

A=Al 0A.

125

e Chagque frontiére est fermée'=> comme intersection de deux adhérences :

8A:Z\/i —AN “A=AN7A.

e Le bord de chaque fermé est d’intérieur vide vu pour chaque fermé F les
inclusions! 26

Int OF = Int (Fn (F)) IntFﬂInt( ( )) cEFn (F) — .
=Int F
c (F)

En particulier, chaque bord de bord est un fermé d’intérieur vide.
e Réciproquement, chaque fermé d’intérieur vide est un bord vu les égalités,

pour chaque F fermé d’intérieur vide, OF = F\F =F\0) =F

Ces égalités montrent mieux, & savoir que 'application Fr vaut I'identité sur les fermés
d’intérieur vide : la suite des itérés de Fr stationne donc dés le rang 2. Par ailleurs,
quand A est formée des vecteurs dont la norme tombe dans QNI0, 1], les frontieres 0A
et O0A valent respectivement B (0,1) et S (0, 1), d’oit les distinctions A # 9A # 90A
et celles Id # Fr # Fr2. Finalement, on peut écrire

(si Eestnonnul) Id#Fr#Fr?2 =Fr3=F*=F°=

Sanity check : tester ces trois remarques sur les exemples précédents.

Exercices d’application

1. (a) Montrer les inclusions A C A D DA. Donner un exemple d’inclusions
strictes.

(b) En déduire linclusion O (A \A) C 0A. Donner un exemple d’égalité et
un exemple d’inclusion stricte.
2. Soit F un espace vectoriel normé et soit B C F. Etablir alors I'égalité 9 (A x B) =
(8A X E) U (Z X GB) et décrire le cas ot l'union est disjointe.
3. Montrer et commenter pour chaque fermé F C E l'égalité F = OF UF (on
précisera les intérieurs respectifs de OF et E}

4. (plus difficile) On impose E non nul. Nous proposons alors d’établir que les
bords de E sont les fermés de E.

1257, réciproque est proposée en exercice.
126 Rappelons que Int préserve N d’aprés une remarque section 4.1.
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(a) Montrer que E posséde une partie dense d’intérieur vide.
On évoque pour la suite D wune telle partie. Soit F' un fermé de E et
notons'?” A :=0F I (F N D).

(b) Soit i un point intérieur a A. Montrer que la distance*®® d (i,0F) est nulle.
En déduire 'égalité A = ).

(c) Montrer les inclusions A C F, OF C A, F C A et en déduire Uégalité A =
F.

(d) Conclure.

(a) L'inclusion A C A et la croissance de Adh livre Vinclusion A C A,
d’ou celles

9A = Z\A XEZZ\A — DA.

[e]

I o —
L’inclusion A C A et la croissance de Int livre I'inclusion A C A, d’ou

celles . .
oA — A\A _ A\A c A\A _ oA,

o
AC

o

Lorsque E est nul, chaque bord est vide et I’on a égalité partout. Sinon,
lorsque A est dense et d’intérieur vide (par exemple quand A est formé par

les vecteurs de norme rationnelle), son bord vaut Z\A = FE\( = F mais
celui de son adhérence E et de son intérieur (0 est vide, d’ou les inclusions
strictes 0A ¢ 0A 2 0A.

(b) La partie A \ A étant d’intérieur vide (¢f. exercice 1 section 4.1), son
bord vaut son adhérence

a(A\A) :W:Am AT T neA

section 3.3

dualité An CIntA:Zﬂ c;l:aA.

intér.-adhér.

Si A est fermée, la partie A\A = Z\A = 0A est fermée (comme
bord) et d’intérieur vide, donc vaut son bord, d’ou I’égalité 9 (A \A) =
0 (A).

Si A est une boule ouverte, la partie A \A est alors vide, donc de bord

vide, tandis que A est une sphére non vide, d’ou I'inclusion stricte 9 (A \A) o
0A.

12T A comme « dense dans F »
128 Rappel : la distance d (4, A) est définie par infaea ||li — Al|.
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2. L’égalité attendue doit étre motivée par le cas simple ou A et B sont deux
segments réels

FIG

En se souvenant que Adh et Int respectent le produit cartésien (fini), cette
égalité va résulter simplement d’un calcul ensembliste. Nous présenterons les
produits cartésiens verticalement afin de faciliter la lecture :

()= () N (5) = () ()
(5)0|(7)(-5)

A\ A . AN (L E
()0 (5 )| [0) 0 ()]
An cA AnE ] [ 04 A p
XEHF [me cé]_{xB}U[xaB],c.q.f .

fo s s : . 9A Al _ o4AnA _
Les réunis ci-dessus ont pour intersection {x E} N {x 83} = XBrop =
9A

X 95, donc la réunion ci-dessus est disjointe ssi A et B sont chacun de bord
vide.

REMARQUE — Si l'on pense la réunion comme une somme (comme le ferait le
langage vernaculaire) et le symbole @ comme un opérateur de dérivation, I’éga-
lité démontrée ressemble fort a la formule de LEIBNIZ donnant la dérivée d’un
produit. Pour un lien (trés hors programme) entre différentielle et bord, nous
renvoyons la lectrice et le lecteur vers un billet de Terence TAO publié en no-
vembre 2010 sur MathOverflow.net (mots clef : boundary analogous derivative).

3. Soit F' un fermé. Il vaut alors I’adhérence de son adhérence

F=F=0F UF ™% " gFy F ™ gp U F.

section 3.3 est fermé

(o)
o

o .
. . . ° — F fermé 2 , .
Vu par ailleurs les inclusions'?® F ¢ F C F = F, on a égalité par-
tout et les fermés F' et F ont méme intérieur. Chaque bord de fermé étant
en outre d’intérieur vide, nous avons montré que chaque fermé se décompose
en un fermé d’intérieur vide et un fermé d’intérieur "plein”, a linstar de la
"sucette" B(0,1) U [0, a] associée a chaque vecteur a de norme au moins 1.

FIG

REMARQUE — C’est cette décomposition qui a motivé notre définition de la
partie A dans l'exercice 4.

4.

129 of. exercice 4 section 4.1
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(a) Nous avons vu en exemple dans le cours que les vecteurs de norme
rationnelle formaient une partie dense d’intérieur vide lorsque F est non
nul.

(b) Soit r > 0 tel que l’;’(i,r) C A et supposons par l'absurde d :=
d(i,0F) > 0. On peut alors imposer r < d, de sorte qu'aucun point
de B(i,r) ne tombe dans OF (un tel point serait a distance < r de i,
ce qui contredirait la minimalité de d). 11 s’ensuit les inclusions

o

B(i,r) C A\OF = [aFH(ﬁmD)]\aF cFnDcD,

ce qui montre que 7 est un point intérieur & D, contredisant la vacuité de D.

On a donc la nullité d(i,0F) = 0, laquelle équivaut a Papparte-
nance i € 9F = dF (chaque bord est fermé). Il en résulte Iinclusion A ¢
OF, d’ou (en prenant les intérieurs) Pinclusion A € Int OF = () (le bord de
chaque fermé est d’intérieur vide), c. ¢. f. d.

(¢) On a les inclusions

A= OF u(ﬁmD)cFuF:F,dbﬁEcF:F.
cFp S
CFCF

Puisque A inclut le fermé OF, son adhérence A inclut déja OF.

Soit f € F, soit O C F un ouvert contenant f- Soit (par densité de D)
une suite d € DY tendant vers f. Puisque O est ouvert, chaque terme de
la suite d tombe & partir d’un certain dans O C F, a fortiori dans F'N D,
d’ott Pappartenance £ = limd € F N D C A.

Des trois inclusions précédentes résultent

F=FUOF C AUA=A C F, dou l'égalité désirée A = F.

(d) Nous avons déja vu que chaque bord est fermé. Par ailleurs, le fermé F
sécrit F\0 = Z\A = QA, donc est un bord (mieux : est le bord d’une

partie d’intérieur vide).

5 Topologie trace

On garde 'espace vectoriel normé FE et la partie A C E évoqués.

Afin d’unifier le vocabulaire, nous dirons

« trace sur A de » aulieu de « intersection avec A de »
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(visualiser que A laisse une "trace" aprés intersection).

FIG

Définition — Propriété (fermés, ouverts, voisinages relativement a une
partie)

On appelle fermé (relatif) de A la trace de tout fermé sur A.

On appelle ouvert (relatif'3") de A la trace de tout ouvert sur A.

Soit a € A. On appelle voisinage de a dans A (ou relativement a A) la trace
de tout voisinage de a sur A.

REMARQUE — L’intérét en classes préparatoires de la topologie trace'?! est de
pouvoir faire de I’analyse sur des parties d’espaces vectoriels normés qui ne sont pas
elles-mémes des espaces vectoriels normés, a Uinstar de Ry, R*, [0,1], Z, Q, U, des
groupes linéaires matriciels... Un point de vue plus commode (mais hors programme)
serait de parler de la distance de E restreinte a A? et de faire de la topologie avec
cette distance induite.

Ezxemples'3?

1. [0,1] est ouvert dans R (trace de Pouvert |—1,1[ de R).
2. 10,1] est fermé dans R* (trace du fermé R, de R).

3. [0,1] est ouvert dans [0, 1] (trace de 'ouvert plein de R).
4. {18} est ouvert dans Z (trace de l'ouvert ]17,19[ de R).
5. [0,1] N Q est fermé dans Q (trace du fermé [0, 1] de R).
6. {e“’}ee[o)%] est fermé dans U (trace du fermé R? de C).

7. {(a,a)},¢0,) est voisinage de (1,1) dans la diagonale de R2 (trace du voisinage [0, 2]°
dans R?).

8. chaque demi-disque de diameétre "horizontal" et "bombé vers le haut" est voisi-
nage de son centre dans R x R, (trace du disque plein associée dans R?).

FIG pour chaque

h 31 .. .
9. tha  sinf est voisinage de la matrice nulle dans I’ensemble
0 arctant at.0cR

Im th x Im sin

des matrices réelles triangulaires supérieures (trace du voisinage!*? =
x R x Im arctan

X‘Elx[ ]X_H’ 1% dans M, (R)).

s
’ 2

ol

1300n dit aussi d’une telle partie qu’elle est fermée dans A ou encore fermée relativement a A.
(Idem en remplagant « fermé » par « ouvert ».)

131 Culture : la topologie trace de A est formée des ouverts de A.

132Dans chacun de ces exemples, le contexte doit permettre de pouvoir retrouver un espace vectoriel
normé E sous-jacent & la partie considérée.

133 Ainsi abusivement présenté, le produit cartésien se rapporte aux quatre coordonnées dans Mo (R)
selon la place de chacun des facteurs.
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REMARQUES!?!

e Chaque ouvert de A est une partie de A.

e Chaque partie de E est ouverte (tout court) ssi elle est ouverte dans E, ce qui
motive la terminologie.

e Les parties A = ENAet ) = 0N A sont ouvertes dans A (car FE et () sont
ouverts). Plus généralement, on vérifiera aisément que les ouverts de A satisfont les
axiomes d’une topologie (stabilité par intersection finie et par réunion).

e Chaque partie de A ouverte (tout court) est un ouvert de A : en effet, chaque
ouvert inclus dans A est la trace d’un ouvert (lui-méme) sur A.

e La réciproque est fausse dés que E est non nul : en effet, la partie A = EN A
étant ouverte dans A (car F est ouvert), la réciproque impliquerait le caractére ouvert
de A, ce qui est faux quand A est une boule fermée (car E # {0}).

Culture hors programme (topologie trace). A T’aide de la topologie trace de A, on
pourrait définir relativement a A, outre les fermés et les voisinages (au programme),
toutes les notions topologiques habituelles :

1. boule ouverte (trace sur A d’une boule ouverte centrée dans A), boule fermée,

sphére (définitions analogues)!® ;

2. tendance séquentielle (tendance d’une suite de AN vers un élément de A);

3. convergence, divergence (tendance ou non vers un point de A);
(Pour les points suivants, on évoque une partie P C A.)

4. point adhérent de P (point de A adhérant & P);

5. point intérieur a P (centre d’une boule de A incluse dans P);

6. adhérence AN P (ensemble des points adhérents de P dans A, plus petit fermé
de A incluant P);

7. intérieur A\(AﬂA\P) (ensemble des points intérieurs & P dans A, plus

grand ouvert de A inclus dans P);

8. frontiere A NFr P (adhérence dans A privée de l'intérieur).

On prendra garde a ce que la convergence n’est pas toujours conservée, les limites
de suites convergentes pouvant "s’échapper" de la partie A quand celle-ci n’est pas
fermée. Par exemple, chaque suite de rationnels tendant vers v/2 n’est pas convergente

dans Q et la suite (ZnNzo XTJ,V> v tendant uniformément dans C ([0, 1], R) vers exp
"/ Ne

n’est pas convergente dans R [X].
Propriétés'?S (caractérisation des fermés, voisinages et ouverts relatifs)

1. Les fermés (resp. ouverts) de A sont les complémentaires dans A des ouverts
(resp. fermés) de A.

2. Soit a € A. Les voisinages de a dans A sont alors les parties de A incluant un
ouvert de A contenant a.

134 Toutes ces remarques ont un homologue obtenu en remplagant « ouvert » par « fermé ».

135 Attention : les boules et sphéres de A peuvent avoir plusieurs centres et rayons.

136 Sanity check : quand A = E, on retrouve la caractérisation topologique des fermés, celle des
voisinages en termes d’ouverts et celles des ouverts en termes de boules.
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3. (hors programme) Soit O C A. Alors O est un ouvert de A ssi, pour chaque o €
O, il y a une boule ouverte de A contenant o et incluse dans O.

Démonstration

1. L’application "complémentaire dans A" (définie sur 3 (A)) étant involutive,
les deux énoncés respectifs sont équivalents. Montrons le premier.
Soit F' un fermé de A, soit F’ fermé tel que F' = F'N A. Le complémentaire
de F' dans A s’écrit alors

A\F = A\(F'NA) = A\F' = AN(E\F’") ou E\F’' est ouvert (F' étant fermé),

donc est un ouvert de A. Echanger « fermé » et « ouvert » montrerait réci-
proquement que le complémentaire dans A de chaque ouvert de A est fermé
dans A.

2. Soit V' un voisinage de a dans A, soit V’ un voisinage de a tel que V =
V' N A, soit O C V' un ouvert contenant a. Alors la partie V = V' N A de A
inclut O N A, laquelle intersection est un ouvert de A contenant a.

FIG V' := V UO aprés

Soit V' C A incluant un ouvert de A contenant a, soit O ouvert tel que a €
ONACYV.Lapartie V' := VUO est alors un voisinage de a et sa trace sur A
vaut

V'NA=(VUO)NA= (VNA) UONA)=VUOnNA)=V, ce qui conclut.
——— ——
=V car VCA (%

3. Soit O' C FE ouvert tel que O = AN O'. Soit o € O. On a alors
d’une part o € O', d’ou (puisque O’ est ouvert) une boule ouverte B telle
que 0o € B C O, dautre part o € A, dono € ANBC ANO' = O, ce qui
conclut.

On montre comme & ’exercice la section 4.2 que O est la réunion des
boules ouvertes de A incluses dans O. La partie O est donc ouverte dans A
comme réunion d’ouverts de A.

REMARQUE — La démonstration montre que les ouverts de A sont les réunions
de boules ouvertes de A.

Propriété!3” (critére séquentiel pour étre fermé dans une partie donnée)
Soit F C E. Alors F est fermé dans A ssi

Vfe FN

FcCAet Va e A

y fn — a=a€eF.
n—oo

Démonstration

137 Sanity check : quand A = E, on retrouve la caractérisation séquentielle des fermés.
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Soit F’ fermé tel que F = F' N A. Le fermé¢ F’ inclut alors F', donc son
adhérence F, d’oul les égalités

FrS'FAF=Fn(FnA)=(FnF)nA"< Fra

Soient ensuite f € FN et o € A tels que f — a. La limite o = lim f tombe alors
dans F; étant par ailleurs dans A, elle tombe dans FNA=F, c. q. f. d.

Pour chaque « € FN A, onaa € F, douun f € FN tel que f — a,
donc a € F, ce qui montre l'inclusion F N A C F et I'on a égalité vu par ailleurs les
FcF

FcCA- La partie F = F N A est alors fermée dans A vu que F est

inclusions {

fermé.

REMARQUE — La démonstration montre que F est fermé dans A ssi ' = F N A,
ce qui permet d’expliciter un fermé!'3® F’ tel que F = F' N A.

Exercices d’application

1. Décrire les fermés de 7, ses ouverts, ses frontiéres.
Bonus : décrire ses boules et ses sphéres.
2. Soit F un espace vectoriel normé dont E est un sous-espace vectoriel et dont la
norme étend'®® celle de E.
(a) Montrer que les fermés de A vu comme partie de E sont ceux de A wvu
comme partie de F.

(b) Méme question en remplagant « fermés » par « ouverts ».

1. Imposons E =R et A C Z. La partie A = U,c 4 {0} = Ugeala —1,a+1][
est alors ouverte dans Z comme réunion d’ouverts de Z, donc (par passage
au complémentaire) chaque partie de Z est fermée. Puisque A=4= A, la
frontiere Fr A = A\ A est vide. Finalement, chaque partie de Z est fermée et
ouverte et 'unique frontiére est le vide.

Soient z € Z et r > 0:lasphere S (z, r)NZ est alors ou bien la paire {z — r, z + r}

(si r est entier) ou bien vide (sinon) et est de diameétre pair dans tous les cas
(2r ou 0). Réciproquement, chaque paire entiére de diameétre pair est de la
forme {a,a 4+ 2n} = S (a + n,n) NZ pour un certain (a,n) € Z x N et la partie
vide est n’importe quelle sphére de Z de rayon % On montrerait de méme grace
aux égalités

Vae€Z .
VneN B(a+n,n)=[a,a+2n]=B(a+n,n+1)

1380n pourra en effet toujours imposer F/ := F.
1390n dit que F est un sous-espace vectoriel normé de F.
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que les boules!*? de Z sont les segments entiers de diamétre pair, i. e. de cardinal
impair.

REMARQUE — Chaque point de z admettant un voisinage {z} sans autre point
que lui, il n""interfére" pas avec ses "voisins", il reste "discret". C’est pourquoi
la topologie trouvée P (Z) (la plus grande possible) est qualifiée de discréte.

2. Indiquons en indice 'espace vectoriel normé (E ou F') dont on voit A comme
partie.
(a) Soit C' C F et rappelons le critére séquentiel des fermés de Ap :
Ve e CN

C fermé dans Ap < C C A et ,c—a=acC(C.

Va € A

Le seul endroit ou apparait I’espace vectoriel normé F’ est la tendance ¢ —
a, laquelle se réécrit dp (¢,,a) — 0. Or, dans le contexte du membre
n—oo

de droite de I’équivalence ci-dessus, les inclusions C' C A C E forcent les
appartenances Vn € N, ¢,,a € E, d’ou les égalités Vn € N, dp (¢, ) =
dg (¢, @) sachant que la norme de F' (a fortiori sa distance) prolonge celle
de E, ce qui montre que la tendance ¢ — « de ce membre de droite peut
étre vue dans F' comme dans E. Ce membre de droite est par conséquent
inchangé si 'on remplace F' par F, donc celui de gauche non plus, d’ou
I'équivalence désirée [C' fermé dans Ap] <= [C fermé dans Ag].

REMARQUE — Culture hors programme. Dans le critére séquentiel des
fermés de A, la tendance ¢ — « se réécrit d (¢, @) — 0 ol d4 dénote

la distance de A (i. e. la restriction de dg & A?), seule "trace" du cadre E
sous-jacent. "Etre fermé dans A" s’exprime donc entiérement en termes de
I’espace métrique A : on dit que c’est une notion intrinséque a A.

(b) Les ouverts de Ag sont les complémentaires des fermés de Ag, i. e.
(par la question 2a) les complémentaires des fermés de Ap, i. e. sont les
ouverts de Ap.

REMARQUE — Il n’y a donc aucune ambigiiité a parler des fermés ou des ouverts
de E tout court.

6 Annexe

6.1 Reécapitulatif des notions invariantes par passage & une
norme équivalente

Cette section rassemble les notions invariantes par passage & une norme équivalente
vues précédemment :

1400n exclut comme d’habitude la "boule ouverte de rayon nul" §.
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le caractére borné (d’une partie, d’une suite, d’une application);
la "relation" de tendance séquentielle (entre suites et points);

les caractéres convergent et divergent (d’une suite) ;

nmn A

les "relations" "étre adhérent/intérieur A" (entre points et parties);

" "etre un wvoisinage de" (entre parties et points) ;

la "relation
la relation "étre dense dans" (entre parties);
les caractéres dense et "d’intérieur vide" ;

les applications "adhérence" P — P et "intérieur" P +— P ;

© PN W

les caracteéres ouvert, fermé et "étre une frontiére".

Par soucis de complétude, nous rajoutons dés a présent les notions & venir :

1. la "relation" de tendance fonctionnelle en un point donné (entre applications et
points) ;
2. la continuité en un point donné, la continuité sur une partie donnée et la

continuité tout court (d’une application) ;

la, continuité uniforme et le caractére lipschitzien'*! ;
la compacité (d’une partie) ;

les composantes connexes par arcs (d’une partie) ;

AR

le caractére connexe par arcs (d’une partie).

Résumé express de preuve. Soient N une norme sur F et o > 0 un réel
tel que N < aN. Chaque suite tendant vers 0 pour A tend alors vers 0 pour N,
donc chaque tendance a — ¢ pour A reste une tendance pour N, donc (par la
caractérisation séquentielle des fermés) chaque fermé pour N 'est pour N, donc (par
la caractérisation topologique des fermés) chaque ouvert pour N est ouvert pour V. Or
toutes les notions ci-dessus peuvent s’exprimer en termes d’ouverts (a ’exception des
caractéres borné, uniformément continu et lipschitzien qui se traitement directement
a laide de la majoration N < aN).

6.2 Sur le choix du corps de base (hors programme)

Contrairement au cas des espaces vectoriels ol le programme propose un corps de
base K quelconque (tout en limitant la pratique au corps K), il y a une "véritable"
raison pour imposer K = K dans les espaces vectoriels normés.

Avant d’exposer cette raison, prenons le temps de préciser en quoi le corps R serait
ou non "naturel", "intuitif".

Les réels sont introduits par Issac NEWTON dans ses Principes mathématiques de la
philosophie naturelle!*? (1687) ou furent couchés les axiomes de la dynamique encore

M1 Caractere parfois appelé lipschitzianité.

1428ignalons que la science s’appelait 4 I’époque « philosophie naturelle ». La lectrice et le lecteur
curieux de I’historicité de ce terme pourront consulter ["invention de la science de Guillaume CARNINO
(2015).
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enseignés de nos jours en classes préparatoires — sous un langage certes différent. Méme
¢’il faudra attendre Richard DEDEKIND pour parler effectivement de mombres réels,
ces derniers sont vus par NEWTON, et dans Pesprit des "proportions" des Eléments
d’EUCLIDE (env. -300 av. J.-C.), comme "rapports de grandeurs" : ils permettent
d’associer & chaque "grandeur" une mesure en la rapportant & une grandeur étalon
(unité). Ils se distinguent en cela des nombres entiers, consacrés a I'itération de nos
actes, & I'instar du dénombrement (ou l'on itére "ajouter 1") ou de la définition de
suites par récurrence :

les naturels servent a itérer, les réels & mesurer.

Contrairement toutefois aux "nombres-actes" (les naturels), les "nombres-mesures"
(les réels) sont une pure fiction. En pratique, on mesure une longueur en rapportant
un certain nombre de fois la longueur étalon — éventuellement subdivisée un certain
nombre de fois —, chacun de ces "nombres-de-fois" étant un "nombre-acte" (reporter
ou diviser). La mesure se fonde ainsi sur notre action et nous n’avons besoin a ce
titre pragmatique que d’une infime portion des entiers et des rationnels pour mesu-
rer (les naturels pour itérer un acte donné, les rationnels pour le décomposer en une
succession d’actes plus "fins").

Au risque d’insister, les nombres réels ne font pas — quoi que suggére la termino-
logie! — partie de la réalité physique. Prétendre les y trouver par un acte de mesure
tout en ayant d’une part conscience de la marge d’erreur inhérente & chaque mesure
pratique, d’autre part connaissance de la densité de Q dans R, reléverait d’une atti-
tude incohérente. Quel sens pratique par exemple donner & l'incommensurabilité'4?
de la longueur du coté d’un carré avec celle de sa diagonale ? & un énoncé tel que « le
rapport des périodes de telle et telle planétes est rationnel » 7

Il est vrai que les régles-instruments de la réalité physique semblent "coller" a
notre intuition du corps R : d’une part le théoréme des valeurs intermédiaires semble
"réalisé" au sens propre (comment passer d’un pays & un autre frontalier sans en tra-
verser une frontiére 7), d’autre part la possibilité de graduer ces régles aussi finement
que possible "modélise" bien la densité des rationnels. Quoi qu’il en soit, c’est un
fait d’expérience, une habitude consacrée par la pratique que les régles de la réalité
physique sont de bons "guides intuitifs"'** pour étudier le corps R, a fortiori ses
puissances — comme le corps C.

Mis a part toutefois ce fait d’expérience (qui par ailleurs concerne uniquement le
cas K = R), le corps K n’a aucune raison "naturelle" de s’imposer a priori comme
corps de base dans un espace vectoriel. De fait, le programme propose I’étude sur un
corps quelconque et ne se restreint & K que pour la pratique.

Il existe cependant une telle raison dans les espaces vectoriels normés, une raison
mathématique : un théoréme attribué a Alexander Markowich OSTROWSKI'*® dit en
substance que les corps "sans trous" (on dirait complets) et munis d’une "norme"
telle que N n’est pas borné (on dirait archimédiens) sont précisément R et C (et le
corps H des quaternions si l'on retire axiome de commutativité).

143 Le terme incommensurable (ancétre de irrationel) signifie littéralement "sans commune mesure"
et pointe ’absence théorique d’étalon dont les longueurs considérées seraient chacune un multiple
entier.

14 Ces guides intuitifs "échelonnables" motivent d’ailleurs la terminologie de scalaire (de scala :
échelle).

1450n pourra trouver ce théoréme dans le chapitre VI (Valuations) du tome Algébre commutative
de Nicolas BOURBAKI (& la page 127).
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Dissipons pour conclure un dernier mythe :
la "continuité" du corps R n’a rien & voir avec la géométrie I’EUCLIDE.

Soient en effet trois points O, I, J non alignés dans "l’espace", plagons-nous dans "le
plan" (OIJ) et intéressons-nous aux points obtenus a partir du repére (O, I, J) par
(itération de) constructions géométriques (droites et cercles). On montrerait alors que
les coordonnées de ces points forment un sous-corps C' C R stable par racine carré
(stabilité signifiant Ve € C, ¢ > 0 = /c € C) et qu’il s’agit méme du plus petit
tel sous-corps : ses éléments sont appelés les nombres constructibles (sous-entendu :
a la regle et au compas). Or, d’'une part une description interne de C par ajouts
successifs de racines carrées montrerait que chaque nombre constructible est racine
d’un polynome rationnel de degré une puissance de 2 (I'idée étant que chaque droite
ou cercle est déterminé par un polynome affine ou quadratique), donc est algébrique,
d’autre part nous verrons au chapitre??? que les nombres algébriques forment une
partie dénombrable de R, au contraire de ce dernier. Par conséquent!*S :

« toute la Géométrie d’Euclide demeure sans lacune si, ayant choisi un systéme de
coordonnées et une unité, on ne considére comme existant que les points dont les
coordonnées sont des nombres algébriques [...]. Dans la géométrie euclidienne, si

longtemps tenue pour refléter l'espace réel, la discontinuité est donc partout
présente, bien qu’elle ne soit pas pergue. Rien dans les axiomes ni dans les
assomptions implicites d’Fuclide ne nous conduit logiquement a la continuité. L’idée
est d’autant plus importante qu’elle parait contre-intuitive.
1l est donc vain d’espérer trouver dans la géométrie euclidienne un concept rigoureuz
de la continuité. »

146 Citation extraite de La création des nombres de Hourya BENTS SINACEUR (2008), en introduction
a la traduction de 'ouvrage Continuité et nombres irrationnels de Richard DEDEKIND (1854).
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7 Le point des compétences

Formulaire

On fixe un K-espace vectoriel E et une partie A C E.
La borne supérieure sup () = 0 sera toujours pensée dans Ry U {oo}.

1. Normes et espaces vectoriels normés

e On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que
Va € E

2.Va€eE, N(a)=0<=a=0;

3. Ya,be E, N (a+b) <N (a)+ N (b).

On appelle espace vectoriel normé tout espace vectoriel muni d’une norme.

e Pour chaque naturel n > 1, les trois applications suivantes (définies sur K™)
sont des normes sur K :

ar flal = mas

n
o faly =) lail  a— af,:=
i=1

e Pour chaque ensemble &, Papplication f — supg |f| est une norme sur 'espace
vectoriel B (£,K) des fonctions £ — K bornées, appelée la norme de la conver-
gence uniforme.

e Pour chaque segment réel S infini, les applications f — |, s |flet f— J s |f \QSont

des normes sur C (5, K), appelées resp. la norme de la convergence en moyenne
et la norme de la convergence en moyenne quadratique.

e Lorsque F est muni d’un produit scalaire, application a — /{a | a) fait sens
et est une norme sur F, appelée norme associée au produit scalaire de F.

e Soit (£;),c; une famille finie d’espaces vectoriels normés, notons e — |le|l,
la norme de F; pour chaque ¢ € I. Est alors une norme sur l’espace vectoriel pro-
duit [],.; £; application

(ai);c; + sup ||ail|; , appelée la norme produit sur HEl
el icl
Ainsi normé, V'espace [[,.; E; s’appelle l’espace vectoriel normé produit des E;
(pour i parcourant T).

icl

Pour la suite du formulaire, on évoque une norme sur E,
notée indifféeremment N ou e |e|.
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e Chaque norme vérifie les comparaisons triangualaires :
Va,be E, [[la]| = ||b]]| < lla = bl < [lall + [|b]
e On qualifie d’unitaire tout vecteur de norme 1.

e On appelle distance la fonction d := { (aE,2b) : I bR_J“a” . Elle vérifie les
trois propriétés suivantes :

1. Ya,b e E, d(a,b) =d(b,a);

2. Va,be E, d(a,b) =0<= a=0b;

3. Ya,b,c € E, d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).

e Soient ¢ € F un point et 7 > 0 un réel. On appelle boule ouverte (resp. boule
fermée, resp. sphére) de centre c et rayon r les ensembles respectifs

éc(cm) = {a€FE;d(ca)<r}=:B,(c,r),
B(c,r) = {a€E; d(c,a)<r}=:Bs(cr),
S(e,r) == {a€FE; d(c,a):r}:g(c,r)\é(c,r).

On appelle boule de E toute boule ouverte ou boule fermée de E.
e Chaque boule de E est convexe.

e La partie A est dite bornée si elle est incluse dans une boule. Chaque application
(en particulier chaque suite) & valeurs dans E est dite bornée si son image est une
partie bornée de F.

e On étend les définitions de B (c,7) et S (c,r) au cas r = 0 : les singletons sont
alors les boules fermeées (resp. sphéres) de rayon nul au sens des égalités

Vee E, B(c,0) ={c} =S (c,0).

L’on préférera cependant exclure des boules ouvertes la "boule ouverte de rayon nul",
de sorte que

chaque boule ouverte est non vide.

2. Suites a valeurs dans un espace vectoriel normé

Soient a € EN et ¢ € E.

e On dit que la suite a tend vers ¢ si la suite réelle n — ||a, — £|| tend vers 0,
tendance notée alors a — £ ou

an — (&5 Ve >0, INEN, Yn e [N,o0|[, [lan — || < e.

n—oo
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e On dit que la suite a converge (ou on la qualifie de convergente).s’il y a un
point de E vers lequel elle tend. Dans ce cas, un tel point est unique, est appelé la
litmate de a et est noté lima ou lim,,_. o a,,.

e Les suites a valeurs dans F convergentes forment un sous-espace vectoriel
de B (N, E) sur lequel I'application lim est linéaire. En particulier, chaque suite conver-
gente est bornée.

e Lorsque F est une algeébre a multiplication continue, i. e. telle que supﬁ;lb‘gﬁ:”bu lad]| <
00, le morphisme d’espaces vectoriels lim est un morphisme d’algébres. Ce sera en par-
ticulier le cas si E est une algebre de dimension finie.

e Imposons que F soit une famille finie d’espaces vectoriels normés. La conver-
gence de la suite a équivaut alors a celle de chacune de ses suites coordonnées et, dans
ce cas, la limite de a est la famille des limites de ses suites coordonnées.

e Imposons E de dimension finie et soit B C E une partie basique. La suite a
converge alors ssi la suite "coordonnée!*”" ¢ converge pour chaque 3 € B.

e On dit que la suite a diverge (ou on la qualifie de divergente) lorsqu’elle ne
converge pas.

e On appelle extractrice (ou extraction) toute application N — N crois-
sant strictement. On appelle sous-suite (ou suite extraite) de a toute suite de la
forme aox = (al’(”)>neN ou x est une extractrice.

e On appelle valeur d’adhérence de la suite a la limite de toute sous-suite de a
convergente.

e Si a converge, alors chacune de ses sous-suites tend vers lima. En d’autres
termes, la suite a diverge dés qu’elle posséde au moins deux valeurs d’adhérence.

3. Topologie

e On appelle point intérieur de A le centre de toute boule ouverte incluse
dans A. On qualifie la partie A d’ouverte (ou on l'appelle un ouvert de E) si
chacun de ses points lui est intérieur. Par exemple, chaque boule ouverte de E est
ouverte.

e L’ensemble des ouverts de E est stable par intersection finie et par réunion.

e Pour chaque point ¢ € F, on appelle voisinage de i toute partie de E dont i
est intérieur.

e Pour chaque point o € F, il y a une suite & valeurs dans A tendant vers « ssi
chaque voisinage de « rencontre A : on appelle alors o un point adhérent de A (ou
on dit que o adhére a A).

147 definie par la composée de a & gauche par la projection sur la droite K3 parallélement & @I;ig Kb
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e On qualifie la partie A de dense si chaque point de E lui adhére, i. e. si A = E.

e La partie A contient chacun de ses points adhérents ssi elle est le complémentaire
d’un ouvert de E : on qualifie alors la partie A de fermée (ou on appelle un fermé
de FE). Par exemple, sont fermées chaque sphere de F, chaque boule fermée de E et
chaque sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

e L’ensemble des fermés de E est stable par réunion finie et par intersection.

e On appelle resp. intérieur, adhérence, frontiére de A ’ensemble resp.
1. de ses points intérieurs Int A := {a eFE; JIr>0, l%(a,r) C A} =: fi;

2. des points lui adhérant Adh A := {E €E;dacAY, a— E} =: A;

3. de ses points adhérents non intérieurs Fr A := Adh A\Int A = Z\A

e Pour chaque partie F' C F, on a I’équivalence

vfeFN

Va e A s fn —»oz:>oz€F]

F' est 'intersection
d’un fermé avec A

}(z»[FCAet

la partie F' est alors appelée un fermé (relatif) de A.

e Pour chaque partie O C F, on a ’équivalence

O est 'intersection O est le complémentaire
d’un ouvert avec A dans A d’un fermé de A

la partie O est alors appelée un ouvert (relatif) de A.

e Soit a € A. Pour chaque V' C FE on a alors I’équivalence

V' est I'intersection d’un V inclut un ouvert
voisinage de a avec A de A contenant a

la partie V est alors appelée un voisinage de a dans A (ou relativement a A).

4. Normes équivalentes

e Soit N une norme sur E. Les normes N et A sont qualifiées d’équivalentes si

N
Ja, B3>0, aN <N < BN, i. e. si les quotients %/ et N sont bornés sur E\{0} .

La relation "étre équivalente a" est une relation d’équivalence sur l’ensemble des
normes de E.

e Equivalence des normes en dimension finie. (démonstration non exigible)

’ Quand FE est de dimension finie, ses normes forment une seule classe d’équivalence. ‘

e Toutes les notions suivantes sont invariantes par passage & une norme équiva-
lente :
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le caractére borné (d’une partie, d’une suite, d’une application);
la "relation" de tendance séquentielle (entre suites et points);

les caractéres convergent et divergent (d’une suite) ;

nn

les "relations" "étre adhérent/intérieur A" (entre points et parties);

" "etre un wvoisinage de" (entre parties et points);

la "relation
les caractéres dense et "d’intérieur vide" (d’une partie) ;

les applications "adhérence" P +— P et "intérieur" P +— P ;

e A T o

les caractéres ouvert, fermé et "étre une frontiére" (d’une partie).

En particulier, il suffit pour nier 1’équivalence de deux normes données d’exhiber
deux suites aux tendances différentes.
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Exercices d’entrainement

On évoque pour ces exercices un espace vectoriel normé F, une partie A C E et
un segment réel infini S.

1. %

(a) Montrer que A est fermée ssi elle inclut sa frontiére.

(b) Montrer que A est ouverte ssi elle est disjointe de sa frontiére.

N

2. % Soit n un naturel, soit N une norme sur C(S,K) et soit f un n-uplet de
fonctions éléments de C (S,K). Donner une condition suffisante et nécessaire
simple pour que Uapplication a — N (}i_, a; f;) soit une norme sur K".

3. % On note resp. G et D le graphe de In et la droite {0} x R. Montrer que ce
sont des fermés de R? dont la somme nest pas fermée.

4. Yk

(a) Montrer que A est dense ssi A\® est dense pour chaque partie finie & C
E.

(b) Montrer qu’est dense lintersection de chaque partie dense avec chaque ou-

vert dense. Discuter les hypothéses.

5. %k Soit t un réel. Donner une condition suffisante et nécessaire "simple” pour
que soit une norme sur R? Uapplication (g) — Va2 + 2tab + b%. Lorsque cette
condition est vérifiée, donner une condition suffisante et nécessaire "simple"
pour que cette norme soit équivalente a la norme euclidienne.

oo g [ B(E) — R U {oo}
6. Yk Notons ¢ l'application { P s sup, pepd(a,b)

(a) Montrer que les parties de E bornées sont celles de diameétre fini.
(b) Montrer Uégalité & (A) =6 (A).
(¢) Etablir pour chaque partie B C E les majorations

J(A+B)<d6(A)+d6(B) e d(AUB)<JiA+iB+ i}nde(a,b).

;
Donner pour chacune des exemples de majoration stricte.

7. Yk Imposant A fermé, montrer que A est conveze $si % C A.
8. %k Kk On impose E formé des suites scalaires bornées et muni de la morme
uniforme.

(a) Soit ("a), oy une suite convergente de suites scalaires périodiques dont on
note L la limite et soient p et q deuxr naturels tels que les périodes des
suites Pa et 1a sont premiéres entre elles. Montrer alors la majoration

||(Ln+1 - L'n)neNH <2[Pa— L[|+ 2[% - L| .

M8Te réel & (P) est appelé le diamétre de la partie P.
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(b) Montrer que, pour chaque naturel T, les suites T-périodiques forment une
partie fermée.

(¢) Déduire des questions précédentes que les suites périodiques forment une
partie fermée de E.

9. Yk Kk Soit n € N, soit s € S™ de coordonnées distinctes et soit N un n-uplet
de normes sur C (S, K).

(a) Montrons que espace vectoriel C™ (S,K) est normable pour chaque m €

[0,n]] par .
YN (f(i)) ,

(b) On impose que chaque coordonnée de N est la norme uniforme, on évoque
un f € C™(S,K) et l’on note L la longueur du segment S.

e 20| (s0)
i=1

i. Montrer alors les majorations

n—i—1
<L + > Lj‘f(i”) (Si+j+1)‘-
%) =

oo

Vi € [0,n][, £

‘ G

ii. En déduire pour chaque m € [0,n|], en abrégeant C := > L', la
magoration

3ol <o (o]l + S v i)

iii. Conclure a l'équivalence des n + 1 normes ci-dessus.

(c) Cette équivalence demeure-t-elle dans le cas général ?
10. Yk Soit n € N* et soient p,q > 1 deux réels. Montrer alors que

o VeK® .
Vapplication M — sup [MV]|, est une norme d’algebre sur M, (K) ssi p > gq.
Vil,=1

Pour le sens direct, on pourra calculer la norme du projecteur obtenu a partir
de la matrice remplie de 1 et utiliser la croissance des moyennes généralisées
(cf. exo 222 chapitre 2 ?). Pour le sens réciproque, on pourra établir la sous-
additivité de l'application t — tr.
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Solutions des exercices d’entrainement

(a) Si A est fermée, i. e. si A = A, on a alors les inclusions Fr A4 =
Z\A = A\A C A. Réciproquement, si A inclut Fr A, vu qu’elle inclut
par ailleurs /Ol, elle en includra alors la réunion AUFr A = A, donc inclura
son adhérence, i. e. sera fermée.

(b) Si A est ouverte, sa frontiére vaudra alors une certaine partie privée
de A = A, donc sera disjointe de A. Réciproquement, vu que A est toujours
incluse dans A = AUFr A, si A est de plus disjointe de Fr A, elle sera alors
incluse dans A, i. e. sera ouverte (on pourra — si un besoin formel se fait

sentir — développer l'intersection (A U Fr A) NA).

2. Notons v I’application considérée et montrons qu’elle est positivement ho-
mogeéne et vérifie les comparaisons triangulaires. Soient a,b € K" et A € K. On

alors les égalités 1 | [Nal, fi = > daifi = A aifi,

d’out v (Aa) (AZ@JZ> NPty N (Z aifi> = v (a).
=1

homogeéne

Par ailleurs, vu les égalités

n n n n n
Yola+bli fi=> (ai+b) fi=> (aifi+bifi) => aifi+ Y bifi,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

on peut (en utilisant les comparaisons triangulaire pour N) majorer

=N <Z aifi + Zbifi> Cofnpzaifon N (Z CLifi) +N (Z bifi)
i=1 i=1 i=1 i=1

triangulaire

par v (a) + v (b). Vu enfin les équivalences

y(a)zO(z}N(iaifi) :0]\HCpqu Zalfl—o

les points
on peul COIlCluI‘e

v sépare les points de K"
YAeK" [v(\)=0= A=0(]

v est une norme

VA e K", [meoﬁxo
1=1

(fi)ie[1,n) est libre.

I

3. La droite D est fermée en tant que produit cartésien des fermés {0} (sin-
gleton) et R (fermé plein) de R. Soient par ailleurs g € G et ¢ € R? tels
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que g — c. Notons a et b les coordonnées de c et appelons resp. = et y les

b

de In en a livre alors la tendance Inx,, — Ina; or la suite g : n — (;L) est

n—oo

a valeurs dans le graphe de In, ce qui s’écrit Vn € N, vy, = Inz,, donc cette
tendance se réécrit y, — Ina, d’ou les égalités Ina = limy = b et 'apparte-

n— o0
nance (3) € G, c. ¢ f. d..

Graphiquement, la somme G + D semble valoir le demi-plan ouvert R} xR,
lequel n’est pas fermé (son adhérence R¥ xR = Wi x R = Ry x R T'inclut

strictement). De fait, la suite n — (8::) + (2) est & valeurs dans G + D et

tend vers (8) : montrons que ce dernier point ne reste pas dans G + D, ce qui

conclura. Chaque point g € G a pour abscisse un élément du domaine R de
définition de In, donc a une abscisse non nulle; or cette abscisse est inchangée
par ajout & g d'un élément de {0} x R, ce qui montre qu’aucun point de G + D
n’est d’abscisse nulle — a fortior: (8).

. ) . . T—a o
suites coordonnées de g, de sorte a avoir les tendances y . La continuité

REMARQUE — Voici un exemple plus algébrique de somme non fermée de fer-
més (nécessite de connaitre la dénombrabilité — ¢f. chp???). Les groupes Z
et v/2Z de R sont fermés et dénombrables, leur somme est un sous-groupe dé-
nombrable non discret d’apres 'exo?? 7 (le rapport ? étant irrationnel) donc
dense : si cette somme dénombrable était fermée, elle vaudra R, lequel n’est pas
dénombrable.

(a) Le sens réciproque s’obtient en imposant ® = ). Pour le sens direct,
une récurrence immédiate permet d’imposer Card ® = 1 : soit donc e € F,
supposons A dense, soit £ € E et soient a € AN tel que a — £ (permis
par densité de A). Si la suite a évite e & partir d'un certain rang N, la
suite (@n4N),cy Prendra alors ses valeurs dans A\{e} et tend vers /, ce
qui conclut. Sinon, on peut extraire de a une suite valant partout e, d’ou

a valeurs

(par unicité de la limite) égalité e = £ et la suite ( .
e

dans A\{e} tend vers £.

REMARQUE — La dualité adhérence-intérieur livre une solution expéditive :
pour chaque partie ® C E finie, I'intérieur ® est vide, donc le complémen-
taire “® = ¢® est plein.

n
- e
n+1 .

(b) Soit D C E dense, soit O C E un ouvert dense, soit e € E, soit o € O
telleoque 0o — e (permis par densité de O), soit r € R*+N telle que Vn €
N, B(opn,r,) C O (permis par le caractére ouvert de O et par l’axiome

du choix), notons ¢ la suite n +— min {Tm n%rl} (laquelle tend vers 0) et

soit d € DN telle que Vn € N, d, € B (0n,€n) (permis par densité de D et
par axiome du choix).
FIG

La suite d prend alors ses valeurs dans O (car d,, € B (on, ) C O pour

chaque naturel n) et tend vers e (car ||d,, — op| < n%_l — 0et o —e),
n—oo

ce qui conclut.
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Sans le caractére ouvert, le résultat devient faux : les vecteurs de norme
resp. rationnelle et irrationnelle forment deux parties denses disjointes.
Sans le caractere dense, imposer D = () ou O = () empéche l'intersection DN
O = () d’etre dense (remplacer « vide » par « bornée » suffirait).

. L’espace R? étant de dimension finie, ses normes forment une seule classe
d’équivalence, donc lanorme N := () — v/a® + 2tab + b est équivalente & celle
euclidienne dés lors qu’elle fait sens, ce qui nous rameéne a la premiére question.

Supposons que N soit une norme. Le radical v a? + 2tab + b? fait alors sens
pour chaque (‘g) € R?, en particulier quand (‘;) = (fl), d’ou la positivité (sous
la racine) de t2+2tt (—1)+(—1)* = 1—¢2, ce qui s’écrit aussi 12 < 1, 4. e. [t| < 1.
Par ailleurs, le vecteur (_tl) est non nul, donc est d’image par N non nulle (car N
sépare les points), ce qui s’écrit v1 —2 > 0, 7. e. |t| < 1.

Supposons réciproquement [¢| < 1, ce qui donne sens pour chaque (}) € R?
a la racine carrée de

2 2 2 2 2
a® 4+ 2tab+b* = (a +1tb)" + (1—t) b,
—_———— ~~

>0 >0 car [t|<1 =0

Cette décomposition montre par ailleurs I'égalité N = (‘;) — HZ(Z)Hz ou l'on
a défini 7 := (Z) — (\/‘t—ibzb) Si 'on montre que ¢ est injective et linéaire,
sa composée N avec la norme euclidienne de R? fournira (suivant P'exercice
d’application 3a section???) une norme comme souhaité. La linéarité de ¢ est
immeédiate. Soit enfin (7) € Keri : la nullité de I'ordonnée v/1 — ¢2b et la dis-
tinction t2 # 1 livrent alors la nullité de b, d’ou celle de 1’abscisse a + tb = a, ce
qui conclut.

REMARQUE — L’injection 4 fait plus que transporter la norme euclidienne, elle
en transporte le produit scalaire. On vérifiera en effet que la norme N est in-

duite par le produit scalaire associé a la base ((é)7 \/% (—1t)) Lorsque t = 0,
on retrouve la norme euclidienne, le produit scalaire usuel ainsi que la base
canonique.

(a) Soit P C E. Supposons P bornée et soit R > 0 tel que P C B (0, R).
On a alors pour chaques a,b € P les majorations

la =0l < llall + (o] < R+ R, d'ou 6 (P) < 2R.

Supposons a présent 6 (P) fini. La partie vide étant bornée, on peut impo-
ser P # (). On évoque alors un p € P, ce qui donne sens pour chaque a € P
aux majorations

llall < llpl| + [la = pl| < ||p|| + 6 (P), d’out le caractére borné de P.

FIG

(b) La borne supérieure § (Z) portant sur un ensemble A plus grand que
Pensemble A? sur lequel porte 6 (A), on a la minoration 6 (A) > 6 (A).
Montrons réciproquement Ve > 0, § (A) < 6 (A) + 2¢, ce qui conclura a la
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majoration § (Z) < 6 (A) et alégalité voulue. Soit donc e > 0, soient «, 3 €
A et soient a,b € A tels que d (a, ), d (b, 3) < &. On a alors les majorations

d(a,p) <d(a,a)+d(a,b)+d(b,B) <e+d(A)+ ¢, ce qui conclut.

(c) Soit B C E et abrégeons d (A, B) := inf2S% d (a, b).
Soient a, € A et b, 5 € B. On a alors les majorations

la+b—(a+pB)| = l(a—a)+@-P)<la—all+I[b-p]
< §(A)+0(B), dou la premiére majoration.

Lorsque E = C normé par le module et A (resp. B) est le segment
reliant 0 & 1 (resp. i), la somme A + B est le carré de cotés 0,1,1 + 4,1,
donc est de diametre v/2 (longueur des diagonales), ce qui est un cas de
majoration stricte.

FIG

Soient par ailleurs ¢,y € AUB. Si c et y tombent dans A (resp. B), la
distance les séparant est majorée par 0 (A) (resp. § (B)), donc par 6 (4) +
0 (B), a fortiori par § (A) + 6 (B) + d (A, B). Supposons a présent (c,v) €
A x B, soit € > 0 et soient (a,b) € A x B tel que d(a,b) < d(A,B) +«.
On a alors les majorations

§(AUB) d(c,y) <d(c,a)+d(a,b)+d(b,7)
§

<
< d(A)+d(A,B)+e+6(B), ce qui conclut

(raisonnement symétrique si (¢,y) € B x A).

FIG

Lorsque A vaut B et contient au moins deux points (soient-en a # b),
la majoration obtenue se réécrit § (A) < 2§ (A) et est stricte car § (A) >
d(a,b) > 0.

On raisonne par dichotomie comme dans ’exo 3b 7 7 ? section Convexité de
Uépigraphe, graphe et cordes chapi convex ???. Soient a,b € A et t € [a,b] : par
dichotomie, on peut évoquer une suite (¢,,) € [a, b]N tendant vers t telle que

t t t
O) = (%) et i € [2,00|[, Fp.q € [0,n][, tn = 220
t1 b 2

Vu la caractére fermé et A et la tendance t, — ¢, il suffit d’établir les appar-
tenances

Vn €N, ¢, € A, ce que nous allons faire par récurrence forte.

Puisque {tg, %1} = {a,b} C A, on a bien les appartenances ci-dessus aux rangs 0
et 1. Soit ensuite n € [2, 00| tel que Vi € [0,n|[, t; € A et soient p,q € [0,n|]
tels que t,, = t";—tq (permis par construction de la suite dichotomique) : on a

alors ’appartenance t,, = % € # CA, cq fd
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Sanity check : retrouvons le résultat de ’exercice mentionné. Soit f continue
sur I. Son épigraphe £ est alors fermé (preuve pédestre), donc sa convexité se

V(I, bel a > f (a’) a’+b a+b
Vo' b € R’ { v > f(b) == 3 Zf(T)aou

encore Va,b € I, f(%42) < %ﬂ’(b).

rééerit % C &, i e

(a) Abrégeons (V) = (ZZ) et notons U et V les périodes respectives des
suites u et v. Soient A,y € Z tels que AU + puV =1 (légitime car U et V
sont premiers entre eux). Si Ay > 0, le membre de gauche est alors ou bien
négatif (cas A, p < 0) ou bien minoré par 2 (car A, u, U,V > 1), ce qui est
absurde. Nous pouvons donc, quitte & échanger (K) et (Z), imposer A >
0 > p. On a alors pour chaque naturel n les égalités

u est v est AV —|p|lU=1
- Un+ AU et Un+1 /Un+1+|u|V = Un+\U,

U =
V-périodique

" =
U-périodique

d’otu les majorations

|tn+1 = vn| = [Uniav = vnpav| < Jlu—of| < flu— L + | L = o],

ce qui permet de majorer |L, 11 — L, | par

| L1 — Uns1|+ |tns1 — vn] +on — L] < 2| — L||+2|jlu — L||, c. ¢ f. d.
——

<L —ull Slu—=Lil+|IL—v]|  <|lv—L]|
(b) Soit T € N, notons 7 l’espace des suites scalaires T-périodiques,
solent @ € TN et £ € E tels que "a — £. On peut alors & n € N

n—oo

fixé et pour chaque naturel N majorer |{,,. 7 — £,| par

|€n+T - Nan+T| + |Nan+T - Nan| + |Nan - Zn} < 2 HNGJ - ZH )
———

<||[£— Nal| =0 car Na est T-périodique <|[Na—£| — 0 car a—¢
N—oo

d’ont la nullité de |€, 17 — €y], i. e. Végalité £, 7 = £,, laquelle conclut a
la T-périodicité de 4.

Autre solution, expéditive (nécessite de connaitre la continuité des ap-
plications linéaires — ¢f. chp ?? 7). Pour chaque naturel n, notons ™§ ’éva-
luation en n, qui est une forme linéaire sur E continue (car 1-lipschitzienne).
Pour chaque n € N, le noyau de la forme linéaire continue "§ — "+7§ est
alors fermé, donc l'intersection 7 de ces noyaux est fermée.

(c) Si pour chaque naturel N on peut trouver deux naturels p,q > N
vérifiant ’hypotheése de la question 8a, le membre de droite 2||Pa — L|| +
2||% — L|| pourra alors étre rendu aussi petit que souhaité dans R* vu la
tendance ||"a — L|| e 0, donc le membre de gauche ||(Ln41 — Ln), eyl
sera nul, d’ou la constance de la suite L et son caractére périodique.

Supposons donc le contraire et soit N un naturel tel que pour chaques
naturels p,q > N les périodes des suites Pa et ?a ont un diviseur com-
mun autre que 1, notons T la période de Na et appelons D I’ensemble
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des diviseurs de T autres que 1. Remplacer ¢ par N donne alors sens a
Papplication

[N,oo|[ — D
n — p.g. c. d. deT et de la période de "a

L’ensemble source étant infini et celui but fini, il y a une valeur d € D at-
teinte une infinité de fois, d’ou une extractrice z telle que la suite *(™gq
soit d-périodique pour chaque naturel n. La suite L = lim, .o, *™a
adhére par conséquent a l’ensemble des suites d-périodiques, lequel est
fermé d’apres la question 8b, donc est périodique.

REMARQUE — Le résultat ne tient plus avec les fonctions périodiques (de source R).
N  cos %
n=1 27 :|

On pourrait en effet montrer que la limite uniforme limy_ o [t — >
fait sens et et n’est pas périodique (I'image de 0 n’est atteinte qu’en 0, chaque
cosinus devant valoir 1).

(a) Soit m € [0,n[] et notons v 'application f — >0, [f0=1 (s;)| +
S Ni ( f(i)). Il est aisé de vérifié la positive homogénéité de v ainsi
que ses comparaisons triangulaires. Montrons d’autre part par récurrence
que v sépare les points. Soit f € C™ (S, K) annulé par v et, pour chaque a €
[0,m]|], notons E, I'égalité f(*) = 0. La nullité de N,, (f(m)) livre 1’éga-
lité E,,. Soit par ailleurs a € [1,m]|] tel que E, : I'application f(@~=1 fait
alors sens, est constante (car de dérivée nulle) et est nulle en s, (nullité
du a-iéme terme de v (f)), donc est nulle, d’ott E,_1. Il en résulte Ey par
récurrence descendante, c. ¢q. f. d..

i. On utilisera la majoration ||¢|| . < L||¢'||., + |¢ (0)] établie dans
le cours (cf. exemple 3 section 2.1) pour chaque ¢ € C* (S, K) et pour
chaque o € S.

Soit i € [0,n|[ et notons g := f@). Pour chaque a € [0,n — il],
notons M, la majoration

lglloe < L ||

a—1
T ZOLJ ‘90) (5i+j+1)‘
-7:

et montrons Va € [0,n —i|], M, par récurrence, d’ou il résultera M, _;
comme souhaité.

La majoration M, s’écrit ||g|| < L° Hg(o) HOO—I—O7 ce qu’on a (avec
égalité).

Soit a € [0,n —i|[ tel que M,. Puisque g(® = (@9 est alors de
classe M! (I'exposant a + i vaut au plus n — 1), il fait sens d’utiliser
la majoration rappelée ot 'on a remplacé (¢, o) par (g(“), 57;+a+1), ce
qui donne (apreés multiplication par L%)

Le (a)

S La+1 Hg(a+1) H + e
0o

g gt (Sa+i+1)‘ :

oo

Ajouter Z?;& L Ig(j) (si+j+1)]| et utiliser M, livre alors Mqy1, c. ¢. f. d.
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10.

ii. Soit m € [0,n|] et ajoutons les majorations précédentes lorsque %
décrit [m,n|]. Le membre de gauche obtenu est celui de la majoration
attendue. Le membre de droite obtenu est la somme de deux termes
que 'on majore comme suit : d’une part

n n
Z Ln_i f(n) — <Z Ln—1> Hf(n) < C Hf(n) ’ dautre part
i oo : 00 o
i=m —
G st n—1
LJ ’ 'L+j) reparamétrage LJ ‘ k ) ‘
127:” JZ:O f 3 +J+1) a i+j=:k constant Z Z f Sk—i-l
n! k n—1
= Z L ‘f(k) (3k+1)‘ SCZ ‘f(k) (Sk+1)‘.
k=m 7=0 —
—
<C

On obtient apres addition le membre de droite de la majoration voulue.

iii. Pour chaque m € [0,n[], notons vy, lanorme f — "7 | F0=1 (s;)]|+
S [ Soit a € [0,n[]. La majoration obtenue a la ques-
tion 9(b)ii en remplagant m par a puis en ajoutant la majoration 7 | f(~Y
S Cl Y| (valide car C > LO = 1) s'écrit alors v (f) <
Cvy, (f). Vu par ailleurs les majorations

Z\f“ D (i) + Z‘f” (0| + |||
o Mg

<||f(3)||

< S]] =i

nous pouvons affirmer 'encadrement v, < v, < Cv,, ce qui montre
que la norme v, est équivalente a v,,, d’ott la conclusion. (Sanity check :
lorsque n = 1, on retrouve I’équivalence de ’exemple 3 section 2.1.)

REMARQUE — Nous retrouverons au chapitre??? (critére? 7 ?) le fait que
la convergence pour la norme v implique celle pour v.

(c) Montrons que la réponse est non en général. Imposons n = 1, § =
[0,1], s1 =1, N = f > maxcjo,1) [(1 — t) f (t)] (il s’agit bien d’une norme

d’aprés lexercice 7?7 ?), soit ¥ € N* et notons P le mondéme X”. On vé-

rifie alors le polynome (1 — X)P a une dérivée du signe de -*~ — X
v+1 ’

v < 1 1 1 .

1 ou il vaut T—HT%)U u:oo e on en

déduit (remplagant v par v — 1) les égalité et tendance N ((1 — X) P’) =
vi(l- %)V_l — e~ 1l en résulte les tendances N (P) + N (P') —
V—0Q0

v—00

0+etet |P(s)+ N(P) — 1+ e ! aux limites distinctes, d’ot la
V—0Q0
non-équivalence des normes f — N (f)+ N (f') et f— |f (s)|+ N (/).

donc est maximal sur S en

Notons S := {a € K" ; [lal|, =1} la sphére unité de K" pour la norme

d’indice p et omettons parfois de préciser 'indice ¢ afin d’alléger les écritures.
Soient a,b € M, (K).
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Notons N D'application considérée et montrons — sans hypothése addition-
nelle — qu’il s’agit d’une norme (d’espace vectoriel). Soit A € K. On a déja

les égalités N (Aa) = sup [|(Aa) v = sup |A| [|av]] " |Asup [lav]| = |A| N (a) .
vES vES vES

Supposons par ailleurs N (a) = 0, i. e. sup,cg|lav|] = 0. L’application v —
|lav|| est alors nulle sur S, donc l'application v +— av aussi, ce qui s’écrit S C
Kera. Or la sphére S inclut une partie génératrice de K™ (en évoquer une base
dont on unitarisera les vecteurs), d’out la nullité de la matrice a vue comme
endomorphisme s’annulant sur une partie génératrice. On conclut en majorant
awv €S fixé ||(a+b)v| par

lav + bo[| < [[av]| + [[bv]| < sup [|aul| + sup [|bu] = N (a) + N (b) .
u€eS u€eS

Supposons N sous-multiplicative, notons © la matrice remplie de 1 et
soit v € S. L’image ©Ov vaut alors (., v;) (1,1,...,1), donc est de norme

n
D v
i=1

Or la moyenne = "% | |v;| d’ordre 1 est majorée par celle {/ LS uil” dordre p

(car p > 1), a savoir (vu I'égalité [|v||, = 1) par % (avec égalité ssi les |v;| sont

= . avec égalité si les v;
00, =[S0 1L Lo D, < Sl 0
i=1

sont de méme signe).

égaux). Finalement, on peut majorer
n (1,1,...,1)
1©el, <n et
Un In
Pour conclure, on observe que la matrice 6 := % est idempotente, d’ou les
majorations N (6) = N (02) < N (8)? et (car § # 0) la minoration N (§) > 1,

Coy, .1 1
ce qui s’écrit ns > nr, i. e. % > % (car n > 0), ou encore p > q.

q,

T =

©
avec égalité si v = , d’ot I’égalité N <> =nir.
n

Supposons réciproquement p > ¢ et soit v € S. Si bv est non nul, fait alors
sens la majoration

bv
P

b0,

laboll, =

[bv]],, < sup [lau] [[bv]|, = N (a) [|bv]], ,
q u€es

laquelle sinon reste valide (elle s’écrit alors [|a0[[, < N (a)[|0]|,,, i. e. 0 < 0).
Il suffit donc pour conclure de majorer [[bv][, < N (b). Abrégeons w = bv.
L’hypothése p > ¢ revenant & la concavité de Iapplication f :=t — t%, cette
derniére est sous-additive d’apres un exercice (chapitre???), ce qui permet de
majorer

n v n » f sous-additive
ol = ¢ Do fwil” = 3 £ | D =

i=1 i=1 et t— ¥t croit

"

Q

= {2 lwil” =], = b, < sup [bullg = N (b) -
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