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1 Segments, parties étoilées, parties convexes, ba-
rycentres

Soit E un R-espace vectoriel, soit A une partie de E.

Définitions (segment, partie étoilée, partie convexe)

Soient a,b € E. On appelle segment d’extrémités a et b la partie'

[a, 0] := {a +p a_)b} ={(1—p)a+pb},cp-

nelo,1]

Soit a € A. La partie A est dite étoilée en a lorsqu’elle inclut chaque segment
d’extrémités a et un élément de A.
FIG

La partie A est dite étoilée lorsque qu’elle est étoilée en l'un de ses points :
A étoilée &5 30 € A, Va € A, [a,0] C A.
La partie A est dite convexe® lorsqu’elle est étoilée en chacun de ses points :

déf,
A conveze &L Va,a € A, [a,a] C A.

FIG

REMARQUES — Soient a,b € F.
e Le segment [a,b] contient ses extrémités a et b (correspondant resp. & u = 0
et p=1):
{a,b} C [a,b].

-

e Quand a = b, on a pour chaque réel p les égalités a + pab=a+ p0 =a+0 =
a, d’ou linclusion [a,a] C {a}, ce qui montre avec la remarque précédente que le
segment [a,b] se réduit a un singleton :

[a,a] = {a}.
0,11 = [0,1]

: e 1t livre I’égalité

e Reparamétrer [a,b] a I'aide de la bijection { [

des segments
[a,b] = {da+ (1 —N) b})\e[o,l} =[b,a].

e Lorsque E =R, il pourrait y avoir confusion entre?
le segment ordonné {t € R; a <¢ < b} et le segment convexe {Aa+ (1 —A)b} i -

Montrons leur égalité lorsque a < b.

1 Rappel : on a noté a_l; =b—a.

20n dit aussi d’une telle partie qu’elle est stable par passage au segment.

3Quand a > b, seul le contexte permettra de savoir si le segment [a,b] est vide (car ordonné) ou
non (car convexe et valant alors [b, a]).



La fonction A ¥ Aa + (1 — A)b décroissant contintment de b & a, elle atteint
(par le théoréme des valeurs intermédiaires) chaque réel ¢ tel que a < t < b, d’ou
Iinclusion C.

Soit par ailleurs A € [0,1] : 'encadrement ¢ < Aa+(1 — A) b < b équivaut alors aux
comparaisons (1 — A)a < (1 —X)b et Aa < Ab, lesquelles s’obtiennent en multipliant
celle a < b par les réels positifs 1 — X et A resp., d’ou I'inclusion D.

e Chaque convexe est étoilé ou vide (passage de V a 3).

e En termes de lois "parties", la partie A est convexe ssi

VAe[0,1], MM+ (1-NACA.

On peut d’ailleurs remplacer 'inclusion C par une égalité vu que l'inclusion réci-
proque D est toujours vérifiée, chaque point a € A s’écrivant a = Aa + (1 — A\) a pour
chaque X € [0, 1].

e Chaque énoncé de la forme* P (X, 1 — \) quantifié¢ sur A € [0,1] peut se ré-
écrire P (A, ) ou lon quantifie sur les couples (2) € [0,1] de somme 1. Nous pré-
férerons dans ce cours cette réécriture o A et p sont souvent interchangeables. Par
exemple,

on a légalité [a,b] = {\a + ub}i,';‘g(){l] et

A est convexe ssi VA, u € [0,1], A+ p=1= AA+ pA = A.

e Cllture hors programme : lorsqu’un musée est étoilé, il est théoriquement pos-
sible pour un visiteur doué d’une vue percante de contempler toutes les ceuvres du
musée depuis un méme point (ou il pourra s’asseoir). Un théoréme de Mark Alexan-
drovich KRASNOSSELSKY (publié en 1946 dans le Recueil Mathématique de la Société
mathématique de Moscou) affirme qu’il suffit pour cela, lorsque le musée est plan, que
chaque trio d’ceuvres soit visible depuis un méme point (pas forcément le méme selon
le trio). La lectrice et le lecteur pourront a ce sujet consulter avec profit les ouvrages
de géométrie de Michel BERGER.

Exemples

1. Les convexes de R sont ses intervalles (théoréme de premiére année).

2. Est convexe chaque singleton, chaque segment, chaque triangle/carré/disque
plein, chaque tétraedre/cube/boule plein(e), chaque demi-plan/demi-espace.

3. Dans ces exemples précédents, retirer le "bord®" de la partie convexe considérée
conserve sa convexité (par exemple, est convexe chaque intervalle ouvert, chaque
disque ouvert, chaque demi-plan ouvert).

4. Sont convexes I'espace total E et la partie vide ().

5. Les endomorphismes nilpotents de E forment une partie de L (E) étoilée en
I’endomorphisme nul.

6. N’est convexe aucun cercle de R? (& moins d’étre de rayon nul), aucune sphére
de R? (sauf a étre réduite a son centre).

4La lettre P désigne ici un prédicat binaire, i. e. une expression a deux symboles "libres". Pour
chaques symboles Q et &, la notation P (O, &) abrége 'expression symbolique obtenue en remplagant
dans P le premier symbole libre par © et le second par é.

5Cette notion de "bord" sera formalisée au chapitre ? ? 7evnl.



7. Pour chaque naturel n, la matrice identité et les matrices des transvections
forment une partie de M, (R) étoilée en I,,.

8. La réunion des arétes de chaque carré (de coté non nul) n’est pas convexe, de
méme pour® la réunion des arétes de chaque triangle (3 moins d’étre aplati) et
pour la réunion des faces de chaque cube (sauf cas d’un singleton).

Montrons a titre d’exercice que la convezité est stable par intersection (non néces-
sairement finie).

Soit (Cj),c; une famille de convexes de E, soient c,d € [);c; Ci et soient A, p €
[0,1] de somme 1. Puisque le point Ac + pd reste pour chaque ¢ € I dans C; par
convexité de ce dernier, il tombe dans 'intersection des C;, c. q. f. d.

En revanche, la convezité n’est pas toujours préservée par union : par exemple, la
réunion de deux singletons/disques disjoints n’est jamais convexe.

Montrons également qu’est convexe la réunion de chaque suite croissante de parties
convezes.

Soit (Cp),,cn une telle suite, soient ¢, d € |J,,c Cn, soient p,q € N tels que (c,d) €
Cp x Cy et soient A, € [0,1] de somme 1. En notant m := max {p, ¢}, les comparai-
sons p,q < m et la croissance de la suite évoquée livrent les inclusions Cp, Cy C Gy,
donc ce dernier (qui contient les points ¢ et d) contient le barycentre Ac + ud, lequel
tombe par conséquent dans J,,cy Cr-

Définition (barycentre)

On appelle barycentre’ de A toute combinaison linéaire de points de A dont la
somme des coefficients vaut 1.

REMARQUES

e Chaque segment est formé des barycentres a coefficients positifs de ses deux
extrémités.

e Lorsque E = R, on peut expliciter ces coefficients & ’aide, d’une part, des
extrémités du segment considéré et, d’autre part, du barycentre considéré : on a en
effet pour chaques réels® m, a, M 'implication

M —a a—m

M = M.
m < —a M—mm+M—m

(ces coefficients ont été intuités en résolvant 'équation a« = Am+(1 — \) M d’inconnue
réelle \).

e Lorsque les poids d’un barycentre sont égaux, on parle d’zsobarycentre ou de
centre de gravité. Par exemple, I'isobarycentre de chaque couple de points est le
milieu du segment les joignant et (sanity check justifiant la terminologie) le centre de
gravité de chaque triplet de points est le centre de gravité du triangle qu’ils forment.

e Etymologiquement, barycentre signifie « le point ou les charges sont équili-
brées » : barus = chargé/pesant, kentron = aiguille/pointe (I’équilibration est sous-
entendue).

6Retenir qu’'une figure "en fil de fer" n’est (presque) jamais convexe.

T Culture : on parle aussi de combinaison affine. Lorsque les coefficients sont en outre positifs,
on parle de combinaison conveze.

8m comme « minimum », M comme « maximum »



e FEn mécanique, une tige de masse négligeable devant celles de ses extrémités
tenue par le barycentre de ces derniéres sera en équilibre :

FIG

De méme, une tige de masse totale 1 aura pour centre de gravité le "barycentre
continu"

/ omp P ou dmp désigne la "masse infinitésimale" du point P.
Pec tige

Plus généralement, si A dénote la densité linéique de la tige, on aura en tout point P
de la tige 'égalité 6mp = Ap 8¢p, d’otl le centre de gravité?

fPe tige P Ap olp ou 0fp désigne la "longueur infinitésimale"
fPe tige Ap 60p du point P pensé comme "bout de tige".

On aurait des formules analogues en dimension 2 et 3 en remplagant « linéique » par
« surfacique » ou « volumique ».

e La barycentration posséde une trés utile propriété d’associativité. Soient p, q €
N*, soient a € EP et b € 9, soient A € R? et u € R4T! chacun de somme non nulle.
L’égalité

P a P q
o (Z Wi) + > b= (poAd) ai+ ) wb;
i=1 j=1 J=1

i=1

énonce alors une égalité entre un barycentre & g+ 1 points (le premier point étant lui-
méme un barycentre & p points) et un barycentre a p + ¢ points. Cette propriété peut
par exemple servir pour démontrer que les trois médianes d’un triangle se rencontrent
en son centre de gravité. Elle permet également de raisonner par récurrence (comme
dans la proposition suivante).

Proposition (convexité & barycentres)

La partie A est convexe ssi elle est stable par barycentration & coefficients positifs.

Démonstration

Le sens réciproque est immédiat vu que chaque point d’un segment de A est un
barycentre de deux points de A a coefficients positifs (A et 1 — X\ pour un certain A €
0,1]).

Imposons maintenant A stable par passage au segment. Pour chaque naturel n > 1,

notons B,, ’énoncé!®

Vaec A"+ .
V)\ERi R Z;)\Z—1:>Z;>\Zal€z4

et montrons Vn € [2,00|[, B, par récurrence (B est trivial).
L’énoncé Bs équivaut & notre imposition.

9Lorsque A est somme de deux "DIRAC" en chacune des extrémités de la tige, on retrouve un
barycentre discret.
10L’énoncé B, énonce la stabilité de A par barycentration de n points a coefficients positifs.



Soit n € [2, ool[ tel que B,,. Soient a € A"+ et A € R tel que Ao+ 1, \i = 1.

Si Ag = 1, la somme A := 221:1 A; est alors nulle et la positivité des A; impose Vi €
[1,n], A; = 0, de sorte que le barycentre Y. j \;a; se réduit a Agag = ag et reste
bien dans A.

Dans le cas contraire, la somme A est non nulle, donc le barycentre 3 := >, %ai
fait sens et reste dans A d’aprés B, donc le barycentre Agag + AS reste dans A
d’aprés By ; or ce dernier barycentre vaut

n Al n
Xoag + A <Z Am) = Z)‘iai’ ce qui conclut & Bj41.
i=1

=0

Exercice d’application

On appelle enveloppe convexe de A I’ensemble de ses barycentres & coefficients
positifs. On la note

Conv A := {Z)‘iai ; n e N¥, ;gﬁn , Z)\i:1},
+

i=1 i=1
a. Montrer linclusion

A C Conv A avec égalité ssi A est conveze.

b. Soit n € N. Trouver une partie de R"*! de cardinal n + 1 dont I’enveloppe
convexe vaut la partie

{AeRTl IPPY 1},
=0

Que peut-on en déduire ? Faire le lien avec des exemples du cours.

a. Chaque point de A étant barycentre de lui-méme affecté du poids 1, on a
Iinclusion A C Conv A.

La partie A étant convexe ssi elle est stable par barycentration a coefficients
positifs, sa convexité revient par définition & I'inclusion réciproque Conv A C A,
d’ou le cas d’égalité quand A est convexe.

Montrons que Conv A est convexe : on en déduira la convexité de A lors-
qu’il y a égalité A = Conv A. Soient donc A, u € [0,1] de somme 1, soient ¢,d €

Y e RP AP
(Conv A), soient p, g € N*, soient % E Ez chacun de somme 1 et soient (g E Aa

c=Y" Na; .
tels que =170 e barycentre Ac + ud s’écrit alors
d { d= 23:1 115b; Y :

P q p q n
Ac+pd = A (Z )\ial) + i Z,ujbj = Z (A\) GH—Z (uuj) b = Zukek
i =1 k=1

i=1 j=1 i=1 j=



ou l'on a défini n :=p + q,

Lonf] — R,
v o= i . { A\ si k <p et
Pbig—p 81K >p
[L,n]] — A
e = arp sik <p
o= { by—p sik > p

Puisque chaque point e, tombe dans A et que la famille v a pour somme
n p n p q
Dovk=D vkt D vk=D vit ) v
k=1 k=1 k=p+1 i=1 j=1

=1 =1
—~N = —~

p q p q
=D MY =AY N py =1,
i=1 j=1 i=1 j=1

J=

=At+p

le barycentre \c + ud = ZZ:1 viey reste bien dans Conv A, c. q. f. d.
REMARQUE — On montrerait aisément que ’enveloppe convexe de A est la
plus petite partie convexe le contenant (description "externe" : intersection des
convexes de F incluant A). C’est donc l'analogue en convexité du sous-espace
vectoriel engendré en théorie vectorielle. On pourra ainsi montrer qu’une partie
donnée est convexe en en exhibant un ensemble dont elle est I’enveloppe convexe.

Notons'! A la partie considérée et notons A la partie de R™*! formée par
les vecteurs de sa base canonique.

FIG

Soit § € A. En décomposant 6 selon la base canonique de R™!, on voit
que ¢ est combinaison linéaire de points de A a coefficients positifs et de somme 1
(car les coordonnées de § sont positives et de somme 1), d’ou 'appartenance § €
Conv A et l'inclusion A € Conv A.

Soit ¢ € Conv A, soit p € N* et soient AERL tels que { i hi=1

’ a € AP c=>" Na;
Chaque \;a; étant & coordonnées positives, la somme Zle \;a; = c est & co-
ordonnées positives. L’application "somme des coordonnées" étant par ailleurs
linéaire et valant 1 en chaque point de A, Pappliquer en ¢ = >¥_| X\;a; montre
que la somme des coordonnées de ¢ vaut > -_; A\;1 = 1, ce qui conclut a I'ap-
partenance ¢ € A et a 'inclusion Conv A C A.

Nous déduisons de ce qui précéde la convexité de'? A. Lorsque n < 3, on
retrouve quatre des exemples du cours : point, segment, triangle plein, tétraedre
plein.

Culture hors programme : lorsque E = R"™, un théoréme de Constantin CA-
RATHEODORY (publié en 1907 dans les Mathematische Annalen) affirme que

11T,es dimensions 2 et 3 motivent la notation A en forme de triangle.
12 Culture : ce convexe s’appelle un simplexe de dimension n.



chaque point de Conv A est barycentre d’au plus n + 1 points de A a coeffi-

cients positifs (regarder par exemple le cas ou A est un carré). Un théoréme de
Mark KREIN et David MILMAN (publié en 1940 dans la revue polonaise Stu-
dia Mathematica) généralise par ailleurs le fait "intuitif" que chaque polygone
convexe est enveloppe convexe de ’ensemble de ses sommets.

2 Fonctions convexes

Le cours de premiére année étudiait les fonctions préservant les barycentres, i. e.
les combinaisons affines (fonctions justement dites affines). Concernant la convexite,
préserver les barycentres a coefficients positifs ne s’avére guére plus intéressant. En
revanche, lorsque ’espace but est ordonné, par exemple réel, il se révele pertinent
d’étudier les fonctions par lesquelles 'image de chaque barycentre a coefficients posi-
tifs est plus petit que le barycentre des images associées : le programme qualifie ces
fonctions de "convexes" et se restreint au cas ou ’espace but est R.

On évoque pour toute cette partie un convexe de R, i. e. un intervalle réel, noté I,
et une fonction f: I — R.

2.1 Convexité de I’épigraphe, graphe et cordes

Proposition — Définition (épigraphe, fonction convexe/concave, compa-
raisons de Jensen)

Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Est une partie convexe'® de R? I’épigraphe de f défini par l’ensemble des
couples (i,7) € I x R tels que j > f (i) ;
FIG : épigraphe d’une fonction

2. pour chaques points a,b € I et pour chaques réels A\, € [0,1] de somme 1, on
a la comparaison'?

fa+pb) < Af (a) + pf ().

3. Pour chaque naturel n € N*, pour chaque n-uplet @ de points de I et pour

i
chaque n-uplet \ de réels de [0,1] de somme 1, on a la comparaison'®

f(Mar 4+ Xoag + -+ Apayn) < A f(a1) + Xof (az) +--- + A f (an) -

13 est ce point qui motive le qualificatif conveze attribué a un tel f.

M Définition officielle de la convexité de f.

15Ces comparaisons éponymes furent publiées en 1906 par Johan JENSEN (prononcer yéne-céne)
dans la revue Acta Mathematica.



Lorsqu’une des conditions ci-dessus est vérifiée, la fonction f est dite conveze.

L’application f est dite concave si —f est convexe, i. e. si l'on a les comparaisons
ci-dessus dans l’autre sens.

Pour chaque intervalle T C I, la fonction f est dite convexe sur I (resp.
concave sur T) lorsque la restriction fiz est convexe (resp. concave).

Démonstration

al

3=—2 Cas particulier n = 2 (remplacer (az) par (Z) et (;\;) par (2))

2=—1 Soient (;ﬁ) et (lf’,) dans I’épigraphe de f, soient A\, pu € [0, 1] de somme 1.
On a alors les comparaisons

A,u>0
fa+pb) <Af(a) +puf(b) < X +ub,

ce qui montre que le couple (/\);‘fizg,) = )\(5,) + u(;’,) est dans 1’épigraphe de f,
c. q. f d

1=—3 Soit n € N*, soit a € I™ et soit A € [0,1]" de somme 1. Le point (f&;))

étant pour chaque i € [1,n|] sur I'épigraphe de f, cet épigraphe contient par convexité

le barycentre
- ) a; _ S Aia
;)\l< f(ai) ) B ( > ;\if(ai) >’

donc 'ordonnée de ce dernier point majore (par définition de ’épigraphe de f) l'image
par f de son abscisse, c. ¢. f. d.

Ezemples

1. Chaque fonction affine est convexe et concave ; réciproquement, chaque fonction
convexe et concave est affine. Cet exemple correspondant au cas d’égalité dans
les comparaisons de JENSEN, on observera en conséquence qu’

ajouter une fonction affine n'altére pas le caractére convexe (resp. concave).
FIG

2. La fonction "norme" ¢ — [t| est convexe sur R vu pour chaques réels a, b et pour
chaques réels A, pu positifs les comparaisons

comparaison A
Ma+pb| < |Xal+ b = |Alla] + |l b]

triangulaire

1420
= Na| + p|b] .

FIG

3. Soient a < B deux réels. Montrons que la fonction x caractéristique de la
paire {a, 8} est convexe sur le segment [« 3] :

FIG



Soient a < b dans [«, 3] et soient A, u > 0 de somme 1. Le réel Aa + ub est alors
un barycentre non trivial de a et b, donc tombe dans Ja,b] C Ja, [, d’ou les
égalités et comparaison

A,u>0
XAa+pb) =0=X0+p0 < Ax(a)+px(®).
0

X

Il reste & établir la comparaison ci-dessus sans les hypothéses a < bet A\, u > 0 :
la remarque suivante montre que cela est en fait inutile.

REMARQUES

e Sia =0, la comparaison du point 2 s’écrit f (a) < f (a), ce qu’on a. De méme,
si {\, u} = {0,1}, cette comparaison s’écrit f (a) < f(a) ou f(b) < f(b), ce qu'on
a. On pourra donc, pour montrer la convexité/concavité de f, se restreindre aux
cas A\, €]0,1[ et a # b, voire a < b quitte a échanger les couples (i) et (E) :

= f(Aa+ pb) < Af (a) + pf (b).

. Va,bel a<b
f conveze ssi

YAp>0" ) A+p=1

e Imposons f convexe et soit S un segment inclus dans I. L’épigraphe de f|g
est alors I'intersection de I’épigraphe de f (qui est une partie convexe) avec la partie
convexe S x R, donc est convexe, i. e. fis est convexe. Réciproquement, si f est
convexe sur chacun des segments de I, en évoquant une suite croissante (.S, ), oy de tels
segments dont la réunion vaut'® I, 'épigraphe de f vaudra alors la réunion croissante
des épigraphes (chacun convexe) de f|g,, donc sera convexe. Par conséquent :

f est convexe sur lintervalle I ssi elle ’est sur chacun de ses segments.

e Soient a < b dans I. Observer que I'application

b—t t—a
t= (A ) = (b—ab—a>

réalise une bijection de [a, b] sur le segment ¥ de R? formé des (2) € [0, 1]2 de somme 1
(de réciproque (2) — Aa + pb). Ce reparamétrage permet d’affirmer 1’équivalence
V() €5 F(atub) < Af(a) +uf (0)] == Vi€ [a,b], £ (1) < Af (@) + e f (B).

Or le membre & droite A, f (a) + p,f (b) est affine en t et coincide en a et b avec!” f,
donc a pour graphe (lorsque t varie) la corde du graphe de f reliant les points ( f(aa))

et ( fé’b)). Par conséquent :

f est convexe sur I ssi, pour chaque segment S C I,
le graphe de f|s est en dessous de la corde reliant ses extrémités.

FIG
16Par exemple 10, 00[ = U, e+ [%7”]
17Observer les égalités (2“) = ((1)) = (iz)
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e Mnémonique. Imposons f convexe ou concave : comment trancher ? Elle sera
conVexe si son graphe est en forme de V, concAve si'® son graphe est en forme de A :

FIG

e Pour une fonction convexe, la comparaison de JENSEN s’énonce (de fagon tres
abusive)

limage du barycentre est sous le barycentre des images.

FIG

A T'aide du graphe de la fonction considérée, de la mnémonique précédente et de
I’énoncé (abusif) ci-dessus, il devient impossible de se tromper dans le sens des com-
paraisons définissant une fonction convexe ou concave.

Les exemples a suivre devront convaincre graphiquement en attente d’une preuve
formelle & venir (cf. section 2.3).
Ezxemples

convexe sur R_ si n est pair

1. Pour chaque naturel n, la fonction ¢ — t" est convexe sur R, . . .
concave sur R_ si n est impair

et les deux (7. e. affine) ssin € {0,1} :
FIG

convexe si a > 1
concave si a € [0, 1]
On a de méme la convexité sur R de la fonction £ — t% dés que a > 0 :

2. Pour chaque réel a > 0, la fonction t — t* (définie sur R ) est

FIG

3. Attention : le domaine de définition R* de la fonction « inverse » n’étant pas
convexe, ni la convexité ni la concavité de cette fonction ne font sens. En re-
R%*  — R%L

t — %

vanche, on peut tout a fait affirmer la convexité de { et la

R* — R*
t — 1

concavité de {
T

FIG

4. L’exponentielle et le cosinus hyperbolique sont convexes sur R, le logarithme est
concave sur R7 :
FIG

5. La fonction'® ¢+ tInt (prolongée par 0 — 0) est convexe sur R :

FIG

18 Attention, les réciproques sont généralement fausses : le graphe de la fonction convexe exp n’est
pas en forme de V.
19 Culture hors programme : cette fonction intervient dans les définitions usuelles de 1’entropie.
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6. La fonction cos est concave sur [—g, g], la fonction sin est convexe sur [—, 0]
et concave sur [0, 7] :
FIG

En particulier, le graphe de sin est au-dessus de sa corde sur [O, g} , ce qui s’écrit

RlES

Vo € [0, g} 2 <ino.

7. Les fonctions th, arctan et argsh sont concaves sur Ry (et convexes sur R_), la
fonction argch est concave sur [1,00] :

FIG

8. La fonction tan est convexe sur [0, 3 [, la fonction argth est convexe sur [0, 1],

les fonctions arcsin et arccos sont resp. convexe et concave sur [0, 1] :

FIG

9. Soit z € Z. La fonction "partie entiére" est convexe sur [z, z + 1] et concave (car
affine) sur [z, z 4+ 1] mais n’est ni convexe ni concave sur aucun intervalle ouvert
contenant z vu pour chaque € € 0, 1] les comparaisons strictes

lz—e]+lz+e] (z-1)+2z 1 B =)+ (z+¢)
5 = 5 —z—2<z—LzJ—{2J et

EETETEINNCES L= S O {(z—smz)J.

2 - 2 2 2
FIG

Exercices d’application

1. Imposons f convexe et soient a < b < ¢ dans I dont les points associés sur le
graphe de f sont alignés. Montrer alors que f est affine sur [a,c].

2. Lorsque f est continue, montrer qu’elle est convexe sur I ssi elle est convexe
sur Uintérieur®® I.

3. Imposons [ continue. Montrer alors l’équivalence

f convere <= Va,b e I, f(a—Qf—b> < f(a);‘f(b)'

20 Rappel : Iintérieur I de Iintervalle I est défini par ce dernier privé de ses éventuelles extrémités.

12



1. Notons ¢ la différence?' entre f et la fonction affine qui coincide avec en a
et en c : il s’agit de montrer la nullité sur [a, ] de la fonction §. Pour cela, on
montre qu’elle est nulle sur [a, b] et nulle sur ]b, ¢] (elle est déja nulle en b d’apres
Ihypothese de colinéarité).

FIG

Soient donc = € [a,b] et y € |b,c]. Le point b est alors un barycentre non
trival de x et y, mettons b = Ax+ py pour certains réels \, u strictement positifs
de somme 1. On a alors les comparaisons

§ convexe

Ap>0
0=60b)=0(Az+py) < Xo(x)+po(y) HS A0+ 10 =0,

d’ou égalité partout, ce qui impose les égalites \o (z) = 0 = ud(y), d’ou
(puisque A # 0 et p # 0) les nullités de 6 (z) et 6 (y), c. ¢ f. d.

2. Le sens direct étant trivial (sans hypothése), imposons f continue sur 1
et convexe sur I. Soient a,b € I. On peut alors approcher a et b par des

S g . (a\ _ (lima, —7_> N
points intérieurs de I, mettons (b) = (lim bn) pour certaines suites @, b € I".
Soient A, p € [0, 1] de somme 1. La convexité de f sur I livre alors les comparai-
sons Vn € N, f (Aap, + pby) < Af (an) + wf (bn), lesquelles donnent aprés pas-
sage a la limite (et en utilisant la continuité de f) la comparaisons f (Aa + ub) <
A (a) +pf(b), c. g f d

REMARQUE — L’exercice 3 permettrait d’alléger un peu la rédaction en
imposant \ = % = i
3. Le sens direct étant immédiat en utilisant des isobarycentres (remplacer A
et u par %), on peut imposer les comparaisons de gauche. Soient alors a,b € [
et notons ¢ la fonction affine?? coincidant avec f sur {a,b}. Il s’agit de montrer
la négativité de la fonction § := f — ¢, laquelle vérifie les comparaisons de
Phypothese d’apres le sens direct (et car —¢ est convexe). Nous proposons deux
solutions.

(a) par un maximum. La fonction § est continue sur le segment [a, b],
donc atteint son maximum en un certain m € [a,b] et Pon veut alors
montrer 6 (m) < 0.

FIG
Vu les égalités W =m= W ou I'un des réels 2m—a ou 2m—>b
tombe dans [a, b], on peut écrire m = # pour certains®® «, 8 € [a, b] tels

que 0 (8) =0, d’ou les comparaisons

— —_ )
I’hypothese 2 maximum

(5(m) y (O[ —; B) & vé<riﬁe M 5(m<)cst M

doud(m) <0, c g f. d

21La fonction § (comme « différence ») mesure I’écart entre le graphe de f et la corde de son
graphe reliant les points d’abscisses a et b.

22 comme « affine »

233 comme « borne »
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(b) par dichotomie. Soit t € [a,b] : par dichotomie, on peut évoquer une
suite (t,), ey € I tendant vers ¢ telle que

t t t
<0> = (Z) et Vn € [2,00|[, 3p,q € [0,n]|[, t, = p—; 2,

tq

Vu la continuité de ¢ et la tendance t,, — t, il suffit d’établir les compa-
raisons

vn €N, §(t,) <0, ce que nous allons faire par récurrence forte.

Puisque § est nulle sur la paire {a,b} = {to,t1}, on a bien les compa-

raisons ci-dessus aux rangs 0 et 1. Soit ensuite n € [2,00][ tel que Vi €

[0,n][, 0(t;) < 0 et soient p,q € [0,n|[ tels que t, = % (permis par

construction de la suite dichotomique) : on a alors les comparaisons

§ vérifie hypothése
5<tn)=6<tp;tq> et L) M D0 o ca g

l’llyp;thése 2 de récurrence 2

REMARQUE — Cet exercice posséde un analogue topologique (plus général) :
lorsque E est normé (cf. exoEntr7? ?chap Evnl?7?), chaque partie A fermée
de E est convexe ssi A—gA C A

2.2 Comparaisons de Jensen

Fixons pour cette section
1. un naturel n > 1;
2. un n-uplet @ de points de I ;

_
3. un n-uplet X\ de réels positifs de somme 1.

Rappelons lorsque f est convexe la comparaison de JENSEN :
n n
f (Z )\iai> <Y Nif(ai).
i=1 i=1
Signalons-en au passage une formulation probabiliste simple :

f est conveze ssi, pour chaque variable aléatoire®* X finie sur I,
on a la comparaison f(E (X)) <E(f(X)).

En pratique, ces comparaisons sont utilisées et I'on légitime leur utilisation en
montrant la convexité/concavité par d’autres moyens (que nous verrons, typiquement
la monotonie de la dérivée).

Ezxemples

241 es valeurs prises par X correspondent aux réels a; et les probabilités P (X = a;) correspondent
aux poids A;.
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1. Lorsque I = R* et f =In (qui est concave), la comparaison de JENSEN donne

n n n n n
In Z Aia; | > Z)‘i In(a;) =1In Haf‘i , d’on H af“' < Z)‘iai'
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

La somme Z?zl Aia; s'appelle la moyenne arithmétique des a; (pondérée
par les \;) et le produit [, a* leur moyenne géométrique®.

FIG : sens géom de moy géom de 2 réel>0

1

Quand les poids sont égaux (alors a g), cette comparaison s’écrit

Yarag - a, < Gtetiton | Tieg utile!

Quand n = 2, abréger (p,q) := ()%1, )\%) et (A,B) := ({/’ ay, ﬁ/ag) donne la
comparaison?f
AP B9
AB< — + —.
p q

2. Imposons I = R* , soient a, 3 € [0, 1] de somme 1 et soit b € R"™. Montrons alors
la, comparaison®’

n n o n B
Zaf‘bf S Zai Zbl .
=1 i=1 i=1

Observer que cette derniére est homogéne en le n-uplet a, au sens ot multi-
plier chaque a; par un méme réel strictement positif donne une comparaison
équivalente. La somme des a; se retrouvant au passage multipliée par le sca-
laire multiplicateur, on peut sans nuire a la généralité imposer (dans RY) la
valeur de cette somme. Le méme argument pour les b; permet ainsi d’imposer
les égalités > 1" a; =1 =" b; et on en déduit alors®® les comparaisons

=1 =1
n LB comp. arith.-géom. n n n
> ath; = D (aa;i+Bbi) = ad ai+B> b
i=1 aifixe (a+p=1) 55 i=1 i=1
:a—}-ﬁ:l

n @ n B
= 1a1ﬁ = Zai Zb‘ , C. (. f d.
i=1 i=1

3. Déterminons 'aire maximale d’un n-gone inscrit dans le cercle unité.
Soit un tel n-gone, soit (A1, As, ..., A,) une énumération consécutive de ses

sommets et notons ; la mesure dans [0, 7] de ’angle AiﬁA\iH pour chaque i €

25 Ainsi la comparaison ci-contre se nomme-t-elle comparaison arithmético-géométrique.

26 Publiée en 1912 par William Henry YoUNG dans les Proceedings of the Royal Society A.

27 Cette comparaison porte le nom d’Otto Ludwig HOLDER et apparait dans ses travaux en analyse
fonctionnelle. Lorsque oo = 3, on retrouve la comparaison de CAUCHY-SCHWARZ.

28 Ce raisonnement se généralise immédiatement a chaque nombre de n-uplets (autre que deux),
cf. exercice d’entrainement 5 pour une application.
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[1,n|]. L’aire du n-gone vaut alors la somme des aires des triangles A;04,41, &

savoir
n
i=1

Or la concavité de sin sur [0, 7] permet de majorer la somme ci-dessus par sin (3., %)
et légalite Y 7" | 6; = 27 permet finalement de majorer l'aire par 5 sin 2,—? Le cas
d’égalité étant en particulier atteint lorsque chaque ; vaut 27” (cas d’'un n-gone

régulier), on a trouvé notre aire maximale.

n .
n sin 6;

OA;-OA;;q -sin Ai614\i+1 =3 Z

=1

DO =

n

Sanity check : quand n tend vers oo, un n-gone régulier "tend" vers le cercle
ou il s’inscrit, donc son aire tend vers 'aire m délimitée par ce disque, ce que
confirme ’équivalent séquentiel

N . 27 N 27
2N M2 N T
4. Montrons que, dans chaque arbre binaire & n feuilles, la hauteur?® moyenne des
feuilles est minorée par lg, n.

On raisonne par récurrence sur n. Dans chaque arbre binaire & une feuille,
cette derniére est la racine, donc I'unique hauteur d’une feuille est nulle et la hau-
teur moyenne vaut 0, laquelle est bien minorée par lg, 1 = 0. Dans chaque arbre
binaire & deux feuilles, ces derniéres sont filles de la racine, donc I'unique hauteur
vaut 1 et la hauteur moyenne vaut 1, laquelle est bien minorée par lg, 2 = 1.

Soit b > 3 un entier et soit B un arbre binaire a b feuilles. Appelons C
et D les arbres binaires de racines respectives les fils de la racine de B, notons ¢
et d les nombres respectifs de feuilles de C et D et abrégeons f3, 7,  les hauteurs
moyennes d’'une feuille dans B, C, D resp. Chaque feuille de B étant ou bien
une feuille de C' ou bien une feuille D (la racine de B est exclue car b > 2),
d’une part le nombre de feuilles de B vaut b = ¢+ d, d’autre part la somme des
hauteurs? des feuilles de C' vaut

o= D>, ht(M)= > bht(4)+ > ht(a)

& feuille de B B & feuille de C & feuille de D
- 1+ bt (4] @)
> [+ > [tenee)
& feuille de C & feuille de D
= 1
S o Y wwe Y 1+ Y e
& feuille de C & feuille de C & feuille de D & feuille de D

= c+ey+d+dé =b+ ey + dd.

Les entiers ¢ et d valant au moins 1 et étant de somme b, ils sont chacun
strictement inférieurs & b, ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence.

On utilisera par ailleurs la convexité de ¢t — tlilnzt (laquelle découle de celle

29Dans un arbre binaire fixé, la hauteur d’un nceud donné est définie par sa distance a la racine
de larbre.

30Pour chaque arbre binaire T, on a noté hty la fonction "hauteur dans I’arbre 7". On a alors
pour chaque sous-arbre binaire S de T ’égalité htr = htp (racine de S) + htg.
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de t — tInt puisque In 2 est positif)>!

hypothese JENSEN pour d d
b(B—1) = cey+dd > clgyc+dlg,d > g CF lg20+
de récurrence t—tlg, t 2

= b(lgeb—1),dou g >1gyb, c. q. f. d.

REMARQUE — Cotit minimal d’un algorithme de tri. Lorsque n = N!
pour un certain nombre N d’objets a trier, ce résultat et la minoration In N! >
%lnN (valide dés que N > 2) livrent interprétation suivante : chaque al-
gorithme de tri nécessite en moyenne au moins®’> C - N - In N comparaisons

— 1
avec C' 1= 515 =~ 0,72.

5. (plus difficile) Soit N > 2 un entier et déterminons la borne supérieure®?

i,5€[1,N]]
sup VOV H lu; — ujl.
uelUN i%j
Soit u € UN. Le produit HL;JE NI |u;i — ;| étant invariant par permu-

tation des w;, on peut imposer les arguments principaux 6; := Argu; formant
. . . UN+i) «— Usg )
une suite strictement croissante. En notant (9N+i) = (9i+27") pour chaque ¢ €

1, N|], d’une part on peut réécrire®?
[1, N1], p p
N i1 N—i N-1
rcparamctragcs

IT 1w = sl T i = wjsnl D II 1w —wisnl ]  |wi—wisn
j=itl j=1 D,::jiNii D=1 D'=N—i+1

N-1

= |u; — uiypl,
D=1

d’autre part on a I'égalité us = €% pour chaque s € [1,2N]] et la suite (0i)ie1,2n))

A . - 4
croit, ce qui permet d’exprimer?®

i,5€[1,N]] N JE[L,N]] N N—1
i —u;| = J[ ] lwi—wl=]]]] lw—wipl
i i=1 i i=1 D=1
N—-1 N
© 1 Iz l% ool @ T o w0
D=1:i=1 D=1

Or la fonction In osin est dérivable sur ]0, 7r[, ou tombe chaque w (distin-

. . < L e, .
guer soigneusement les deux cas i + DS N), et y a pour dérivée Ss% = cot qui

317 réel b > 3 est simplifiable car non nul.

32La lectrice et le lecteur retrouveront cette minoration a l’aide de celle In N! > le In.

33 Culture : étant donnée une partie P C C (non vide), la borne supérieure (lorsque A décrit les
parties de P de cardinal N) des moyennes géométriques des distances entre les points distincts de A
s’appelle le diamétre d’ordre N de P (quand N = 2, on retrouve le diameétre usuel).

34D comme « distance » (entre numéros des sommets).
atp 8

35 Rappel : pour chaques réels a, 8, on a légalité '™ — et = 2¢'"2 sin 0‘%
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décroit, donc est concave, d’ott & D € [0, N|[ fixé les comparaisons®®

N N
. Oiyp—0; . Oiyp—0;
1:[1 sin — = exp Z In sin —
JENSEN et 1 Oiyp —6; Y Z 1 (Oixp — 04)
< N 1 E —_— = = .
exp_crmt P ( nSHl 2 ) 2N

Vu par ailleurs le calcul de la somme (toujours & D € [0, N|| fixé)

N
Z Oi+D = Z Oivp + Z 0itp—N + 27)
i—1

i>N—-D
reparamétrage
= 0; 0 2nD = 27D 0;
ji=i+D Z + (Z k) +om g +Z i
ki=i+D-N  J=D+1

mettre tout bout & bout permet de majorer

i,j€[1,N1] N-1 oD N-1
D
N H lu; —u| <% H2N51nN—— H2sm H ’1—62’”W‘
i#j D=1 D=1

N-1 XN 1 N-1
N _ 2mi ) _ - i
|P(1)| ouP—Dl_Il(X—e N>__X_1_§X’

d’ott la majoration3” V- 1\>/H SN lu; —u;] < Y/ N. On a égalité lorsque
pour chaque D € [0, N|[ la suite (91+D —6i);cp vy est constante, ce qui est le
cas lorsque la suite (Hi)ie[l ) st arithmétique de raison 2%, i. e. quand les u;

N
sont les sommets d’un N-gone régulier.
Conclusion : la borne supérieure cherchée vaut®® ~ v/ N.

Exercices d’application

1. Soient C : R — R convexe continue et s > 0 un réel tel que I = [0,s].
Imposons de plus f: I — R continue. Montrer alors la comparaison

()<t

2. On impose A\; > 0 pour chaque i € [1,n|]. Montrer alors (en notant Ap+1 := A1)
la comparaison

n A? 1
>

- m Z 5 (on rappelle l’égalité Z Ao=1).

36 Culture : on dit que la fonction sin est logarithmiquement concave sur |0, .
37La lectrice et le lecteur connaisseurs de la comparaison d’HADAMARD pourrons retrouver cette
[1,N
majoration bien plus rapidement en écrivant [ ]e I a;
J p Y
DERMONDE.

38 Sanity check : quand N = 2, on retrouve le diametre du cercle unité +/2 = 2.

—aj| comme un déterminant de VAN-
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3. Pour chaque réel t, appelons moyenne d’ordre t (des a; pondérés par les \;)
le réel

n n
Z Xial  sit #0; sinon on définit My := H al

Montrer la croissance de la fonction t — M. (Rappel : les A; sont positifs et
de somme 1.)

1. Utilisons des sommes d’EUDOXE- ARCHIMEDE (aussi appelées sommes de RIE-
MANN). Pour chaque naturel n > 0, la convexité de C' permet de majorer

((Sw(d) < 2
c(tx(3) < intieen(?)

et un passage a la limite (avec la continuité¢*” de C') donne la comparaison
voulue.

REMARQUE — 1l s’agit d’une version continue des comparaisons de JEN-
SEN. La borne 0 ne joue aucun réle (sinon de simplifier I’écriture des sommes

de RIEMANN). Nous en verrons une autre preuve section 2.3 suivante (premier
exemple).

IN
]+
S|~
Q
TN
kﬁ
N
3|z
~——
~——
e

IN

2
2. Chaque quotient de gauche s’écrit X J;\A - = 1+>\;+1 = N F (a;) avec a; :=

Ai 3N . P
Stet Fli= [t — 154%1} . Cette derniére fonction étant convexe sur R*. (car ¢ — 1

est convexe sur |1,00[), on peut minorer > ;" | N\ F (a;) > F (31 Xia;). Or la
somme & droite vaut

Z)\i )\;‘jl Z Ait1 = Ant1 + Z Ait1 rom‘l,q_n;ﬂmgo AL+ Z Aj = Z A =1,
i=1 g -

J i=1

ce qui permet de conclure

n 1 1
NiF (a;) > F Xia; | = =—— =
> s S F () = r= -
3. Convenons de sous-entendre le domaine de sommation/production [1,n|]

afin d’alléger les écritures.
Soient u < v deux réels strictement positifs. On a alors les équivalences

M, < M, — 1{/2&@} < q/ZAia;f
= (X mg)ﬁ <> vl = (3N [a?])% <> Aila)r,

39La continuité de C découle en fait de sa convexité (cf. section 2.4.2).
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2 . A .
ce qu’on a par convexité de la fonction ¢ — ¢+ vu la comparaison = > 1.

Soient v < v deux réels strictement négatifs. On a alors les équivalences

M, < M, < VZW? < {/ZAiag
O R e

(ou Détoile signifie que chaque a; a été remplacé par son inverse), ce qui découle
du paragraphe précédent vu les comparaisons 0 < —v < —u.

Il reste a comparer My aux autres moyennes. On a pour chaque ¢t > 0 les
équivalences

Mo < My <= [Ja < /> Niat
<— Z)\ilnai < %hl (ZMaf) <— ZMIH [aﬁ] <In (Z)\,- [af]) ,

ce qu’on a par concavité de In. De méme, on a pour chaque ¢t < 0 les équivalences

ce qui découle du paragraphe précédent vu la comparaison 0 < —t.

REMARQUE — Lorsque les a; sont égaux, la fonction M est constante (et
vaut la valeur commune®’ des a;), sinon des arguments de stricte convexité (cf.
section 2.4.6) montreraient la stricte croissance de M lorsque chaque poids \;
est non nul. Par ailleurs, de ’analyse élémentaire établirait la continuité de la

M — maxa;
oo

M . . On retiendra les
:(: min a;

fonction M en 0 ainsi que les tendances

encadrements suivants dans le cas ot les \; sont égaux?*!

moyennes Correspondantes :

, ainsi que le nom des

n

min a; < T ——1 < Yaaz---a
i€[1,n]] a‘f’a‘f’"'a
géométrique
harmonique
ay+az+---+ay, a?+a3+---+a?
< < < max a;
n n 1€[1,n|]
arithmétique quadratique

avec égalité (dans n’importe quelle comparaison) ssi les a; sont égaux.

40 Chaque moyenne vaut alors la valeur commune, la moindre des attentes pour une moyenne.
41 Sanity check : on retrouve la comparaison arithmético-géométrique.
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2.3 Croissance des pentes

Exprimons a présent la convexité en termes de pentes (de cordes du graphe de f).
Pour chaque a € I, nous abrégerons pour toute la suite de ce cours*?

I\{a} — R

t
t — T,

2= w (pour chaque b # a dans I) et 74:= {

On observera dés a présent 1’égalité T{ = Tj pour chaques points i # j de I.

Lemme (hors programme)

Soient a < b < ¢ dans I. On a alors les équivalences*?
b c c c b c c—b b—a
TaSTaé ;TaSTbé ;TaSTbé ;f(b)é f(a)+ f(C)
c—a c—a

FIG

Démonstration

, T . . 5 . [ c=b b—a
Abrégeons i’ := f (i) pour chaque i € I. Observer que les réels (A, ) := (C_a, c_a)

font sens, sont strictement positifs, de somme 1 et vérifient Pégalité b = \a + pe. A
I'aide de ces considérations, on a premiérement les équivalences

<7t v—d d=d B2y ) <pd —pa =Y < (1-p)d + pc
e plc—a) = c—a c-a>0 = = '

deuxiémement les équivalences

d—ad d =V a0
c—a ~ Ac—a) c—a>0

¢ <78 A =X < —b <=t <A +(1-N

et troisiémement les équivalences

b —d =V apzo o, ’ ’ ’ ’ ’ ’
p(c—a) = Ac—a) Sz WA < e bt = (A p) b < Aa' e

TZSTZ<:>

Ad+p=1
b= Xa+ uc
dessus équivaut a b’ < Aa’ + uc’, ce qui conclut.

En utilisant les égalités , on voit que chacune des comparaisons ci-

Corollaire (convexité & croissance des pentes des cordes)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la fonction f est convexe;

2. pour chaques points a,b,c de I, on a l"tmplication
a<b<c=1l<7¢<TE;

FIG

427 comme « taux d’accroissement »
43Un dessin doit convaincre de 1’équivalence de la quatriéme comparaison avec chacune des trois

premiéres.
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3. pour chaque point a € I, la fonction T, croit** ;

FIG

Démonstration

Nous abrégerons i’ := f (i) pour chaque i € I.
1=2 Soient @ < b < ¢ dans I. D’aprés le lemme, les comparaisons désirées
c=b b—a

At+pu=1
b= MXa+ uc

équivalent chacune a b < Aa’+ pc avec (A, p) := ( ) En se souvenant que les

réels A et u tombent dans ]0, 1[ et vérifient les égalités { , la convexité

de f permet de conclure.

h Soit a € I et soient u < v deux points de I \{a}. Il suffit pour conclure
d’établir la comparaison 7 < 7Y. Notons pour cela A < B < C' les réels a, u, v rangés
dans l'ordre croissant et discutons selon la position de a par rapport & u et v :

a. sia <u, i e si(A4,B,C)=(a,u,v), 'hypothése 75 < 7§ s’écrit alors 7¢ < 7Y,
c. q. f d.;
b. siu<a<w,i esi(A,B,C) = (u,a,v), 'hypothése 75 < 7§ donne alors 7¢ <

v ; u U .
To doe T <71V cog f d;

c. sienfina > v, . e.si (4, B,C) = (u,v,a), 'hypothese 7§ < 7§ s’¢crit alors 7% <

a > U v
T8, 1. e. Ty <To, c. q. f. d.

3=1 Soient a < b dans I, soient A, 1 € ]0,1[ de somme 1 et abrégeons c :=
Aa + pb. Vu les égalités

f((f;:g)) Cice Oup) = (2_;;_2)

on peut utiliser le lemme et la comparaison désirée ¢/ < Aa’ + pb’ équivaut a 7¢ < 18,
ce qu’on a par croissance de 7, vu la comparaison ¢ < b.

{ c—a=MAa+pb)—a=pub—(1-XNa
c—b=Aa+pb)—b=Xxa—(1—p)b

Corollaire (convexité & croissance des pentes des tangentes, position
relative du graphe et des tangentes)

Imposons f dérivable. Alors [ est convexe ssi f' croit et l’on a dans ce cas les

comparaisons®

Vate L, f() = (t—a) f (a)+ £ (a).
FIG
Démonstration
La dérivabilité de f permet pour chaque a € I de prolonger par continuité la
fonction T, en imposant 7% := f’ (a).
Supposons f convexe et soient a < b dans I. Observer que les croissances de 7,

et Ty se propagent par continuité a tout l'intervalle I. On a alors les comparaisons

Tq Ccroit Tp croit

ffla)=74(a) < 74(b)=7p(a) < 74(b)=f (b), d’ou la croissance de f'.

44En termes "pentus" : les pentes des cordes de f croissent.
45En d’autres termes : le graphe de f est au-dessus de chacune de ses tangentes.
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Supposons f’ croissante et soient a < b < ¢ dans I. D’aprés le lemme et la propo-

sition précédente, il suffit pour conclure & la convexité de f de montrer la comparai-

. . . u € la,b

son 7% < 7¢. Or la formule des accroissements finis nous livre deux réels e % b,c[[
7

b _ g/
tels que { :g B ;, ((Zj)) et la croissance de f’ conclut vu la comparaison u < v.
¢ =

Soient a # t dans I. La croissance de 7, donne alors la positivité du taux de
variation T”L(t)%;“@, laquelle aprés multiplication par le positif (t — a)2 s’écrit 0 <
[f (&) — f(a)] — f'(a)(t — a). Cette comparaison restant valide quand ¢ = a, on a

terminé.

REMARQUES

e Coincer le graphe d’une fonction convexe entre une corde et une tangente permet
d’éclairer géométriquement de nombreuses comparaisons. A exploiter sans retenue !

e Sanity checks : remplacer a par 0 et f par 'une des trois fonction exp, u +—
In (1 + ) ou sin redonne les comparaisons classiques

VteER, et >1+¢t, VYue]-l,00, n(1+u)<u et VOc[0,n], sinfd <4.
FIG

e Mnémonique : pour retenir sans effort le signe du premier terme non linéaire des
développements limités des fonctions convexes/concaves usuelles, il suffit de tracer leur
graphe au voisinage du point considéré ainsi que la tangente associée. Par exemple,
on retrouvera les égalités locales

t £ 2 u? 2 . 6° 3
e = 1+t+§—|—0 (t*), In(l1+4u) U T (u?) et sinf o 9_€+0 (6°).

e Le sens réciproque du corollaire peut étre montré sans le lemme. Soient a < b
dans I et notons ¢ la fonction affine coincidant avec f en a et en b : il s’agit de montrer
la négativité sur [a, b] de la différence § := f — . La fonction ¢ s’annulant en a et en b,
sa dérivée s’annule par ROLLE en un certain m € ]a, b[. Or cette dérivée &' = f' — 75
croit, donc est négative sur |a, m[ et positive sur |m,b[, donc § décroit sur Ja,m[ et
croit sur Jm, b[; puisque § s’annule en a et en b, elle reste négative sur [a,b], c. ¢. f. d.

e FEn pratique, il arrive souvent que la fonction considérée ne soit pas dérivable
4 une extrémité de son intervalle de définition. Cela n’est en fait pas un probléme,
I’exercice d’application 2 section 2.1 permettant d’affirmer que

si f est continue sur I et dérivable sur I, alors
f est convexe sur I ssi [’ croit sur Uintérieur I.

Ezemple : soit C': R — R convexe, soient a < b dans [ et abrégeons (L; ) = (E)af;])
Le graphe de C' est alors au-dessus de sa tangente en m := % fs f, d’ou (en composant
a droite par f) la minoration C o f > (f —m)C’(m) + C (m). La fonction f —m

étant de moyenne nulle, appliquer % f g livre la comparaison*®

forrec L)

Sanity check : lorsque S = [0, s], on retrouve la version continue de JENSEN établie a l’exercice
d’application 1 section 2.2.

46
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Ezemples (ceux de la section 2.1)

1. L’exponentielle et le cosinus hyperbolique sont dérivables sur R ot leur dérivées
respectives exp et sh croissent, donc sont convexes sur R. De méme, le logarithme
est dérivable sur R*} ot sa dérivée ¢ — % décroit, donc est concave sur R .

2. La fonction sin est dérivable sur [0, 7] ou sa dérivée cos décroit, donc est concave

sur [0,7]. On montrerait de méme la concavité de cos sur [—%, Z].

3. Soit & > 1 et imposons f = [t — t°], laquelle est définie et dérivable sur R, . Sa
dérivée [ = [t — at”"l] est alors croissante (car 'exposant oo — 1 est positif et
le coefficient « également), donc f est convexe sur R;. On montrerait de méme
la convexité sur R* de ¢ +— t8 pour chaque réel 5 < 0.

4. Sur Ry, les fonctions th, arctan et argsh sont dérivables et dérivées respec-

1 _ 2 _1 _ 1 A : 47 PIREN i
tives 1 —th”*, t — T et s T chacune décroissante®’, d’ou la concavité

de ces trois fonctions.

5. Sur [O, 5 [, la fonction tan est dérivable de dérivée 1 + tan? croissante, donc est
convexe. De méme sur [0, 1] pour argth (de dérivée ¢ — croissante).

1
1—¢2
6. Soit n € N et imposons f = [t — t"], laquelle est définie et dérivable sur R. La
croissante sur R_ si » — 1 impair

décroissante sur R_ si n — 1 pair ’

dérivée [/ = [t — nt”fl] est alors croissante sur R et {

convexe sur R_ si n pair

donc la fonction f est convexe sur R et . o
concave sur R_ si n impair

7. La fonction argch est continue sur [1,00[ et dérivable sur Uintérieur |1, o00[ de

P 1 4 .
dérivée ¢ — T décroissante, donc est concave sur [1, co[.

8. La fonction arcsin est continue sur [0, 1] et dérivable sur 'intérieur [0,1] de

Lo, 1 . A
dérivée s — 17 Croissante, donc est convexe sur [0,1]. De méme, la fonc-
tion arccos = & — arcsin est concave sur [0, 1].

2
9. Soit vy € [0, 1] et imposons f = [t — t7], laquelle est continue sur R, et dérivable
sur R% . Sa dérivée f' = [t — 'yt'y_l] est alors décroissante (car Pexposant v — 1
est négatif et le coefficient v positif), donc f est concave sur R,..
10. Imposons f = [t — tlnt], laquelle est définie et dérivable sur R*, prolongée
continiment par 0 — 0. Pour chaque ¢t > 0, on a les égalités

iy 9y 9 _ 1_
@)= 5 (t) = 5 (tlnt)—lnt—i—tt =Int+1,

donc la dérivée f' = In +1 croit sur R, d’ot la convexité sur R de la fonction f.

Corollaire (convexité & signe de la dérivée seconde)

Imposons f deuz fois dérivable. Alors f est convexe ssi f” > 0 (et concave
ssi f7<0).

47Ces monotonies s’établissent par composition de fonctions monotones, surtout pas en dérivant a
nouveau ! Par exemple, on pourra écrire argsh’ = ioroq ot la fonction quadratique q := [t — 1+ t2]
croit de Ry vers [1,00], la fonction "racine" r := [t — v/t croit de [1, 00[ dans [1,00[ et la fonction
"inverse" i := [t — %] décroit sur [1, 00l
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Démonstration : la fonction f” faisant sens, il est sensé d’utiliser la caractérisation
de la croissance de f’ en fonction du signe de sa dérivée f”'.

REMARQUE — Ne pas abuser de ce corollaire : il est souvent plus simple d’écrire f’
comme composée de fonctions monotones "simples", comme nous ’avons fait dans les
exemples précédents.

Exercices d’application

1. Etudier la convexité des fonctions t — In (1 4+ e') et t — /1 + 2.

2. Imposons f convexe. Montrer alors que f décroit sur un certain intervalle (éven-
tuellement vide) puis croit sur un certain intervalle (éventuellement vide). On
pourra considérer l’ensemble des a € I tel que 7, > 0 a droite de a.

3. Soit ABC wun triangle non aplati. On note «, 3,y les mesures de ses angles
dans 10, 7[. Montrer la comparaison

1 1 8
— 2 .
sina  sinf — 34 2cos7y

1. Notons £ et r les fonctions respectives de I’énoncé?®, chacune définie et
infiniment dérivable sur R.
Vu a a € R fixé les égalités
e 1

0
/ :71 1 ay — =
¢ (a) Oa n(l+e) 14+er e a1’

la dérivée ¢/ = [t — 1] o [t — 1+ e~ '] est composée de deux fonctions décrois-
santes, donc croit, d’ou la convexité de £.
Vu pour chaque réel a > 0 les égalités

2
r'(a)z%\/l-l—aQ 20 o :\/ a :\/ 1

Tt JVitad 1+a2 a2t1

1
la dérivée T\,Ri =[g— dqlo [c — } o [t t*Z] croit sur sur R .
—— ———

1+c¢c
croit décroit sur RY
décroit
De méme, pour chaque réel a < 0, I’égalité a = — |a| permet en reprenant le

calcul ci-dessus de décomposer

1
TI/]R* :[qr—>7\/§]o |:C}—>:| o [t}—>t72]7
- —_——— 1+e¢ ————

décroit croit sur R*
décroit

d’ou la croissance sur R* de 7. Cette dérivée étant par ailleurs continue en 0,
elle croit sur tout R, d’ou la convexité de 7.

480 et r comme « logarithme » et « racine »
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REMARQUE — On aurait également pu, afin d’éviter la discussion de signe,
dériver r’ et obtenir

o 9 a V1+ a2 —a—=

7'// (a) - 7AI (a) - Y _ 214*01‘2
da da /1 + a? VI+aZ
1+ a?) — a2 _3
- D ey iso
V14 a?
2. Notons comme suggéré [T :={a €l ; 7, > 0 sur I N]a,oco[} et soient u <
v dans IT.

En notant m := “;”, on a alors d’une part v > m, d’ott la minoration 77}, >
m

7™ (car T, croit), d’autre part m > u, d’ou la minoration 77 > 0 (car u € I'").
Il en résulte la croissance de f sur I,

Soit par ailleurs ¢ € [u,v] et soit ¢ > ¢ dans I. On a alors (comme ci-
dessus) les minorations TE > TZ > 0, d’oul 'appartenance ¢ € IT. Il en résulte la
convexité de IT.

On montrerait de méme que la partie I~ :={a €I ; 7, <0 sur I N]—o0,a[}
est un intervalle sur lequel f décroit.

Montrons enfin que I* et I~ recouvrent I. Soit a € I'\I~ et soit i < a
dans I tel que 7% > 0. On a alors pour chaque t > a dans I les majorations
7t > 71 >0, d’ott 'appartenance a € 1.

REMARQUE — On montrerait sans peine que les intervalles I* sont fermés
et que leur intersection est un intervalle fermé sur lequel f est constante.

3. Regardons la fonction C' := i intervenant dans la comparaison & établir*?.

FIG

Le tracé de son graphe nous incite & croire qu’elle est convexe : montrons-le. La
fonction C' est infiniment dérivable sur ]0, 7 et a pour dérivée

/ ./
1 —sin cos c
C'=|—| =—F=- 5= [~1do|c ——]| o cos ,
sin sin 1 — cos —— 1-¢ ~~
décroit décroit

donc C' varie sur R comme ¢ — %5 varie sur |—1, 1[. Or d’une part le quo-

1—c?
1

£ 671% lorsque ¢ # 0, d’autre part la fonction [d — *7] )

1—c2

tient se réécrit
[t —t — 1] croit sur ]—1,0[ et sur ]0,1] comme composée de fonctions crois-
santes®’ ; étant par ailleurs continue en 0, la fonction ¢ +— croit sur

tout |—1, 1], d’ou la croissance de C’ et la convexité de C.

_c
1—c2?
On peut par conséquent utiliser une comparaison de JENSEN :

11 11 _C@+C(p

2sina | 2sin 8 2
C' convexe o+ ﬁ a+BHy=n 1 1
z ¢ ( 2 ) T s () T cos2
2 2

4971 serait possible de résoudre cet exercice entiérement de maniére géométrique a 'aide de formules
trigonométriques pertinentes.
50T fonction ¢ +— ¢ — % croit sur R* et sur Rj_ comme somme de deux fonctions croissantes.
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Il suffit pour conclure d’établir la comparaison %
2

4 2 A
= > 3 3cosy CC qui S écrit

aussi % > W@—l) en abrégeant c := cos 3. Or cette comparaison (& un seul
parameétre dans |0, 1[) découle des équivalences

L = 3+2(2¢° - 1) > 4c

c T 34+2(2c2-1) -

= 4P —4c+1>0 = (2c—1)°>0

et de la positivité du carré (2¢ — 1)°.

REMARQUES — La croissance de C’ aurait pu s’obtenir en dérivant directe-
ment (& ¢ € |—1, 1] fixé)

g c _ (1 — 62) — C(—QC) _ 1+ 22 chaqu;carré 0
Oc \1—¢?

(dénominateur)” (dén.)? est positif

On aurait également pu utiliser la convexité de la fonction "inverse" i :=t +— 1 :

t
il serait venu

1 1 2i(sina)+z’(sin[3) > 9 (sina+sin6> _ 2
sin

sina  sinf3 - 2 2 O‘Qﬂ cos &=

2

et, en minorant le i par 1, on serait retombé sur le é de la solution ci-dessus.
2

2.4 Compléments hors programme
2.4.1 Stabilité de la convexité par diverses opérations

Propriétés (convexité, combinaisons linéaires, bornes supérieures, com-
posées et réciproques)

1. L’opposé de chaque fonction convexe est concave.

2. Chaque combinaison linéaire & coefficients positifs de fonctions convezres reste
conveze®® .

3. Lorsqu’elle fait sens, la borne supérieure de chaque ensemble de fonctions convezes
reste conveze.

4. Pour chaque bijection ¢ affine, la fonction f est convexe sur I ssi®* la fonc-
tion f o est conveze sur lintervalle o=t (I).

5. Lorsqu’elle fait sens, chaque composée de fonctions convexes croissantes reste
conveze.

6. Si f est convere et bijective, alors f~! est convexe si f décroit (et concave si f
croit).
FIG

Ezemples typiques : t — t* et t — Vt sur [0,1], L+ 3, t — V1 — 2

51 Culture : on dit que les fonctions convexes sur I forment un céme de RI.
52La convexité est dite invariante par reparamétrage affine.
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Démonstration Soient a,b € I et soient A, € [0, 1] de somme 1.

1. C’est une définition.

2. Une récurrence immeédiate permet de traiter seulement le cas de deux fonc-
tions. Imposons donc f convexe, soit ¢ : I — R convexe et soit p € R,.
Puisque f est convexe, on a la comparaison f(Aa+ ub) < Af(a) + pf (b);
puisque p est positif, on peut multiplier cette derniére par p; ajouter enfin la
comparaison g (Aa + ub) < Ag (a) + ug (b) découlant de la convexité de g justifie
la comparaison

_ f(Aa + pb) (Af (@) + pf (b))

of el Qatm) = L 00T S 4 (g (a) + ria 8)
_ Apfla) Appf(b) _ pf (a) pf (b)
 HAgla)  +pg(b) /\<+g(a))+“<+g(b))
= Xpf+gl(a)+p [pf+g](b),c q f d

3. Soit F un ensemble de fonctions convexes sur I. On impose que la fonc-
tion I := supcr f fasse sens, i. e. est une fonction réelle définie sur I (cela
impose F # ()) On a alors pour chaque f € F les comparaisons

f est

FOat ) £ A @)+ uf ) st AF (a) + uF (b).

convexe N

d’ou (en faisant varier f) la majoration sup ez f (Aa + pub) < AF' (a) + pF (b),
i. e. F(Aa+ pb) < AF (a) + pF (b), c. q. f d.
REMARQUE — Cela est faux pour les bornes inférieures : si I = [0, 2],

alors inf {1,Id} est concave :
FIG

4. Soit ¢ comme dans ’énoncé et imposons f o ¢ convexe. En notant (g) =

(30’1(@

w‘l(b)) (réels qui tombent dans ¢! (I)), on a alors les comparaisons

fQatpb) = f(Ap(0)+ e (8)) "=" f (o (ha+pup))

Foudl Gatud) < Alforl (@) +ulfou (8)

= M (@) +uf(p(B) =Af(a)+ pf (D),

d’otu la convexité de f. Pour le sens réciproque, appliquer le sens direct que 'on
vient d’établir en remplagant (I, f, @) par (apfl (I), f oo, 4,0’1).

REMARQUE — Le résultat est faux si ¢ n’est pas affine : la fonction ¢ + t2
convexe sur [0, 1] devient concave aprés composition & droite par la bijection ¢ —
Vit.

5. Une récurrence immédiate permet de traiter juste le cas de deuzr fonc-
tions. Imposons donc f convexe et soit g convexe croissante sur Im f. Puisque
f est convexe, on a la comparaison f(Aa+ pb) < Af(a) + pf (b); puisque g
croit, on en déduit la comparaison g (f (Aa + pb)) < g (Af (a) + uf (b)) ; enfin,
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la convexité de g sur f (I) permet de majorer ce dernier terme par Ag (f (a)) +
g (f (b)). Finalement, on obtient la comparaison

[go fl(Aa+ub) <A [go fl(a)+u [go fl(b), c. g f d

REMARQUE — La croissance du composé tout & droite est inutile. En re-
vanche, celle des composés de gauche est nécessaire : dés que f est convexe et
négative, la composée |f| = —f par la fonction convexe "module" est concave
(donc non convexe si f n’est pas affine, par exemple quand f = thg_).

6. Imposons f convexe, bijective et décroissante (le cas croissant se traiterait
de fagon analogue). Soient a, 8 dans f (I) et notons (fj) = (;:Egg) On a alors
les comparaisons

f est

Aat+pB=Af(u) +pf () = fQu+p),

convexe

d’ou (par décroissance de f~1) les majorations

FHQa+pB) < fFHf Qut o) = Autpo = A7 (@)+pfH(B), e g f. d.

REMARQUES

e La convexité et la concavité étant des notions "duales" (d’apres le point 1),
la lectrice et le lecteur énonceront et établiront aisément les analogues concaves des
propriétés précédentes.

e D’aprés le point 2, la convexité est préservée par addition. Elle n’est toutefois
pas préservée par multiplication (méme positive croissante) : la fonction ¢ — t3 est
concave sur [0,1] (et positive croissante) mais son carré ¢ — t3 est convexe (non
affine) :

FIG

e Le point 4 exprime que la convexité est une propriété qui ne dépend ni de la
hauteur du graphe de I'application considérée (terme constant de ) ni du sens dans
lequel on parcourt ce graphe®® (signe de la pente de o) ni de la vitesse constante
avec laquelle on le parcourt (module de la pente ). Attention, la convexité peut
se perdre si la vitesse n’est plus constante (c¢f. contre-exemple en remarque dans la
preuve ci-dessus).

e Sanity check : la fonction —sin est convexe sur |0, 7[, elle prend ses valeurs
dans R* ou croit et est convexe la fonction ¢ — —%, donc la composée i est bien
convexe sur |0, [ (comme nous ’avions montré directement a I’exercice d’application 3
section 2.2).

e La convexité n’est pas préservée par recollement : recoller deux constantes
distinctes 'une sur R_ et ’autre sur Ry ne donne une fonction ni convexe ni concave :

FIG

Et méme par recollement continu : prolonger par parité n’importe quelle fonction
convexe strictement croissante sur R_ (par exemple exp) :

FIG

53 Cas particulier : quand I = R, la fonction f est convexe ssi la fonction ¢ +— f (—t) est convexe.
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Exercices d’application

Une fonction F' est dite logarithmiquement convexe (en abrégé log-convexe)
si InoF fait sens et est convexe.

1. (a) Montrer que f est log-conveze ssi f > 0 et si l'on a les comparaisons

pour chaques a < b dans I et pour
chaques A\, p € [0,1] de somme 1.

Fa+pub) < f(a) f ()"

(b) Montrer que la fonction ch est log-convexe sur R et que, o o € R fizé, la
fonction t — 1t est log-conveze sur R ssi a < 0.

(¢) Montrer que chaque fonction log-convexe est converze.

(d) Montrer que f est log-conveze ssi f > 0 et si t — f(t) C' est convexe pour
chaque réel C > 0.

2. Soit F log-conveze sur Ry vérifiant F(0) =1 et Vt > 1, F(t) =tF (t —1).

(a) Montrer que F coincide sur N avec la fonction "factorielle”.

(b) Soient n € N* et t € ]0,1]. En exploitant les comparaisons des pentes Tir _; <
rtt < Ll montrer la tendance

N! Nt

t+1)(t+2)---(t+N) N:OF(t)'

(¢) En déduire lunicité d’un F comme évoqué.

1. (a) La composée Inof fait sens ssi f prend ses valeurs dans le domaine de
définition de In, . e. ssi f > 0. Par ailleurs, ayant évoqué a, b, A, u comme
dans I’énoncé, la comparaison de JENSEN s’écrit

In (f (ha+ b)) < Al (F (@) + el (F ) = n (£ (@) £ )",

donc équivaut a celle voulue en appliquant ’exponentielle (laquelle croit).

REMARQUE — Culture hors programme. Ces comparaisons sont
parfois prises comme définition de la log-convexité afin d’inclure des fonc-
tions s’annulant.

(b) La fonction ch est strictement positive et dérivable sur R, donc Inoch
ait sens. Sa dérivée vaut < = %! = th qui croit, d’ou la log-convexité
fait Sa dérivé t = b= th qui croit, d’ot la 1 ité

désirée.
Soit a € R. La fonction ¢ +— ¢* est strictement positive sur R*} et son
logarithme vaut aIn qui est concave pour a > 0 et convexe sinon, c. g. f. d.

(c) Supposons Inof convexe. Composer & gauche par la fonction convexe
croissante exp préserve la convexité d’apres notre preuve du point (5), d’ou
la convexité de expolnof = f.
Sanity checks : la fonction ch est convexe sur R, la fonction ¢ — ¢ est
convexe pour chaque réel a < 0.
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(d) Soit C' > 0 un réel. Ajouter une fonction affine préservant la
convexité, on a la convexité de la fonction t — In (f (¢))+tInC = In (f (t) C?),
donc t — f (t) C* est log-convexe, a fortiori convexe d’apres le point (1c).
Soient a < b dans I et soient A, > 0 de somme 1. Soit C' > 0.

On a alors la comparaison
£ (At ub) CAHE0 < Af () O+ puf (B)CP,

d’ot (puisque C' est strictement positif) les majorations (en notant ¢ :=
C«afb)
fa+pb) <Af(a) COPTH 4 uf (b) CO7HPTAY = N f (a) ¢ + pf () e
Vu 'hypothése f > 0, il suffit pour conclure de majorer le dernier terme ci-
dessus par f (a)* f (b)". Or la comparaison arithmético-géométrique nous
permet de minorer

Mf(a) e +p f0) = [f (@ e [f)e ™" = f @) F )"
Pour avoir la majoration voulue, il suffit de réaliser le cas d’égalité f (a) c* =
f(b) e, lequel équivaut a ¢ = % (ce quotient fait sens car f > 0). On

1
peut donc conclure en imposant C' := ( ]{((Z))) o (cette puissance fait sens

car a # b et est non nulle car f (b) > 0).
Sanity check : en remplagant C' par 1, on retrouve le point (1c).

(a) Soit N € N. Les deuxiéme et troisiéme hypothéses livrent les égalités
F(N) = NF(N-1)=N(N-1) F(N-2)
- d =N(N—-1)(N-2)---1 F(0) =N\
immeédiate
(b) Vu d’une part les comparaisons n — 1 <n <n+t <n-+1 et dautre

part la convexité de In F'; les comparaisons de 1’énoncé font sens et sont
valides. Par ailleurs, on peut réécrire comme le point précédent

Fn+t)“"ZCF) (t+1)(t+2)--(t+n) =F(t) A"

immédiate

abrégé en tA™ (il y a n facteurs)

Les comparaisons de I’énoncé se réécrivent maintenant

In[F (n)] —In[F (n—1)] < In[F (n+t)] —In[F (n!)] < In[F (n+1)] — In[F (n)]

(n) = (n—1) B (n+1t) = (n) B (n+1) = (n)
: n! 1. F(n+t n+1)!
1. €. lnmégln (n| )Sln( ol ),
i. e.tlnnglnwgtln(nJrl),i. e. ntg%!t“lg(n+l)t

F(t) tAn 1\*
ouencorelng 1+— .
n! nt n

Lorsque n tend vers oo, les deux membres de ’encadrement précédent

NP F(t) AN P
tendent vers 1, d’ou I’équivalent J(\/') ~— .~ 1etlatendance désirée.
: N—o0
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(c) Etant donné un réel a > 0, on peut écrire

— mdtob n:= |a] est entier
@ = notod t:=a—la) €[0,1] ’
dot F(a) = Fln+t) "2 F(t) 1A,

précédent

ce qui montre que F est déterminée par sa restriction a [0, 1[. Or d’une part
Ihypothése F'(0) = 1 détermine F' en 0, d’autre part a t € |0, 1] fixé la
tendance établie au point précédent montre que F (t) est limite d’une suite
indépendante de F', donc ne saurait dépendre de F'. Il en découle 'unicité
désirée.
REMARQUE — Culture hors programme. La fonction "factorielle" définie
sur N peut se prolonger sur Ry d’une infinité de maniéres, méme en impo-
sant ou bien les égalités F(0) = 1 et V¢ > 1, F'(t) =t F(t—1) ou bien la
log-convexité de F'. L’exercice montre que la conjonction de ces deux conditions
détermine un unique prolongement. Ce résultat apparait dans un manuel d’ana-
lyse de Harald BOHR et Johannes MOLLERUP publié en 1922. La démonstration
précédente s’inspire de celle d’Emil ARTIN présente dans I'ouvrage die Theorie
der Gammafunktion publié en 1931 — de fait, nous verrons avec la fonction I'
d’EULER (cf. chapitre???) 1'existence d’un tel prolongement.

2.4.2 Convexité, dérivabilité et continuité

Propriétés (convexité & dérivabilité a droite/gauche, position relative
du graphe et des demi-tangentes)

Imposons f convexe. Alors
1. f est dérivable a droite et o gauche en chaque point de l'intérieur f,'
2. f est continue sur I.

3. le graphe de f est au-dessus de chacune de ses demi-tangentes®.

Démonstration Soit a € 1.

1. Soit € > 0 tel que [a —e,a+¢] C I. Puisque I'application 7, est définie
et croit (par convexité de f) sur lintervalle Ja — &, a + €[, elle admet une limite
finie & gauche et a droite en a, c. ¢q. f. d.

2. L’application f est continue des deux cotés en a (car elle y est dérivable
des deux cotés), donc est continue en a.

3. Soit ¢t € I.Sit < a (resp. >), on a alors la comparaison 7, (t) < lim,+ 7, (resp. >),
d’ou aprés multiplication par ¢ — a qui est positif (resp. négatif) la comparai-
son f(t)—f (a) < (t — a) f} (a), laquelle reste valide quand ¢ = a, ce qui conclut.
Raisonnement identique en remplagant « dérivée a droite » par « dérivée a
gauche ».

*4Les demi-tangentes verticales (correspondant aux éventuelles "dérivées" infinies au bord de I)
n’ont pas de sens a étre « au-dessus de » quelque autre graphe et ne sont donc pas concernées.
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REMARQUE — La restriction a 'intérieur de I est indispensable vu les exemples 2
et 3 ci-apres.

Ezxemples

1. L’application convexe t — [t| est dérivable sur R*, est dérivable a droite et a
gauche en 0 et est continue. Son graphe est au-dessus des premiére et seconde
bissectrice.

2. La fonction caractéristique de {0,1} est dérivable (et continue) sur |0, 1[ mais
n’est continue ni en 0 ni en 1. Son graphe est au-dessus de ’axe des abscisses.

3. L’application continue ¢ — +/|¢| est concave sur R, et sur R_, est dérivable
sur R* mais pas en 0. Son graphe est sur R} en dessous de chacune de ses
tangentes, la "tangente" en 1’origine faisant exception faute de sens. Idem sur R_
(mais pas sur R*!).

Propriété (convexité & caractére C!)

Imposons f convexe et dérivable. Alors f est de classe C'.

Démonstration

Puisque f’ croit, elle sera continue si elle vérifie le théoréme des valeurs intermé-
diaires. Montrons que c’est le cas, de deux maniéres différentes et ce indépendamment
de Uhypothése de convexité®.

Idée 1 :soient a,b € I tels que [ (a) < f’ (b) et montrons linclusion | f/ (a), f' (b)[ C
Im f’. Pour chaque v € ]f’ (a), f' (b)], la dérivée f' —~ de la fonction f — Id n’est
pas de signe constant sur [a, b] (puisque f’ (a) < v < f' (b)), donc la primitive f —~Id
n’est pas monotone sur [a,b], a fortiori (puisqu’elle est continue) n’est pas injective
sur [a,b], donc prend sur [a,b] une méme valeur en deux points distincts, d’ou par
ROLLE (vu que f —~Id est dérivable sur [a, b]) un point ¢ € ]a, b[ annulant sa dérivée,
ce qui s’écrit f’ (¢) =~ et conclut a I'inclusion désirée.

Idée 2 : soient a,b € I. Les fonctions 7, et 75 se prolongent continiment sur [a, ],
donc les images de [a, b] par ces fonctions sont deux intervalles se rencontrant (en 7, (b) =
7p (a)), donc leur réunion est un intervalle ; comme ce convexe contient [’ (a) = 7, (a)
et f/(b) = 7 (b), il inclut tout le segment [f' (a), f’ (b)]. Enfin, chaque image par 7,
ou 7y est (d’aprés la formule des accroissements finis) une image par f’, d’ou les
inclusions

[f (a),f ()] CImT, UIm7, CIm f/ UIm f' =Im f', ¢. ¢. f. d.

Exercice d’application

55 Culture : le fait que chaque dérivée vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires (la convexité
n’intervient pas) est attribué a Gaston DARBOUX et apparait dans son « Mémoire sur les fonctions
discontinues » de 1875 publié aux Annales scientifiques de UEcole Normale Supérieure. On pourrait
montrer (trés hors programme) que chaque fonction I — R est continue ssi elle vérifie le théoréeme
des valeurs intermédiaires et si 'image réciproque de chaque singleton est fermée.
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Montrer que f est convezxe ssi [ est continue sur I et si pour chaques points a < b
dans I il y a deuz réels A\, € ]0,1] de somme 1 tels que

f(Aa+pb) < Af(a) + pf (b).

La continuité sur I découle de la proposition précédente et la convexité
de f valide la comparaison ci-dessus pour A := % =: L.

Soient u < v < w dans I. La comparaison f (v) < £=2f (u) + 2=% f (w)
a montrer et la conclusion étant inchangées par ajout a f d’une fonction affine, on
peut afin d’alléger imposer f (u) = 0 = f(w) (quitte & soustraire & f la fonction
affine coincidant avec sur {u,w}). Cela d’une part transforme la majoration voulue
en f (v) <0, d’autre part donne sens aux bornes

a:=sup{t € fu,v] ; f({t)=0} et b:=inf{tev,w] ; f(t)=0}.

Observer alors 'encadrement a < v < b et montrons les nullités f(a) =0 = f(b) :
si a = u, on a directement f (a) = f (u) = 0, sinon a tombe dans l'intervalle Ju,v] C
Ju,w[ C I ou f est continue et 'on a encore la nullité de f (a) en approchant a par
une suite de zéros de f (permis par définition de a) (on procéderait de méme pour b).

FIG

Siv = a, on aura alors f (v) = f (a) = 0, d’ou la conclusion (idem si v = b), ce qui
permet d’imposer a < v < b. L’hypothése nous donne alors deux réels A, u € 10, 1[ de
somme 1 tels que f (Aa+ pb) < Af (a) + pf (b) = 0, d’ott un point de ]a,b[ ot f est
négative. La fonction f ne s’annule par ailleurs ni sur ]a,v] (par maximalité de a) ni
sur [v, b (par minimalité de b), 7. e. ne s’annule pas sur la réunion Ja, v]U[v, b = ]a, b,
donc garde (par continuité sur I) un signe constant strict sur ]a, b[. Des deux phrases
précédentes résulte la comparaison f < 0 sur ]a, b], en particulier en v, ce qui conclut.

Sanity check : on retrouve le résultat de ’exercice d’application 3 section 2.1 dans
le cas singulier ot A = % = L.

2.4.3 Convexité et cordes

Propriété (positions relatives du graphe et des cordes d’une fonction
convexe)

Imposons f convexe et soit S C I un segment infini. On note @ la fonction affine
f<psurS

coincidant avec f aux bornes de S. On a alors les comparaisons { [ >0 sur I\S

FIG

Démonstration

Nous avons déja vu la comparaison f < ¢ sur S. Notons a < b les extrémités
de®® S et soit t € I'\S. Rappelons I'égalité ¢ (t) = (t — a) 7+ f (a) et discutons selon
la position de t par rapport & S = [a, D] :

56La comparaison a < b est stricte car S est infini.
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1. sit < a, on a alors la comparaison 7¢ < 72, 4. e. f(a) — f(t) < (a —1) 7%, ou
encore ¢ (t) < f(t);

2. sit > b, on a alors la comparaison 7
encore ¢ (t) < f(t).

S

<7l i e (t—a)tt < f(t)— f(a), ou

a

Exercices d’application

1. Montrer que chaque fonction convexe sur un intervalle borné y est minorée.
2. Montrer que chaque fonction convexe majorée sur R est constante.

3. Montrer que chaque fonction convexe majorée sur Ry décroit.

1. Imposons I borné et f convexe. Si I est fini, 'image f (I) est alors finie et
est minorée. Imposons donc [ infini, ce qui permet d’évoquer un segment S C
I infini. La fonction f est alors d’une part minorée sur S (car continue sur
le segment S), d’autre part minorée en dehors de S par une fonction affine
(d’apres la propriété ci-dessus), laquelle est minorée sur I car ce dernier est
borné. Total : f est minorée.
FIG

REMARQUE — Quand I = ]0, 1], I'application ¢ +— % est convexe (bien sir
minorée) mais non majorée.

2. Imposons I = R et f convexe non constante. Soient a < b deux réels tels
que 78 # 0. Selon le signe de cette pente, la fonction affine coincidant avec f
sur {a,b} tend alors vers co en oo ou en —oo; or cette fonction minore f hors
de [a, b] (d’apres la propriété ci-dessus et par convexité de f), donc cette derniére
tend aussi vers 0o (en co ou en —c0) et n’est par conséquent pas majorée.

FIG

3. Imposons I = Ry et f convexe majorée. Soient a < b dans I : si 78 > 0, le
méme raisonnement qu’au point précédent montrerait alors la tendance f — oo
o0

et contredirait le caractére majoré de f; on en déduit 72 < 0, d’ou la décrois-
sance de f.
FIG

REMARQUE — Au lieu de cordes, on aurait également pu utiliser des demi-tangentes
afin de minorer f.

2.4.4 Convexité et extrema

Propriétés (mazxima et minima d’une fonction convexe)

1. Chague fonction convexe sur un segment y est magjorée et atteint sa borne supé-
rieure en l'une des extrémités de ce segment.
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(a) Si f est conveze, alors chaque minimum local de f est un minimum global.

b) Si de plus f est dérivable, alors chaque point annulant f’ réalise le mini-
( p que p

mum de f.
Démonstration
1. Imposons que S := I soit un segment et que f y soit convexe. Notons ¢ la

fonction affine coincidant avec f en les bornes de S. On a alors les comparai-
sons f < ¢ < maxy : la premiére (qui découle de la convexité de f) est une
égalité en chacune des bornes de S (par définition de ¢), la seconde est une éga-
lité en 1'une des bornes de S (car ¢ est affine), ce qui montre que sup f = max ¢
est atteint en un point du bord de S, c. ¢. f. d.

(a) Imposons f convexe et soit m € I un point réalisant un mimum local
pour f. On imposera I infini (il n’y a sinon rien & faire). Distinguons alors
selon que m est une borne de I ou bien est & I'intérieur de I.

Supposons m = inf I. Il y a alors un ¢ > m dans I tel que f > f(m)
sur [m,i], donc la fonction 7, est positive en i, donc (par croissance)
positive sur |, 00[N I, d’ot la minoration f > f(m) a droite de m, ¢ed sur
tout I, ce qui conclut. Le méme raisonnement tiendrait si m = supl en
regardant a gauche de m. Enfin, reprendre les deux arguments précédents
lorsque m € I conclurait de méme en regardant des deux cotés de m.

(b) Imposons f convexe et dérivable. Soit m € I tel que f'(m) =0 :le
graphe de f est alors au-dessus de sa tangente en le point ( f('fn )), compa-
raison qui s’écrit f > f(m), c. ¢q. f. d.

Rappel. La réciproque n’est valide que pour les points intérieurs de I : en
effet, la fonction convexe dérivable Id admet sur [0, 1] un minimum global
en 0 mais sa dérivée ne s’y annule pas.

. 1sit=0
Contre-exemples : si f = {t — { %_t sit>0 ], alors
FIG

1. f est convexe sur lintervalle [1,2[ mais n’y est pas majorée,

2. f est convexe sur le segment [0, 1] mais n’y atteint pas sa borne inférieure.

Exercices d’application

1. Montrer que f est convexe ssi pour chaque segment S C I et pour chaque réel p
la fonction t — f (t)+ pt restreinte & S atteint sa borne supérieure en l'une des
extrémités de S.
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2. Soient a,b,c € [0,1]. Montrer alors la majoration
N S
b+c+1 c+a+1 a+b+1

On pourra voir le membre de gauche comme une fonction convexe dont on
cherche le maximum.

(1-a)(1—b)(1—c)<1.

1. Soit p € R et soit S C I un segment. Alors la fonction t — f (¢) + pt
est convexe comme somme de deux fonctions convexes, donc est majorée sur S
et atteint sa borne supérieure en I'une des extrémités de S.

Observer que la propriété « atteindre sa borne supérieure en 'une
des extrémités de S » est inchangée par ajout d’une constante : on pourra par
conséquent appliquer cette propriété a f + A pour chaque fonction A affine.

Soit a < b dans I, notons S := [a, ] et ¢ la fonction affine coincidant avec
f sur {a,b}. Il suffit pour conclure d’établir la majoration f < ¢. Or, d’une part
(d’apres le paragraphe précédent) la fonction f — ¢ atteint sa borne supérieure
en l'une des extrémités de S, d’autre part (par définition de ¢) en chacune de
ces extrémités la différence f — o est nulle : on en déduit la majoration f—¢ <
max (f —p) =0, c. ¢. f. d.

2. Le membre de gauche de la majoration désirée peut s’écrire F' (a, b, ¢) pour
une certaine fonction F' : [0, 1]3 — R somme de quatre fonctions. Montrons
comme suggéré que F' est convexe en chacun de ses trois arguments.

Soient A, B € [0, 1]. La fonction ¢ — ﬁ est affine, donc convexe. Idem

pour t — (1 —A)(1— B)(1—1t). La fonction ¢t ﬁ
dérivée ¢ — ﬁ croit sur |[—1 — B, oo[ car A > 0, donc est convexe sur [0, 1]
car B > —1. De méme pour t — #. Finalement, la fonction ¢t — F' (A, B, t)
est convexe sur [0,1]. Vu par ailleurs & t € [0,1] fixé les égalités®”

F(A,B,t)=F (t,A,B) = F(B,t,A),

est dérivable et sa

la fonction F' est bien convexe en chacun de ses arguments.

Concluons. La fonction ¢t — F (¢, b, c) est convexe, donc maximale sur [0, 1]
en l'une des bornes de [0,1], mettons en un certain P € {0,1}. Ensuite, la
fonction t — F (P, t,c) est de méme maximale sur [0, 1] en un certain @ € {0, 1},
puis la fonction ¢ — F (P, Q,t) est maximale sur [0, 1] en un certain R € {0, 1}.
On obtient ainsi les majorations®®

or, d’une part le point (P,Q, R) appartient a {0, 1}3, d’autre part en chaque
point de {0, 1}* la fonction F prend la valeur 1 (quatre calculs a effectuer selon
le nombre de coordonnées valant 1), ce qui conclut.

REMARQUE — Cette majoration se généralise immédiatement & n’importe
quel nombre de lettres.

570n dit que F est invariante par permutation cyclique de ses arguments.
58 es points P, Q, R dépendent a priori de a, b, c mais cette dépendance n’est pas pertinente pour
notre preuve.
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2.4.5 Concavité et sous-additivité

Propriété (sous-addititivité des fonctions concaves)

Chaque fonction concave sur Ry et fixant 0 est sous-additive :
I =Ry et f concave et f(0) =0=Va,b>0, f(a+b) < f(a)+ f(D).

Démonstration

Supposons I = R et f concave fixant 0. Soient a,b > 0. Voici deux
Preuve algébrique. Si a = 0 = b, la comparaison voulue s’écrit 0 < 0 4 0 et

est vérifiee. Dans le cas contraire, les réels (A, u) = (a%rb, ﬁ) font sens, tombent

dans [0, 1] et sont de somme 1, d’ou les comparaisons

f est
F@ = F OG0 +u0) E A7 @40 s )= A (a+b)
on montrerait de méme la comparaison f (b) > pf (a+b), d’ou en additionnant la
comparaison

F@+F®) = A+ fat+d)=flatb), e g f d

Preuve géométrique. La comparaison voulue étant symétrique en a et b, on peut
imposer a < b. Appelons alors A, B, S les points du graphe de f d’abscisses res-
pectives a,b,a 4+ b. Sur la bande [a,b] x R, la corde (AB) est alors au-dessus de la

corde (OB), laquelle est au-dessus de la corde (OS) : les milieux de [AB] et [OS]
ayant par ailleurs méme abscisse %H’, P'ordonnée du premier majore donc celle du

a b a+b
¢ L) ¢ SOt g g g,

second, ce qui s’écri
FIG

REMARQUE — La réciproque est fausse : la fonction ¢ — [t] fixe 0 et est sous-
additive (a détailler) mais n’est pas concave sur Ri. Une réciproque "faible" est
cependant présentée a l’exercice d’entrainement®® 9b.

Exercice d’application
Soient a,b,c > 1 trois réels. Montrer alors la comparaison
1 1 1 1
at+btc+—< -+ -+ - +abc
abc " a b ¢

On pourra reparamétrer & Uaide de la fonction exp et utiliser la convezité de sh.

59Cet exercice pourra étre contextualisé par la lectrice et le lecteur intéressés a la lumiére d’un
article de Philippe TURPIN publié¢ en 1973 dans la revue Studia Mathematica (archives disponibles
en ligne).
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Notons comme suggéré «, 3,7 les antécédents respectifs de a,b,c par exp. La
comparaison voulue se réécrit alors

e tel el +e B < e pe P e+ e“+’8+"’,
. e—(a+B+7) _ gatB+y - e~ _ ot N e B _ef N e~ — e
1. €. 9
2 - 2 2 2

ou encore —sh(a+p8+7) < —sha—shps—shy.

Or la fonction —sh est concave sur Ry (ou tombent «, 3, puisque a,b,c > 1) et
fixe 0, donc est sous-additive, ce qui conclut & la comparaison ci-dessus.

REMARQUE — Généralisation immédiate a un nombre quelconque (au lieu de trois)
de réels dans [1, ool.

2.4.6 Convexité stricte

Proposition (admise) — Définition (stricte convexité)
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. U’épigraphe de f privé de {P} est une partie convexe®® pour chaque point P du
graphe de f ;

2. f est convexe sur I et n'est affine sur aucun segment (infini) de I ;

3. pour chaques points a < b de I, pour chaques réels A\, u > 0 de somme 1, on a
la comparaison stricte

fAa+pb) <Af(a)+ pnf (b) ;

4. pour chaques points a < b < c de I, on a les comparaisons strictes
b c c .
To <To <Tp;

5. pour chaque point a € I, Uapplication T, croit strictement;
6. (si de plus [ est dérivable) la dérivée [’ croit strictement.

Lorsque Uune des conditions ci-dessus est vérifiée’", la fonction f est dite stric-
tement convezxe.

L’unique intérét (dans ce cours) de la stricte convexité est de préciser le cas d’éga-
lité dans I'égalité de JENSEN : pour chaque naturel n > 1, pour chaque n-uplet A
strictement positif de somme 1, pour chaque a € I"™, on a lorsque f est strictement
convexe la comparaison

n n
f Z ia; | < Z Aif (a;) avec égalité ssi les a; sont égaux,
i=1 i=1

60En d’autres termes : Pépigraphe de f est convexe et ne contient aucun segment infini sur son
"bord du bas".

61 Attention : lorsque f est deux fois dérivable, ces assertions n’équivalent pas a « f” > 0 » ! mais
a ce que f” reste positive et ne s’annule sur aucun intervalle infini de I.
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la majoration s’écrivant alors f(a) < f(a) ou a est la valeur commune des a;.
En d’autres termes, le cas d’égalité correspond au cas vraiment simple ot le bary-
centre Z:L:n Aia; se confond avec chacun de ses points pondérés (et ce indépendam-
ment des poids).

Exercices d’application

1. On reprend les notations de l’exercice d’application 2 section 2.2. Montrer l’im-
plication

PR L viemn), A
- = 0) i =
i:l)\i+)\i+l 2 ’ ’

S|

2. On reprend les notations de l’exercice d’application 8 section 2.2 et on impose
chaque poids X\; mon nul. Soient u < v deux réels tels que M, = M,. Montrer
alors que les a; sont égau.

3. On reprend les notations de l'exercice d’application 8 section 2.8. Montrer I’im-

plication
1 1 8 L o
—+ — = = ABC isocéle et v = 120°.
sina  sinf 3+ 2cos7y
1. On avait utilisé dans la preuve la convexité de la fonction ¢ — t-l%l appliquée

aux réels == et aux poids A;. Puisqu’aucun poids n’est nul et que la fonction
convexe utilisée 'est strictement, le cas d’égalité force I'égalité des réels =.

Soit donc C' > 0 tel que % = C pour chaque i € [1,n|]. Multiplier ces n égalités
donne alors (utiliser un produit télescopique) l'égalité 1 = C™, d’on C = 1
(puisque C > 0) et les égalités A\j11 =\, ¢. ¢. f. d..

2. Si w = 0, nous avions utilisé la concavité de In appliquée aux a, laquelle
fonction est strictement concave, d’on 1'égalité des a} (aucun poids n’est nul)

et celle des a; (appliquer ¢ — tv fait sens car v > u = 0). De méme, si v = 0,
—u
Ihypothese M, = My équivalait & Mj = M* ,, d’ou 'égalité des (a%) et
celle des a;.
Si 0 < u < v, cest la convexité de t — tu qui avait été appliquée aux a?,

convexité stricte vu la comparaison i > 1. De méme, si v < v < 0, 'hypo-

these M, = M, équivaut & M*, 6 = M* ,, d’ou I'égalité des (a%) : et celle
des a;.

Enfin, si u < 0 < v, la croissance de M force alors les égalités M,, = My =
M, et I'on peut utiliser le premier paragraphe.

3. Nous avions utilisé la convexité de ﬁ appliquée a « et 3 avec les poids

valant % Cette convexité étant stricte (reprlendre les décompositions en fonctions
strictement monotones ou bien utiliser la stricte positivité de la dérivée seconde),
le cas d’égalité force I'égalité o = (3, d’ou le caractére isocele de ABC. Par
ailleurs, nous avions utilisé la positivité du carré (2¢ — 1)2 : le cas d’égalité force
donc la nullité de 2¢ — 1, d’oit cos § = %, i.e. 3 =% (car 0 <y <) ou
encore v = ZF = 120°.
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REMARQUE — Chacune des trois implications montrées est en fait une équivalence,
comme la lectrice et le lecteur avisés sauront le vérifier par eux-mémes.
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3 Le point des compétences

Formulaire

1. Parties convexes d’un espace vectoriel réel

Soit F un R-espace vectoriel et soit A une partie de E.

e On appelle barycentre de A toute combinaison linéaire de points de A dont la
somme des coefficients vaut 1.

e Soient a,b € E. On appelle segment d’extrémités a et b 'ensemble des bary-
centres de {a, b} & coefficients positifs. Ce segment est noté

b i={Aa+(1—=XNb; Ae0,1]} = {da+ pb}r <N = b
[av]'*{a+( ) ’ G[,]}—{Q+HJ}>\+H:1 *[aa]'

e La partie A est dite étoilée si elle est stable par passage au segment dont une

extrémité est fixée :

A étoilée &5 Ja € A, Vo € A, la,a] € A.
e La partie A est dite convexe si elle est stable par passage au segment :

of, Va,a€ A

deé
A convere < VA, 1 € [0, 1] A+pu=1= da+pua € A.

e La partie A est convexe ssi elle est stable par barycentration a coefficients
positifs :

Va e A" "

vX e 0,1" ;Ai - 1:;)\1'% €A

A convexe <= Vn € N*,

2. Fonctions convexes réelles définies sur un convexe de R

Soit I un intervalle de R, soit f: I — R.

e On appelle épigraphe de f I’ensemble des couples dont 'ordonnée majore
I'image par f de I'abscisse :

épigraphe de f = {(i,j) €I xR; j > f(i)}.
e La fonction f est dite convexe si
Ya,be I B

(retenir : « [’image du barycentre est sous le barycentre des images »).

e La fonction f est dite concave si —f est convexe.
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e Convexité et épigraphe : chaque fonction I — R est convexe ssi son épi-
graphe est une partie convexe de R? :

f convexe <> I’épigraphe de f est convexe.

e Convexité et croissance des pentes : la fonction f est convexe ssi pour
chaques points a, b, c de I, on a I'implication

fO)~fla) _ f©)~Fla) _ fle)—Fb)

b—a - c—a - c—b

{I\ia} — R

a<b<c=—

f()=f(a) CrOIL.

ou encore ssi, pour chaque point a € I, la fonction

t—a
e Convexité et positions relatives du graphe avec ses cordes : la fonction f
est convexe ssi, pour chaque segment S C I, le graphe de la restriction f|g est en

dessous de la corde reliant les extrémités de ce graphe :

f(b) = f(a)

LD -0+ £ ).

f convexe <= Va < b dans I, Vt € [a,b], f(t) <
e Chaque fonction I — R dérivable est convexe ssi sa dérivée croit :
si f / .
f convexe <= f' croit.
dérivable

e Chaque fonction I — R deux fois dérivable est convexe ssi sa dérivée seconde
est, positive :
f convexe S douy fois f'>o.
dérivable
e Le graphe de chaque fonction convexe dérivable est au-dessus de chacune de ses

tangentes :
[ convexe dérivable = Va,t € I, f(t) > (t —a) f'(a) + f (a).

e Comparaisons de Jensen : si f est convexe, on a alors les comparaisons

. vVa el i i i
Vn € N¥, VX ¢ 0,1" ° Z)‘i:1:>f<z>\iai> SZAz‘f(ai)-

e Exemples de comparaisons de Jensen :

N
1. Soit n € N*, soit A € [0,1]" de somme 1 et soit @ € R". La concavité de In
livre alors la comparaison (dite arithmético-géométrique)

A1 A A
artay® - -an” < Aai + Xgag + -+ Apag.
moyenne géométrique moyenne arithmétique
des a; pondérés par les \; des a; pondérés par les A;

En particulier, quand \; = % pour chaque ¢ € [1,n|], on obtient la comparaison

arag - ay < Gttt |
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2. Soit n un naturel, soient a,b € R’} et soient a, f > 0 des réels de somme 1. On
a alors la comparaison (dite de HOLDER)

n n @ n B
Za?bf S (Z a,—) (Z b2> .
i=1 i=1 =1

Le nombre de couples de lettres (g) , (g) (ici deux) peut en fait étre imposé

quelconque dans N (preuve inchangée).
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Exercices d’entrainement

1. % Soit E un R-espace vectoriel. Montrer que chaque somme de parties convexes
de E reste conveze.

2. % Soit f: R, — R conveze dont le graphe admet une droite asymptote au voi-
sinage de co. Déterminer la position relative de ce graphe et de cette asymptote.

3. %Kk Soit E un ensemble fini non vide et notons P [l’ensemble formé par les
fonctions f: B — R telles que Y . f (e) = 1. On définit alors deux appli-
cations

p? R
H::{P — R etHQ::{ p — Pe
p 7Z€€E Pe Inpe <q) — _deE Pe lan

(a) En wutilisant la stricte concavité de ln, montrer que Ho est négative et
s’annule exactement sur la diagonale de P. (Culture : la diagonale d’un
ensemble A est formée des couples (a,a) ot a décrit A.)

(b) En déduire pour chaque p € P la comparaison
H(p) <InCard E bgalité ssi t t t !
n Car avec égalité ssi p vaut constamment ————.
P)= J P Card E
4. Y3k (On pourra tout au long de cet exercice penser aux comparaisons arithmético-
géométriques.)

(a) Soit n € N* et notons R := {7 € R"; Vi € [1,n]], r; > 0}. Pour chaque @ €
R, donner sens a et montrer ’égalité

. €1a1 + €202 + -+ +Enap
n

N
; € ERet 5152~~~5n1} = Yaras - ay,.

(b) Soit n € N* et soit @ € R} de produit 1. Montrer alors la comparaison
(24+a1)(2+a2) - (24 ay) > 3".

(c) Soit n > 2 un entier et soient as,as...,a, des réels positifs de produit 1.
Montrer alors la comparaison

(14a2)’(1+as) - (1+an)" >n"

(d) Soit n > 2 un entier et soit @ € ]0,1[" de somme 1. Montrer alors la

comparaison
- a; " a;
> =2\t
S vl-a imVn-

5. %k Soit n € N et soient a,b € R} . Comparer

Yarag - ayp + Vb1b2bn et ’\L/(al +b1) (a2—|—bn)(an +bn)

On pourra utiliser une comparaison de Hoélder ou bien la convexité deb? t —
In(1+et).

62 ¢f. exercice d’application 1 section 2.3
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6. Yk

(a) Soient a < b deux réels et soit f : [a,b] — R concave dérivable. Montrer
alors lencadrement

f(a);f(b)ébia/abfgf(a;b)

(b) Soit f:[0,1] — R concave telle que f (0) = 1. Montrer alors les compa-

TaiS0NSs u
Yu € [0,1], uf(u)§2</ f) —u
0

et en déduire la majoration

/tf() ;(/ f)

On pourra utiliser 1'égalité f o Jispe(t) At du = j;lzo fulztgo(t) du dt
valide pour chagque fonction ¢ : [0,1] — ]R continue.

2

7. %Kk Soient a < b deuzr réels. On note E [’ensemble des fonctions concaves
de C?([a,b] ,R) s’annulant sur {a,b}. Montrer que

b
la fonction L "longueur du graphe” f +— / 14 f2 croit sur E.
a

On pourra utiliser la convezité de Uapplications? ¢t — /1 + 2.

8. kK Soit f: R — R convexe dérivable et soit n € N*. On veut montrer
l’encadrement

og@+f(1)+f(2)+m+f(n* / r<? f/()'

(a) Justifier pourquoi on peut se ramener au cas n = 1.

(b) Commenter géométriquement l'encadrement voulu et en déduire l'une des
comparaisons souhaitée.

(c) Justifier pourquoi Uon peut imposer f(0) = 0, f/(0) et f(1) = 1. On
pourra observer comment évolue l’encadrement a montrer lorsque l’on ajoute
a f une fonction affine.

(d) Conclure.

9. YK Soit I un intervalle réel. Pour chaque a € I on note

P, = {weCp. m. ([0,1],1) ; /0190—&}-

I — R

. 1 ait
t — 1nf¢€q>tf0fo<p f

Soit f: 1 — R telle que la fonction C := {

SENS.

63 ¢f. exercice d’application 1 section 2.3
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(a) Montrer que C est la plus grande fonction convexe minorant f. Pour établir
sa convezité, étant donnés un A € 10,1[, deux a < b dans I et un (o, ) €
®, x @y, on pourra considérer la fonction

0,\[2t +— a(%)
Mst — 5(1E3)

b) Soit F: R — R croissante sous-additive et fizant 0. Montrer [’encadre-
+
ment

< F < ¢ pour une certain fonction concave ¢ croissante et fixant 0.

NN

On rappelle au besoin ’encadrement a < [a] < a+ 1 pour chaque réel a.

10. Sk

(a) Soit S un segment réel, soient f,g : S — R deux fonctions convezes
dérivables telles que max {f, g} > 0. On veut montrer que le segment [f, g|
de RS contient une fonction positive.

i. Conclure si f ou g est positive. On exclut ces cas par la suite.

ii. Montrer Uezxistence d’un point de S ot max {f, g} est minimale, ot f
et g sont positives et ot f'g' est négative.

iii. Conclure.
(b) Reprendre la question (10a) sans Uhypothése de dérivabilité. On pourra se
ramener au cas ot f et g sont continues.

(¢) Reprendre la question (10a) en remplagant le segment S par n’importe quel
intervalle réel. On pourra chercher o établir que f ou g tend (en l'une des
bornes de cet intervalle) vers la borne inférieure de max{f,g}.

—
(d) Soit I un intervalle réel, soit n € N* et soit f wun n-uplet de fonc-

tions I — R convexes. Montrer qu’il y a un N e [0,1]" de somme 1
tel que >  Nifi >0 ssi maX;e(1,n)] fi = 0.
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Solutions des exercices d’entrainement

Par une récurrence immeédiate, il suffit de montrer le résultat pour deuzx
convexes. Soient donc A et B deux convexes de E et soit A € [0,1]. On a alors
(en notant p:=1— X) les égalités

AMA+B)+pu(A+B)=(AA+AB)+ (pA+ uB)
= M+ (AB+pA)+uB=XA+ (uA+ AB)+ uB
= M+ pA) + (AB+upB) = A+ B, ce qui conclut.
—_——— —_———
=A car A convexe =B car B convexe

Un dessin suggére de montrer que le graphe de f reste toujours au-dessus

de chaque droite asymptote. Soit ¢ une fonction affine telle que f — ¢ — 0.

La fonction F := f — ¢ est alors convexe, tend vers 0 en oo et 'on aimerait
montrer la comparaison F' > 0. Montrons pour cela que F' décroit : elle tendra
alors en oo vers son infimum (dans R), lequel sera nul (par unicité de la limite),
d’ou la conclusion F' > inf F = 0.

Soit par absurde a < b dans Ry tels que 78 > 0 (taux d’accroissement
pour F'). La fonction affine coincidant avec F sur {a, b} tend alors vers co en oo
or cette fonction "corde" minore F hors du segment [a, b] (cf. section 2.4.3), en
particulier sur [b, oo , d’ott la tendance I — oo, contredisant I’hypothese FF —
O. o0 o0

FIG??

REMARQUE — Par décroissance de F', la comparaison F' > 0 ou bien est
stricte ou bien est une égalité au voisinage de oc.

(a) Soient p,g € P. On a alors les comparaisons

H2(§> Z—Zpelnzi:Zpelnq—e

ecE ecE Pe

anpE;%:anqezlnlzo,

ecE ¢ ecE

JENSEN

pour In

d’ou la négativité de H,. Par stricte concavité de In, on a égalité ssi la

famille (%) . est constante ; or les familles p et ¢ ont méme somme non
ec

nulle (a savoir 1), donc cette constance équivaut a I’égalité p = q.
REMARQUE — Il serait élémentaire de donner sens a la concavité de Hy
sur P? — et un peu fastidieux de I’établir.
(b) Soit p € P et abrégeons C' := Card E (dont U'inverse fait sens vu que E
est par hypothése non vide). Notons u la famille constante valant % (loi
uniforme sur E). Le point 3a montre alors la comparaison

0o > Hg(i) :—Zpelnpf:—Zpe(lnpe—i—lnC)

ecE c ecE

prelnp‘3 — <Zpe> InC=H(p)—InC,

eck ecE
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d’ott la comparaison voulue avec (toujours d’aprés le point 3a) égalité

ssi p = u. (Ce point se généraliserait a peu de frais a toutes les distri-

butions de probabilités sur E — y compris celles s’annulant.)
REMARQUE — Culture entropique. La fonction H est appelée entropie’*.
Le résultat montré ici s’interpréte comme suit : 'entropie d’un systéme fini est
mazimale lorsque ce systéme est décrit par une loi de probabilité uniforme (et
ne peut plus alors "évoluer"). La lectrice et le lecteur souhaitant approfondir
ces notions d’entropie gagneront a consulter ’ceuvre de Ludwig BOLTZMANN en
physique statistique.

(a) Soient a,e € R. Abrégeons g := {/[[\_, a;. Une inégalité arithmético-
géométrique donne de suite

1 n n n n
= E it = | Hﬁiaiz A Hfi A Hai:g.
n

i=1 i=1 i=1 i=1

=1 =g

On a égalité si les €;a; sont égaux, cette valeur commune valant alors la
moyenne g. On a donc égalité si ; = £ pour chaque i € [1,n]], ce qui
conclut.

(b) 11 suffit pour chaque i € [1,n|] de minorer

comp. arith.-
24a; = 1+1+4a; > 3 Y/1-1-a;, dou la comparaison
géométrique
n n
[[e+e) =

i=1 i

(3 Ya)=]]3 & [Jas=3" V1i=3"c. q f d
=1 =1

1

Bonus : les comparaisons multipliées ne mettant en jeu que des réels
strictement positifs, le cas d’égalité final équivaut a celui dans chacun des
comparaisons multipliées, i. e. & 1 = 1 = a; pour chaque ¢ € [1,n]], i. e. &
Pégalité des a; (a 1).

(c) On adapte la méme stratégie en réécrivant a ¢ € [2,n|] fixé chaque pro-
duit 1+ a; comme une somme de 7 termes afin de neutraliser ’exposant 7 :

(1+a)" = ((i— 1)% +ai>i

comp. arith.- \/ 1 1 1 21
> ) = —
géométrique 1—12—1 1 —1 (Z _ ]_)171

Multiplier ces comparaisons permet alors de conclure, vu d’une part le téles-

copage du produit []"_, # — %1 7
1.

64Flle apparait dans larticle fondateur « A mathematical theory of communication » de
Claude SHANNON publié en 1948 dans le Bell System Technical Journal. Le nom entropie semble
apparaitre pour la premiére fois avec Rudolf CLAUSIUS en 1865 dans son livre Théorie Mécanique de
la Chaleur (contexte thermodynamique ou elle était notée S).

d’autre part I'hypothese [[\, a; =
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Bonus : comme au point précédent, on a égalité a la fin ssi on a
égalité partout, i. e. ssi a; = 727 pour chaque i € [1,n[], ce que bloque
I'hypothese [, a; = 1 (sauf si n < 2). Par conséquent, la comparaison
est stricte dés que n > 3.

(d) Nous sous-entendrons le domaine de sommation [1,n|] afin d’alléger
les écritures.
Une condition Y a; = 1 doit nous faire penser a une comparaison

de JENSEN. Dans notre probléme, la fonction ¢ +— \/% est convexe sur

]0,1[ en tant que composée de la fonction convexe ¢ — t=2 a droite par la
fonction affine ¢t +— 1 — ¢, d’oul la minoration

Z a; JEI;EN 1 1
Vi—a; — \/leaixai B \/1—Zaf.

Par ailleurs, la concavité de ¢ — +/t et 'hypothése > a; = 1 nous per-
mettent de majorer

a; 1 1 JENSEN 1 a; n
= —_ . < _— = .
D BE TR RV ) Sy
?

1l suffit donc pour conclure de minorer ———u > n

paraison équivaut & 2= > 1—3"a?, i e. an) a? > 1, ce qui est une
comparaison de CAUCHY-SCHWARZ Y2123 a2 > (Y 1a;)>.

Bonus : le cas d’égalité impose équivaut a 1’égalité dans toutes nos
comparaisons utilisées, i. e. a 1'égalité des a; (a % vu par ailleurs 'hypo-
these Y a; = 1).

Or cette com-

5. La premiére chose est d’intuiter la comparaison & montrer en regardant les
cas simples, & savoir ici les petites valeurs de n. Quand n = 1, les deux membres
4 comparer sont égaux et il n’y a rien a en tirer. Regardons le cas n = 2 : vu
a A, B,U,V >0 fixé les comparaisons

(VATBVI V) - (VAU + VBV)
AU + AV + BU + BV — (AU+BV+2\/W)
AV~ 2VABUV + BU = (VAV ~ VBU) >0,

il est raisonnable d’espérer avoir la comparaison

Varag - an + V/biby---by < V(a1 +b1) (ag + b2) - - (an + by).

Nous en proposons quatre démonstrations. Le domaine de sommation/production [1, n|]
sera sous-entendu afin d’alléger les écritures.

(a) par Holder. Suivant I'indication, énoncons formellement et utilisons
la comparaison de HOLDER sous sa forme générale®® : pour chaques na-

65 ¢f. exemple 2 section 2.2
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(d)

turels p et ¢, pour chaque A € [0, 1]q de somme 1 et pour chaque ma-
trice M € M, , (R) a coefficients positifs, on a la majoration

P q N q p Aj
J .
D IIme <1 2mii) -
i=1j=1 j=1 \i=1

En particulier, remplacer (’q’) par (TQL) puis remplacer (2;1 , )\j) par (‘g’f , %)
3J J

pour chaque j € [1,n|] donne
H W—FH /b < H Yaj+bj, c. q. f d
j=1 j=1 j=1

par Jensen. Sil’'un des a; est nul, la somme /aias - - - an+ Vb1bs - - - by,

se réduit alors & {/b1by - - - by, qui est clairement majoré par {/(a; + b1) (a2 + by,)
vu la positivité des a;.

Dans le cas contraire, le réel ¢; := (% fait sens pour chaque i € [1,n|]
et la comparaison voulue se réécrit

L+ mer e < A/ +e) (L te) (1+en),
) In(1+¢)
ce.In(1+ ¢ )< Sl VA
vem(iyle) = £

Or la fonction ¢ + In (1 + e) est dérivable de dérivée t — L= croissante,

1+e—t
donc est convexe, d’otll les comparaisons

In (1 + @) —In (1 +exp (Z lnnci»

JENSEN

1
< Zﬁln(l—kexp (Ing)), c. ¢ f. d.

=In(1+c;)

inclusions et minima. Pour chaque r € R}, notons

D’une part, on vérifiera aisément les inclusions M, C M, + M,, d’autre
part, 'exercice 4a donne sens & et montre I’égalité min M,. = {/[[r; pour
chaque r € R%". On en déduit les comparaisons

H YVa;+b; = min M,y > min (M, + M) = min M, + min M,
= "Hai—l—\n/Hbi, c. q. f d.
combinatoire. Développons et utilisons des comparaison arithmético-

o1

e (aﬂn + bn)



géométriques :

n p,gEN IJ=[1,n|]
(a+by= > Jla]lei= > >, e]lv
1=1 IJj=[1,n|] i€l  jeJ p+g=n Card I

p i€l jeJ
Card J q
1

comp. arith.- P,€N n ImJ=[1,n|] (’I’L)
L ORI (o) ()b

g\eometrlqu’e pta=n P Cardl = p \icl ieg
a (p,q) fixé Card J = ¢q

n n
Le produit dans la parenthése comporte ( >n facteurs, dont < > p fac-
p p
n
teurs a; et ( >q facteurs b;. Par symétrie, chacun des n réels a; apparait
n . n .
exactement ( )fL fois et chaque réel b; apparait < )fl fois. En prenant
p | p

. ny .. . £ 4
la racine -iéme, il reste [Ja;/ [[b). En notant o et 3 les moyennes

géométriques des a; et b;, la somme ci-dessus devient finalement

P,q€EN
n
Z ( )ozpﬁq = (a+B)", d’ot le résultat en prenant la racine n-iéme.
ptHq=n
(e) par Mac Laurin (hors programme). En notant e, e, ..., e, les

fonctions symétriques élémentaires des ¢; (cf. preuve 5b), les comparaisons

de MAC LAURIN®® affirment la décroissance de la suite | /-2 ,
() ke(L,n|]

d’ou Ton tire pour chaque ¢ € [0,n|] la comparaison (?)eﬁ < e;. Il en
résulte les comparaisons

(1+ ﬁ)"i(’;)en szn:e,;:

=0 =0 %

(I4+¢),c q f d
1

n

“ “ 3 . e +b
(a) Notons A, B, M les points du graphe de f d’abscisses respectives a, b, *3>.

Reéécrivons alors I'encadrement désiré sous la forme
b b b
R at REICT )

et interprétons géométriquement chacun de ses termes.

FIG

Le terme de gauche est l'aire d’un rectangle dont un des codtés hori-
zontaux passe en le milieu de [AB], i. e. vaut Paire d’un trapéze rectangle
de coté incliné dirigé par la corde [AB].

66 publices en 1729 dans les Philosophical Transactions of the Royal Society
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7.

Le terme du milieu est ’aire sous le graphe de f.

Le terme de droite est I'aire d’un rectangle dont un des cotés horizontal
passe en M, i. e. aire d’un trapéze rectangle de coté incliné dirigé par la
tangente en M au graphe de f.

Le résultat est alors immédiat car la tangente en M est au-dessus du
graphe de f qui lui-méme est au-dessus de la corde [AB] (tout cela en vertu
de la concavité de f).

Proprement, il suffit d’intégrer sur [a,b] les comparaisons traduisant
ces positionnements géométriques, a savoir

f () = f(a)
b—a

(1d~a) + f (@) < £ < f' (m) (14 —m) + F (m) onm := “ =0,

REMARQUE — La dérivabilité ne sert que pour la comparaison de
droite et est en fait superflue : en effet, d’'une part on pourrait utiliser
une demi-tangente (au lieu d’une tangente), d’autre part (sans faire appel
aux demi-tangentes hors programme) intégrer lorsque ¢ décrit [a, b] les ma-

jorations w <f (W) (lesquelles découlent de la concavité
de f) donne directement f: f<(b—a)f(m).

Soit u € ]0,1]. D’aprés le point 6a o I'on remplacé () par (2), on a
la comparaison w < ﬁ fou frioe uf(u) <2 (fou f) — u, laquelle

reste valide lorsque u = 0.

Abrégeons I := fol fetJ: = fol tf (t)dt. Intégrer la derniére compa-
raison lorsque v décrit [0, 1] donne alors

J<2/01</Ouf)du—/01udu.

1
La derniére intégrale vaut {“72} = % et l'intégrale "double" s’évalue
u=0

en utilisant I’égalité donnée (conséquence d’un théoréme de FUBINI hors-
programme : intuitivement, reparamétrer le triangle {(t, u) € [0, 1]2 it < u}

ot l'on intégre en droites horizontales ou verticales) :

1 u o 1 1
/ / F(#) dt du e / F(t) dudt
u=0 Jt=0 t=0 Ju=t
1
:/ (L—t)f(t) dt=1—J.
t=0

La derniére comparaison s’écrit donc J < 21 — 2.J — Lo e %J <I- i.

2

11 suffirait alors pour conclure d’avoir la majoration I — 1 < I2, laquelle
. 2

s’écrit encore 0 < (I - %) , ce qu’on a.

1
1

Tout d’abord, pour chaque e € FE la "longueur" L (e) fait sens car l'in-

tégrande /1 + €’ est de classe C' (donc intégrable). Soient a présent f < g
dans FE. La comparaison alors voulue L (f) < L (g) se réécrit f: Cof < f: Cog
ou I'on a noté C la fonction ¢t — /1 + 2 suggérée. Cette derniére étant convexe
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sur R, son graphe est au-dessus de chacune de ses tangentes, d’ou les comparai-
sons

Vu,v € [a,b], C(v)—C(u)>C" (u)(v—u).
Y remplacer a t € [a,b] fixé (Z) par (5 ,/Eg) puis intégrer lorsque ¢ décrit [a, b]
permet alors de minorer

v -0z [@oryx-n=[10a(])= (40

Or d’une part ¢ est positive vu 'hypothése f < g, d’autre part I' décroit comme
composée d’une fonction croissante (dérivée de la fonction convexe C) par une
décroissante (dérivée de la fonction concave f). Puisque I' est de classe C! (on
utilise le fait que f est de classe C?), on peut d’une part donc affirmer I < 0,
d’autre part intégrer par parties puis minorer

b b
I‘é':I‘éb—i—/ ~I" § >T(b)é(b) —T(a)é(a) =0, ce qui conclut
JREE | L2 -r@Ie

FIG

REMARQUE — La convexité de g a servi uniquement pour donner sens
a L(f) = fabC o f' (la fonction monotone f’ étant en effet intégrable). De
méme, on peut supposer f seulement de classe C! : la fonction I' décroissant
et restant positive, le second théoréme de la moyenne (hors programme) nous
donne alors un ¢ € [a, b] tel que f s =T(a f g (a)é(t) >0, ce qui
conclut.

(a) Commengons par réécrire le membre & encadrer de maniére plus ho-
mogeéne en répartissant le 1 = % + % chez tout le monde :

IO r@srrm-n+ L2
0

F+
C O (10 SO, (LD S oY, £
(MDD (LD S0) SO,
On en déduit les équivalences

[\
+
[\

déini S, 2t S i) o zn: (f(OHf(l) _ /1 fi> LW -fi(0)
0

pour chaque ¢€[1,n|] —y 2
1=
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Par conséquent, si 'on montre ’encadrement désiré quand n = 1 pour
chaque fonction f comme dans I’énoncé, on pourra alors a i € [1,n|] fixé y
remplacer f par f;, additionner le tout et obtenir ’encadrement ci-dessus.

Puisque nous sommes ramenés au cas n = 1, ’encadrement & montrer

s’écrit )
o< LOLIW [ SO_SO)

Notons A et B les points du graphe de f d’abscisses respectives a et b et
appelons T le point d’intersection des tangentes en A et en B. Notons «
et B les fonctions affines de graphes les tangentes resp. en A et en B au
graphe de f et appelons ¢ la fonction affine coincidant avec f sur [0, 1].
La convexité de f permet alors d’affirmer que son graphe est d’une part
au-dessus de ceux de a et B et d’autre part en dessous de celui de ¢
(proprement, on a sur [0, 1] les comparaisons max {«, 5} < f < ).

FIG

Le terme-différence du milieu représente aire (signée) de la lunule
comprise entre la corde [AB] et le graphe de f restreinte a [0, 1] : cette aire
est positive par convexité de f, d’ou la comparaison de gauche (proprement,
intégrer la comparaison f < ¢ sur [0, 1]).

Par ailleurs, vu que laire du triangle ABT majore celle de la lunule
(proprement, intégrer sur [0, 1] la comparaison ¢ — max{«, 8} > ¢ — f),
il suffit pour conclure de majorer A (ABT) par w. Cela est méme
nécessaire puisque la comparaison de droite doit étre valable pour chaque
fonction convexe ayant mémes dérivées que f en 0 et en 1 et dont le graphe
colle les tangentes en 0 et 1 aussi prés que l’on veut.

Regardons la comparaison restant & montrer
/ !
FO) (1) /f<f - 1'(0).

Elle est tout d’abord homogéne en f, au sens ou pour chaque réel a > 0
cette comparaison équivaut a celle ot l'on a remplacé f par af. Mon-
trons par ailleurs qu’elle est invariante par ajout a f de fonctions affines.
Soit A\, v € R et notons F := f+AId+pu. On a alors F/ = f' 4+ X et le A ra-
jouté disparait dans la différence F’ (1) — F’ (0), donc le membre de droite

est préservé. Par ailleurs, le milieu se voit rajouter w = % +p

et l'intégrale se voit rajouter fol (AId+p) = % + p, donc le membre de
gauche est inchangé.

Par conséquent, nous pouvons imposer f (0) = 0 par "translation ver-
ticale" (soustraire f (0) & f), puis f'(0) = 0 par "ajout de pente" (sous-
traire f’(0)Id & f). La fonction f est alors positive (car son graphe est
au-dessus de sa tangente en Porigine), d’ou f (1) > 0 : si cette image était
nulle, la fonction f serait négative (car son graphe est en dessous de la
corde reliant (8) et (f (11))), donc nulle et la comparaison désirée serait tri-
viale. On peut donc imposer f (1) > 0 et méme f (1) = 1 en divisant f
par f (1).

FIG
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(d) Notons « := f’ (1) 'unique parameétre restant. Vu 1'égalité yp — yr =
a(xp —xr), i. e. 1 = (1 — 1), on obtient abscisse zp = 1 — 1 (sanity
check : on a o > 1 car la pente de la tangente en B majore celle de la
corde [AB], d’ou zp € [0,1]). On en déduit les équivalences

(1) = f(0) 1 - 1
ABT) < =—~2 = 7 & _ < = 1
A( ) 8 2t 8 o
— a’—40+4>0 < (a—2)*>0, ce quon a.

REMARQUE — Lorsque f est de classe C?, donnons une autre preuve de la compa-
raison de droite®”. On définit pour cela une suite (c,) de fonctions [0, 1] —

neN
ol =«
R par la récurrence®® ag := 1 et Vn € N*, { f "1 Sur [0, 1], on obtient
« =
0 n
2
aisément a; = X — % et ap = XT - X4 ﬁ > oo (2) = —2—14. Prolongeons

chaque a,, sur tout R par 1-périodicité. Integrer deux fois par parties livre alors

Pégalité 1
/Of:[foél] faz /fa

Or, d’une part les égalités as (17) = 15 = a2 (07) donnent [f’ag] =4 [f’](l),
d’autre part les égalités ay (17) = 3 et oy (07) = —31 donnent [foq]é =

TOEIW)  On conclut en majorant’?

1 1 az>—5g
LORIO - [ f=tfaaly = [ aar” ™ <7 H1F0+ 5 10 =5 1.

(a) Pour chaque t € I, la fonction constante égale a ¢t tombe dans &, d’ou
les majorations

= 1nf/foga</ f = f(t). Il en résulte ¢ < f.

pED:

Soit ¢ > f concave, soit t € I. Pour chaque ¢ € ®;, on peut majorer
(¢f. exercice d’application 1 section 2.2)

1 JENSEN 1
c(t) = ¢ / ) < / cop, d’ou (faisant varier ¢)
0 0

1
c(t) < inf / cop=C(t). On en déduit ¢ < C.
e Jo
Soient a,b € I, soient A\, u > 0 de somme 1, soit (o, 8) € &, x P} et
[0,1] R,
notons ¢ := [0,A[>t +— (
t—

) (suggéré par 1’énoncé). Alors ¢
N1t — B ( A

67La lectrice et le lecteur intéressés davantage pourront enquéter sur I’identité d’EULER-MAC LAU-
RIN.

68 Culture : les nloy, sont les polynomes de BERNOULLL.

69Bien repérer ou intervient la convexité de f.
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fait bien sens (les arguments de a( ) et B ( ) tombent bien dans le

domaine [0,1] de a et 3), est continue par morceaux (comme recollement
de deux fonctions continues par morceaux) et d’intégrale

ofu=A
A
reparamétrages
= / )\dT+/ﬁ ) pudU = )\/a—k,u/ﬁ
U::”;”\ et du=pdU

T::% et dt=XdT

= Aa+ pb, d’ott 'appartenance ¢ € ®xqqpp-

On en déduit les majorations

C()\a+ub)</01f0 caden! /foa+u/ fopB,

andlogue

d’ou (en faisant varier « puis 8) la comparaison C (Aa + ub) < AC (a) +
nC (b). Il en résulte la convexité de C.

(b) On applique ce qui précéde en remplagant (I, f) par (R, —F) : la
fonction ¢ := —C fait alors sens (chaque intégrande F o ¢ est intégrable
car F' est monotone), est concave et majore F.

1
Explicitement, on a ¢ (t) = sup / F o ¢ pour chaque réel ¢ > 0.
pedP: JO

Soit ¢ € Pq : alors ¢ est positive (car a valeurs dans I = Ry ), conti-
nue sauf en un nombre fini de points (car continue par morceaux sur un
segment) et d’intégrale nulle, donc est nulle sauf peut-étre en ses points
de discontinuité, donc f o ¢ est nulle par morceaux, a fortiori d’intégrale
nulle. Faire varier ¢ donne alors ¢ (0) = 0.

Soit t > 0 et soit ¢ € ®;. Puisque F' est sous-additive, une récurrence
immeédiate livre pour chaque (n,a) € N x Ry la majoration F'(na) <
nF (a). On peut alors majorer

Fos=ra(2) "o 2]

"2 [Frs (2o o,

additive | T

d’ott les majorations

/OlFosos/ol (Z+1)F = <f01(p+1>F()“oe:®‘2F(t).

Faire varier ¢ donne alors ¢ (t) < 2F (t), comparaison encore valide si ¢t = 0.

Enfin, & t € R fixé, puisque F' est positive, l'intégrale fol F oy est
positive pour chaque ¢ € ®;, d’ou (faisant varier ¢) la positivité de ¢ (¢).
La fonction convexe —c est par conséquent majorée (par 0) sur R, , donc
décroit™, d’ot la croissance de c.

70 ¢f. exercice d’application 3 section 2.4.3
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(a)

i

ii.

iii.

Supposons par exemple f > 0. Le barycentre trivial 1f + Og
convient alors.

La fonction M := max {f, g} est continue sur le segment S (comme
supremum de fonctions continues car dérivables), donc y atteint son

minimum : soit s € S tel que M > M (s). Abrégeons (g) = (518)

Si f(s) <0, on aalors f < 0 au voisinage de s, donc max {f, g}
(qui est positive) ne peut valoir f sur ce voisinage, donc M y vaut g;
puisque M admet un minimum local en s, la fonction g également ;
or la convexité de g force ce minimum a étre global, d’ot g > g (s) =
M (s) > 0, ce qu’on a exclu. Il en résulte f(s) > 0 et échanger f et g
conduirait de méme a g (s) > 0.

F<Ff(s) a gauche de s, d’ou M
9<y(s)

M (s) a gauche de s, ce qui force s = min S (sinon s ne minimise-
rait pas M). Puisque f’ croit (par convexité de f), on a les compa-
raisons f/ > f'(minS) = a > 0, donc f croit, d’ou les comparai-
sons f > f(minS) = f(s) > 0, ce qui est exclu. On montrerait de
méme 'implication o, < 0 = g > 0 dont le conséquent est exclu.

Reste finalement le dernier cas a8 <0, ¢c. q. f. d.

Supposons a, 3 > 0. On a alors{

Puisque « et § sont de signes opposés, le réel 0 appartient au
segment [, 8], d’ou deux réels A, > 0 de somme 1 tels que 0 =
Aa + pf. La fonction Af + pg est alors convexe (combinaison positive
de fonctions convexes) et dérivable en s de dérivée nulle, donc est
minimale en s. Vu la positivité des quatre réels A, p, f (s),g(s), on
peut conclure Af + ug > 0.

1 : cas affine,ciseaux

REMARQUE — La figure ci-dessus devrait éclairer les lignes qui pré-
cédent dans le cas affine (fermer les "ciseaux" formés par les deux
graphes) et donner un appui géométrique a la démarche suivante consis-
tant & se ramener a ce cas : traiter le cas ou f est de signe constant,
a#0
a) > f

évoquer a un zéro de f, se ramener a { g (

fzad oo
rer{gzﬁ(s ou ¢ :=1Id —a.

(a) puis mino-

FIG : minorer par le cas affine

Une troisiéme démarche consisterait (modulo cas triviaux) a évoquer
fzFf(a) <0
g>9g(b)<0
puis & évoquer deux réels a < 3 tels que f (o) =0 = g (5); chaque m
dans [«, 8] pourrait alors étre utilisé comme au point 9(a)iii. Notre
premiére preuve part directement d’un tel m minimisant max {f, g},
ce qui nous a été suggéré par la figure :

deux réels a # b tels que{ , amontrer g’ > 0sur [a, b],

FIG
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(b)

(d)

Quitte a remplacer f et g par les prolongements continus de leur res-
triction & S, ce qui ne change ni leur convexité ni ’hypothése max { f, g} > 0
ni la conclusion (a détailler), on peut les imposer continues. La fonction
continue M réalise ainsi toujours son minimum en un certain s € S.

Sans I’hypothése de dérivabilité, nous allons reprendre le méme rai-

sonnement avec les dérivées généralisées & gauche (%) = ({7 %8) ou celles a
9
droite (g) = (f7(s)) (I'un des deux couples fait sens dans R par convexité).
8 94(s)

N
Supposons s = minS. Si @ et (B sont finis, ils vérifient les implica-
. a@>0=f>0
tions —
B>20=g9>0
a droite de s. Par conséquent, chaque fonction croissante 7, tend en s
vers —oo, donc reste < 0 au voisinage de s, d’ott la méme contradiction.
On exclurait de méme le cas s = max .S avec les dérivées a gauche.

, d’ou @, ﬁ < 0 et la contradiction M < M (s)

. & e, — 5 = .
Si enfin s € S, les dérivées «, 3, a/,  sont alors finies et 'on a
d'une part @ > 0 ou @ < 0 (sinon f > 0), d’autre part l'implica-
—
. a>0= B <0
tion N =
a<0= pg >0

— “—
d’obtenir @ 8 <0ou ‘@ B <0 et de conclure comme en 9(a)iii.

(sinon M < M (s) quelque part), ce qui permet

Remplagons & présent S par un intervalle I. Si ¢ := inf M est atteint,
rien & changer. Supposons donc le contraire. La fonction convexe M ne
peut alors décroitre puis croitre, donc est monotone et tend vers i en 'une
des bornes de I. Si cette borne est finie, on y prolonge alors f, g, M par

continuité et on est ramené au cas ot ¢ = min M. On supposera donc M —
o0

i (noter au passage que la positivité de M se propage a son infimum : i > 0).
Si Pon montre (comme suggéré) que f tend vers ¢ en oo, la fonction
convexe f admettra alors une asymptote en co et son graphe sera au-dessus
de cette asymptote (d’aprés l'exercice d’entrainement 2), d’od f > ¢ > 0
et I'on pourra conclure (idem pour g). Soient donc par l'absurde £ >
0 et a,b € IV croissant chacune strictement vers oo telles que Vn €
N { |f (an) —il > &
’ |g (bn) - l‘ > €
Soit A € I tel que i@ < M < i+ ¢ sur [A, co[ (permis car M — i).

Quitte & rétrospectivement décaler les suites a et b, on peut imposer qu’elle
prennent des valeurs au-dela de A. Pour chaque n € N, lintervalle ]i,i + €[
contient alors M (b,,) mais pas g (b, ), donc la fonction M ne peut coincider
avec g en by, d’ou f (b,) = M (by,). Soient enfin p,q, N € N tels que b, <
an < by (permis car a,b — 00) : selon la position de f (an) par rapport
ai+te, on a alors 'une des comparaisons f (b,) < f (an) ou f (an) < f (by),
donc f admet une pente strictement positive, d’ou (par convexité) ’absurde
tendance M > f — oo.

Soient A € [0,1]" tel que { 2= Ai = 1 . Soit a € I. Soit k €

Z?:l )\ifi Z 0
[1,n]] tel que fx (a) > f; (a) pour chaque i € [1,n|]. On a alors les compa-
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raisons

On raisonne par récurrence, initiée au rang 2 par le point 9c¢ (le

rang 1 est trivial). Supposons n > 3 et abrégeons (Z) = (ﬁ) En réécri-
vant max;e(y,(] fi = max {max{a, b}, f3, f4, ..., fn} olt la fonction max {a, b}
est convexe comme supremum de deux fonctions convexes, on peut (par hy-
pothese de récurrence) évoquer n — 1 réels A\, Az, Ag, ..., A, > 0 de somme 1
tels que Amax{a,b} + > 1 s A\;fi > 0. Or le membre de gauche se ré-
Aa+3o7 g Aifi
A+300 s Aifi
convexes'!, d’ol (d’aprés Dinitialisation) deux réels o, 3 > 0 de somme 1
a(Aa+Xis Aifi)
+ﬁ(/\b+2?:3 Aifi
(AB) f2 + D13 A\ifi ot les coefficients ont pour somme 1, on a terminé.

écrit max{ } ol les deux sommes entre les accolades sont

tels que ) > 0. Le membre de gauche se réécrivant (Aa) f1+

REMARQUE — Nous avons montré que [’enveloppe convexe de chaque ensemble

fini de fonctions convezes contient une fonction positive ssi le mazimum de cet
ensemble est positif. Cela devient faux pour un ensemble infini : la suite (f%)neN*

a en effet un supremum positif (car nul) mais aucune combinaison convexe de
ses termes n’est positive (car chaque telle combinaison est une suite constante
strictement négative).
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comme combinaisons linéaires positives de fonctions convexes
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