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Feuille d’exercices 5

Fonctions : généralités, limites, valeurs.

Exercice 5.1 — Domaines de définition
1. Donner le domaine de définition des fonctions f et g définies par

f@) =VE—z-2 , g)=

2 —x—6"

2. Donner le domaine de définition de la fonction composée h = g o f.

Exercice 5.2 — Droites : équations et position relative.

Le plan euclidien P est rapporté a un repére orthonormé (O; ;J) On considére la droite (D) passant par
les points A(3,2) et B(1, —2).
1. a. Donner une équation de la droite (D). Quelle est la pente de (D) ?

b. Donner une équation de la droite (A) passant par C(2,5) et de pente a = —3. Vérifier que (D) et
(A) sont perpendiculaires et déterminer leur point de concours.

2. a. Donner la position des points suivants par rapport a (D) (au dessus, au dessous, sur) :
P(0;—4) ; Q(0;3) ; R(3;1) ; S(1000;2000)

b. Montrer que la parabole d’équation y = —5 — 22 est située au dessous de (D) et qu’elle est tangente
a (D) en un point qu’on précisera.

Exercice 5.3 — Limites : cas favorables

On rappelle que : | lim In(z) = —oco , lim In(z) =400 , lim e*=0, lim e*=4o0.
r—0t+ T—+00 T—>—00 T—+00

3 _ V=1
1. Caleuler lim 2@ +20=2) + 77
a—1 (22 +x — 3)cos(x — 1)

2. Pour chacune des fonctions f(x) suivantes calculer lim+ f(zx) -
z—0

1 1 * 1 1 1 _ 1
S ln(z) ; (@) x = —— () , YT . ¢ 2
x x In(z) cos(z) sin(z) In(1 — sin(x))
. : . z, L _ 1 l1+e™™®
3. Pour chacune des fonctions f(z) suivantes calculer lim f(z): e "+~ ; (2—e ™ *)(34+=) ; ——5— ;




Exercice 5.4 — Somme ot I’'un des termes I’emporte sur autre
Supposons qu’'une fonction f(x) s’écrive f(z) = u(x) + v(x) (pour tout réel z > 0) avec u(z) > 0, et de
v(x
plus IEIEOO ) =0 (“u(z) 'emporte sur v(z) quand x — +0o0”).
Montrer qu’alors f(x) et u(z) ont méme limite quand x — +o0.

Exercice 5.5 — Limites indéterminées

1. Forme indéterminée (co) — (00). Déterminer les limites suivantes :

1 1 a3 2 3
lim ——— — = lim 24+1—z lim 22— lim % — % —22tl
a0z (z+1) z 7 w5t Va?+1 T 250 1+ = a—+too
2. Forme indéterminée %. Déterminer les limites suivantes :
2 3 2
T T —2 T 1 -2 T
lim 2T T2y T i _Vro2 o lim ———
a—1 oz —1 a——12(z2 — 1) a4 12 — 51 + 4 a0 /1 + 22 — 1

3. Forme indéterminée %

a. Reprendre les expressions du 2., et déterminer leurs limites en +ooc.
b. Calculer les limites des expressions suivantes quand x — +00 :

e eVT 4 g2
In(z) ~ 23+ In(1 + z*)

4. Forme indéterminée 0 x co. Calculer les limites suivantes :

1 2 1 1
. 2/ & . . 3 T T . : 3
aljur%)x (" + = +In(1+2) ; th (> 4+ 1) (e +e ™) ; th (In(z +1))(\f+ 5)

Exercice 5.6 — Limites a gauche et a droite Pour chacune des fonctions f(x) suivantes calculer les
limites de f(z) quand z — 0" et quand z — 0™ :

Exercice 5.7 — Fonctions bornées
1. Soit n > 0 un entier naturel. Montrer que f(z) = % est bornée sur R si et seulement si n < 4.

2
2. Parmi les fonctions suivantes, dire laquelle est bornée sur |0, 1] : Lte ; —
x In(z) — 1
3. Supposons que f : [0;3] — R est bornée sur [0;1], [1;2] et [2;3]. Montrer que f est bornée sur [0; 3].
4. Supposons que f: R — R et g : R — R sont deux fonctions, et que f est bornée sur R.
Montrer qu’alors la fonction composée h = f o g est bornée sur R. Peut-on borner go f 7

Exercice 5.8 — Valeurs intermédiaires

1. Montrer que I’équation e* = x + 2 admet une solution = €]1;2].

2. Soit P(z) = z* + az® + bx? + cx — 1 un polynéme de degré 4, avec a,b, ¢ quelconques. Montrer que
limg 400 P(x) = 4+00. En déduire que P(z) admet une racine réelle > 0 et une racine réelle < 0.

3. Soit I(x) = z3+az?+bx+cun polynome de degré 3, avec a, b, ¢ quelconques. Montrer que limg_s 4 o0 1(x) =
+00 et limy—,_ oo I(x) = —00. En déduire que I(x) admet une racine réelle.



