Représentations d’algebres de dimension finie sur C
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Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie et k£ € N*.

On regarde I’action de &, dans V®* qui permute les positions.

On a ainsi une injection de & sur GL (V®), mettons p,, : &, — GL (V).
On regarde, dans L (V®’“), les combinaisons linéaires de la forme

Zaiﬂk (04)
i=1

ol o; € Cet o; € Gy, ied 'algébre engendrée par le plongé de &y, dans GL (V®k). Ceci forme une sous-algebre
de L (V®F).

Quel est le commutant de cette algebre, ied

{ue L(V®*) tel que Vo € 8y, upy (o) = p, (o) u} ?

Toutes les algébres considérées seront associatives, unitaires, et le corps de base sera C — sauf mention
contraire.

Par exemple, L (V), T (V), S (V).
1 Plongement d’un groupe G dans 1’algébre C [G]

Soit G un groupe. On définit C[G] comme le C-espace vectoriel libre engendré par G, ied 1'ensemble des
combinaisons linéaires formelles des élements de G.

On notera
G — C
590 Isig=go
—
o — {onin

le Dirac en g, de sorte que les ¢, forment une base de C[G] :
u= Z u(g)dg.
geG

On munit C [G] d’une structure d’algébre associative unitaire en définissant un produit * sur les élément de
base par
59 * 5h = (59}“

qui donne lieu a un produit de convolution :

ol (@)= S u@ o)=Y ulgh™)vm) = Y u(m)v(h ).

Y=g helG hedG
En effet,
vl () = | D ulgu)da. | *| D v(g)dg.| (9)
|9u€G gv€G
= | > ulg)v(ge)d, g, | (9)
_gv.mg'ueG
= Z U (gu) v (9v) Og,g, (9)
9u,gv€G
= D ulg)v(g)-
GuGv=g
Proposition.



Soit V' un C-espace vectoriel. Se donner un morphisme de groupes
G—GL(V)
est équivalent a se donner un morphisme d’algébres
CIG] — L(V).
Démonstration.

Sionag:C[G] — L(V), on restreint ¢ a G, et alors les images sont inversibles.
Sionap:G— GL(V), on le prolonge a C [G] par linéarite.

2 Représentations d’algébres : définitions

Définitions.
Soit A une K-algébre.
Une représentation de A est un couple (p, V) o V est un K-espace vectoriel et

p:A— L(V)

un morphisme de K-algébres (on cherche a représenter A comme une algébre de matrices sur le corps K).
Souvent, p sera sous-entendu.
Si une représentation est fizée, on notera par abus

ozt =) @)
A-x : ={a-zouadécritA}.

Un sous-espace vectoriel W de V' est dit stable par p st
A-WcCWw.

On peut alors considérer les représentation restreinte (py, W) et représentation quotient (pV/W,V /W) définies
respectivement par

A — LW)
Pw O — p(a)‘w et
A — L w)
PV w a — x+Wir—a z+ W]

(la connaissance de ces deux représentations permet parfois de reconsitituer la représentation enticre).

Une représentation (1,W) est appelée sous-représentation de (p, V') si W est un sous-espace stable par p et
si (1, W) est la représentation py, restreinte & W. On dira abusivement que W est une sous-représentation de
V' (noter la correspondance entre la donnée d’un sous-espace stable et d’une sous-représentation).

Une représentation V est dite irréductible si les seuls sous-espaces stables de V' sont {0} et V.

Une représentation V' est dite complétement réductible (ou semi-simple) si tous sous-espace vectoriel W
stable admet un supplémentaire W' stable : V=W @ W'.

On dira qu’un élément a d’une algébre A commute & une partie B de A si a commute avec tous les éléments
de B.

Donnons tout d’abord une propriété bien pratique, qui sert a faire commuter un endomorphisme & un groupe
fini d’isomorphismes.

Propriété (commutativation).
Soit V' un espace wvectoriel, u un endomorphisme de L (V) et G un sous-groupe fini de GL (V). Alors

l’endomorphisme
~ 1 _
W= > p(@up(g)™

geqG



commute a G.

Démonstration.
Pour g € G, on a

On utilisera également trés souvent le petit résultat suivant, qui généralise la propriété bien connue

uv = vu = Keru stable par v.

Petit résultat pratique.
Si un endomorphisme u commute & p(G), alors son noyau Keru est stable par p.

Démonstration.
Soit x € Keru. On a Vg € G,

u(g-x)=[uop(g)](x)=I[p(g)ou](z) =g -u(xr)=g-0=0,

donc g -z € Keru.

3 Représentations de groupes finis

Théoréme.
Soit G un groupe fini et p une représentation de C[G]. Alors p est complétement réductible

(remarque : C pourrait étre remplacé par tout corps ou l'ordre du groupe est inversible)

Démonstration du théoréme.
Soit W un sous-espace vectoriel stable par p. On cherche un supplémentaire stable.
Soit S un supplémentaire quelconque de W :

V=WeaSs.

On regarde le projecteur p sur W parallélement a S, de sorte que S = Ker p est un candidat potentiel. En effet,
d’apres le petit résultat, Kerp sera stable si p commute & p (G).
On "commutative" donc p en posant

p= @g;p(g)pp(g)_l,

et alors
K :=Kerp

est stable par p.
On va montrer que p est un projecteur d’image

Imp=W,



ce qui concluera car alors
V=Impe®Kerp=W K

avec K stable, CQFD.
D’une part, pour x € W, on vérifie que

p(x)

@ S @ =g X (p| e

—

geG 9eG €W car W stable
-1
= g1 9 -z =
\G\ Zg —— IG\ Z(,;
9 car W=Imp g
d’ou
pw = Idw
et
W C Imp;

d’autre part, pour x € V, on a

geG geG
e LY gw —lywew
€G ge
9 =W car W stable par G 9
d’ott Imp C W et Pégalité
w.

Par ailleurs, pour z € V, on a

ied

ou encore p projeteur. Ceci achéve les vérifications.

4 Opérateurs d’entrelacement — lemme de Schur

Définitions. N L)
3 , 3 . prtA— LWV L
On appelle opérateur d’entrelacement entre deuzx représentations { A — (V) toute application
linéaire
T: V1 — V2
telle que
Va € A, Tp, (a) = py ()T,
ied "
Ya €
{ Ve eV, ,T(a-z)=a-T(z).

L’ensemble des opérateurs d’entrelacement entre p, et py sera noté

Hgm (V1,Va)

(on sous-entendera p, et py) et est un sous-espace vectoriel de L (Vy,Va).



On dit que p; et py sont équivalentes s’il existe un opérateur d’entrelacement bijectif :

Tpy (@) T = py (a),
ied
T(a T (z))=a- 2
B1 base de Vi

By base de Vi telles que pour

Si p; et py sont de dimension finie, elles sont équivalentes ssi il existe {

tout a € A on ait
Mat py (a) = Mat p, ()
Bl B2

(envoyer By sur By via T).

On donne ici une CNS vitale pour que deux représentions irréductibles sur C de dimension finie soient
équivalentes.

Lemmes de Schur.

Soit A une algebre sur un corps algébriquement clos, et (p,V) et (7,W) deux représentations irréduc-
tibles de dimension finie de A. Alors :

e Deux opérateurs d’entrelacement entre p et 7 sont nécessairement liés;

e On dispose de la formule

1 si p et T sont équivalentes

dim Hgm (v, Ww) = { 0 sinon

Démonstration.
e Montrons tout d’abord que tout opérateur d’entrelacement non nul est inversible.
Soit T': V. — W non nul. On écrit

Va € A, Tp(a)=71(a)T;

ainsi, d’'une part KerT & V est stable par p, donc est réduit & 0, ied T injective, d’autre part Im T # 0 est
stable par 7, donc vaut W tout entier et T est surjective.

e Prouvons a présent que deux opérateurs d’entrelacement sont nécessairement liés.

Soient T et S dans Hom 4 (V, W) supposés non nuls (sinon ils sont clairement liés). D’apres ce qui précede,
ils sont inversibles. Alors S™1T € GL (V) posséde une valeur propre A (par ’hypothése de cloture algébrique),
d’out un sous-espace vectoriel Ker (S*IT - )\) non réduit a {0}. Par ailleurs, on a

p(a)ST'T =817 (a)T =S Tp(a),

donc p (a) communte avec S~1T, a fortiori avec S™1T—\Idy et par conséquent stabilise le noyau Ker (S‘lT — )\).
Ceci tenant pour tout a, Ker (S‘lT — )\) # {0} est stable par p et vaut donc V tout entier, d’ott ST — X\ =0
et S =M\T.

e Nous sommes maintenant en mesure de conclure.

Si dim Hom 4 (V, W) = 1, alors il existe un opérateur d’entrelacement non nul, ied inversible, d’ou p ~ 7.

Réciproquement, si p ~ 7, il existe un opérateur d’entrelacement 7} inversible, donc non nul, et alors tous
les autres sont liés avec Ty, d’ou dim Homy4 (V, W) = 1.

5 Représentation d’algébres de matrices

5.1 Théoréme fondamental

On montre ici que toute représentation de M, (K) est équivalente & une somme directe de représentations
M, (K) — L(K")

chacune isomorphe a la représentation standard { A . Ax



Théoréme.
Soit K un corps quelconque, n un entier > 1 et

pi My (K) — L(V)

une représentation de dimension finie de M,, (K).
Alors n | dimV et il existe une base B de V telle que pour tout A dans M,, (K) on a

A

A
MBat p(A) =

Démonstration.
On dispose d’un morphisme, donc on regarde I'images de générateurs. On s’intéresse donc naturellement aux

p(Eij).

L Pi=p(Eiy) : i Bii=1d 5 i ’ " =
Posons { Vi Im P, Puisque BBy, — 0B, en passant a p, on obtient d’une part )., P; = Id,

d'ou V=V, + ...+ V,, dautre part P,P; = &/ P;, d’ou
car

v1+...+v, =0 Py(z1)+ ..+ Py (2,) =0

PPy (z1) + ... + PP (2,) =0
0+..40+ PPy (zk)+0+...+0=0
Py () =0

vp =0 pourtout k=1,...,n.

Ll

On notera de plus que, pour z € V;, disons z = P; (y), on a
P; (z) :Piz(y) =P (y) =z,

de sorte que
(Pi)\vi =Idy, .
Montrons maintenant que les V; ont meme dimension, en établissant la bijectivité des

p(Eij): Vi — Vi
On peut écrire
Idy, = (P)y, = p(Eii)y, = p(Eij) p (Eji)y, »
ce qui donne l'injectivité de p (Ej’i)\vi et I'inclusion Im p (E; ;) D V;. L’inclusion réciproque s’obtient en écrivant
p(Eij) = p(Eiq) p(Eij)p(Ej;) = P p(Eij) P
d’ou
Imp (Ei;) = Vi
et la surjectivité de p (E; ;) : V; — Vi.
Fixons maintenant une base (egl)7 e e$1)> de V7 et posons

ef) = Eiy-ep) € Imp(Ein) = Vi

(noter la cohérence pour le cas i = 1, ou

El,l . e](cl) = P1 e](;) = e](;) car (P1)|V1 = :[dv1 ),
—~—

Q%1



de sorte que (egi)7 ey 67@) est une base de Vj :

<
<

Z)\keg) =0 — )\k (EiJ . e,(cl)) =0

— Z )\keg) =0  par injectivité de p (Ei,l)\vl

— Ak) =0 car (egl), ...,efnl)) est libre
On a ainsi

v

Vie...eV,
- (Ke§1> D ... @Keﬁl)) B (Kef) D ... EBK@SQ)) D .. (Keln) D ... @Ke@)

Regardons l'action des Fj; ; sur un e,(j) :

l (i
Ei,j . e,(c) = Ei,j . ElJ e = 63—Ei71 cCL = 5;6,(;)
Ainsi, les sous-espaces stables qui apparaissent naturellement sont les
U, = Vect (e,(cl), 6;2)7 s e}ﬁ)
pour k = 1,...,r. Par ailleurs, le calcul ci-dessus montre que

Mat  p(Ei;) = Eij,
(e e

de sorte que, en posant
B= (egl), ...,egn), eél), ...,egn), e 65.1), ...,e(_")>

(on met les Uy, bout & bout), on a

MBatp(EhJ) - ’
E;;

d’otl le théoréme par linéarité.

Remarque.

Le résultat montre que p est injective.

Mais on le savait déja : Ker p est un idéal bilatére de M,, (K), donc soit {0}, soit M,, (K).

En effet, soit I un idéal bilatére non nul de M,, (K), et soit A # 0 dans I, mettons a;, j, # 0. En remarquant
que

EioﬁoAEjo,jo = Gig,j0 Eig, jo
et que
Ek,ioEioyjoEjoJ = Ek,l,
et en utilisant I'idéalité de I, on montre que
1 1
. E} i (EiuJoAEjo,jo) Ejo1 = T Ek.iq (aio,joEimjo) Ejo 1 = EyioLig jo Ejo1 = Lk,
alodo alodo

est dans I, donc I engendre tout M, (K).



Corollaire.
Toute représentation irréductible finie de M,, (K) est équivalente a la representation standard.

Démonstration.
Soit p une représentation irréductible finie de M,, (K) et B = B; & ... ® B, comme dans le théoréme. Alors
les V; := Vect B; sont stables par p : en effet, pour a matrice de M,, (K) et z € V;, on a

M . = M M
Bat a-x Bat p(a) Bat x
A 0
= A Matg, =
A 0
0
= AMatp, ©
0

d’ou a -z € V;. Par conséquent, r = 1 (sinon {0} ¢ Vi & V, ce qui contredit l'irréductibilité), d’ou le résultat.

5.2 Représentations et produit tensoriel

Soit (p,V) une représentation d’'une algébre A et U un espace vectoriel quelconque. On dispose d’une
représentation de A dans lalgébre produit tensoriel U ® V' donnée par

[ A — LUsV)
Iéi@p'{ a — Idy®p(a)

Si (ex, ..., ep) est une base de U, alors
p P
UeV~PCeaV~PV.
i=1 i=1

On voit alors U ® V' comme somme directe de p copies de V. Pour ce faire, on fixe une base B = (v1, ..., v,,) de
V', on note

ng) =e; ® vy,
et on s’intéresse a la base de U ® V' définie par
T= (wgl), ...,wgn), wél), ...,wgn), e wl()l), ...,wz(,")> ,
de sorte que
[Ig ®p (a)] (wgﬂ) - [151 ®p (a)} (e ®v;)

= e ®[p(a)(v))]

= ® ; {MBat p (a)} g Vg

= [Mat o (a)} (e; ®vg)

P ko
et donc
Matg p (a)

Mot [1d 2 (@)] - Hate el

Matg p (a)



avec p blocs.

Théoréme.

Soit (p, V') une représentation de dimension finie de M, (C), que l’on cherche & comparer & la représentation
canonique ¢ : M,, (C) — L (C™).

On regarde donc les opérateurs d’entrelacement entre ces deux représentations :

Hom (C™,V) C L (C™, V).
MS(I}CI)( ) ( )

On considére maintenant la représentation de M,, (C) dans [Ho%) (cn, V)} ® C™ définie par

n

M, (C) — L (LI:{IO%& (cn, V)] ® (C")
— Téx%T@Aw

et on regarde l’opérateur "contraction”

{Hom ((C”,V)] ®@C" — V

7 M, (C)

TRz — Tx

Alors T est un opérateur d’entrelacement bijectif entre T et p.

Démonstration.

On a déja vu que V = V1 @ ...  V,. o chaque V; est stable et la représentation restreinte a V; équivalente a
la représentation standard. A fortiori, tous les V; ont méme dimension n.

Soit T; : C™* — V; un opérateur d’entrelacement bijectif entre ¢ et Py, de sorte que

T,:.C" —V

soit dans Hom ., () (C™, V). Les Ty, ..., T, ont des images en somme directe, donc sont linéairement indépendants
dans £ (C™, V). Montrons qu’ils en forment une base.
Soit T' € Homy, ¢y (C*, V). Si m; : V. — V; désigne la projection canonique, 7; o 7" est un opérateur

T © T = )\sz
Or Y/, m; = Idy, donc

Z)\iTi = Zw oT = <Z7r> o =1doT =T,
i=1 i=1 i=1
et donc 71, ..., T, générent Hom v, ¢y (C", V).
On reprend maintenant
T, [Homq, () (C", V)] ®C* — V
T®x — Tx

Soit T ® x € [Homy, (c) (C",V)] ® C" et A € M,, (C). D’une part on a
Tor(AT®z)=T(1(A)(T®z) =T ((T®Az) =TAx,

d’autre part on a
p(A)oT|(T®x)=p(A) T =Ty (A)x =T Az,
d’ou
Tor(A)=p(A)oT

pour tout A, ied 7 opérateur d’entrelacement entre 7 et p.
Quid de la surjectivité ? Soit © € V', que 'on décompose sur les V; en

10



6 Algébres finies simples

Définition.
Une algeébre est dite simple si ses seuls idéaux bilatéres sont {0} et elle-méme.
Une C-algébre est dite finie si, en tant que C-espace vectoriel, elle est de dimension finie.

On montre ici que toutes les algébres finies simples sont des algébres de matrices.

Théoréme (Wedderburn).
Soit A une C-algébre finie simple. Alors on peut trouver un n € N tel que

A~M, (C).

On utilisera le théoréme intermédiaire suivant.

6.1 Théoréme de Burnside

Théoréme (Burnside).
Soit A une algébre finie et (p,V') une représentation irréductible de dimension finie de A. Alors

p(A)=L(V)
Lemmes.
1. Soit x € V non nul. Alors tout x’ de V peut s’écrire
¥ =a-x
pour un a € A.
2. Soit 1 € V* non nul. Alors tout I’ de V' peut s’écrire
'=1lop(a)
pour un a € A.
3. Si u € p(A) est un endomorphisme de rang > 2, alors il existe v’ € p(A) de rang

0<rgu <rgu.

Démonstration.

1. Pour x # 0, le sous-espace A - x est clairement stable et n’est pas réduit & {0} car contient
la-z=x#0,

donc vaut Pespace V' tout entier (par l'irréductibilité de p).
2. On reprend le lemme 1 en passant au dual. Pour [ # 0 dans V*, notons

B={lop(a) onac A}.

A a € A fixé, B est clairement stable par *p(a), donc son orthogonal B° est stable par p(a) (car V est de
dimension finie), et ce pour tout a € A. Comme B contient

lop(la)=1lold=1+#0,
B° ne peut valoir tout l'espace V' et est donc réduit & {0} (par l'irréductibilité de p), d’ou

B= (B ={0}* = v~

11



3. On peut trouver x et y dans W tels que u (x) et u (y) sont libres, de sorte que u (x) # 0, et le lemme
1 donne alors 'existence d'un a € A tel que

a-u(xz)=uy.

Puisqu’on est sur C, la restriction
uop(a): Imu — Imu

posséde une valeur propre A; en posant

v=(uop(a)— AId)

[ Imw ?

on a Imv & Imu, d’ou
Im(vou) C Imv & Imu.

Par ailleurs, v o u est non nul car
vou(z)=[uop(a) = Aldjme] (u(z) =u(a-u(z)) — lu(z) =u(y) — Au(z) #0
par liberté de u (z) et v (y). On a finalement
0O<rg(vou) <rgu

comme voulu.

Démonstration de Burnside.

SidimV =0, alors £ (V) = {0} et p(4) = {0} = L(V).

Sinon, £ (V) est linéairement engendré par les applications linéaires de rang 1. Il suffit donc de montrer que
p (A) contient les endomorphismes de rang 1.

Montrons déja que si p (A) contient un endomorphisme de rang 1, alors il les contient tous.

Soit ¢ de rang 1 dans p (A4) : Jv € V,1 € V* tel que

e=1() v

I — .
Soit 1» = I’ (+) v’ un autre endomorphisme de rang 1. D’aprés les lemmes 1 et 2, Ja, b € A tel que { l’v—;oap (vb) ,
d’ou

b= IO =lop®) a-v=1lop(b) pla)()

et (sip=p(c))
Y =p(a)p(c)p(b) =p(abc) € p(A).

Montrons maintenant que p (A) contient bien un endomorphisme de rang 1. On part de
u:=Idjy = p(la).

SidimV =1, alors rgu = 1 et c’est gagné. Sinon, rgu > 2 et on récurre en utilisant le lemme 3.

6.2 Théoréme de Wedderburn

Démonstration de Wedderburn.

Soit A une C-algebre finie simple (si dim A = 0, on a de suite A ~ M (C); on supposera donc dim A > 1).
On cherche une représentation irréductible pour pouvoir appliquer Burnside.

On peut toujours représenter A de fagon réguliére gauche par

p:{A — L(A)

a aX

On cherche alors dans A une sous-représentation irréductible.

12



Les sous-représentations de A sont exactement les idéaux & gauche. On en prend donc un de dimension > 0
minimale — ce qui est possible car A est un idéal a gauche de dimension > 0 —, mettons B, de sorte que

pR{A—H L (B)

a ax

est irréductible : toute sous-représentation de pg est un idéal & gauche, donc soit {0}, soit un C' C B de
dimension > dim B par minimalité, ied C' = B. Burnside nous dit alors que

pp (A) = L(B).
Il reste & remarquer que pp est injectif, ce qui entrainera
A= py (A) ~ £(B)

comme souhaité. En effet, puisque A est simple, Ker p (qui est toujours un idéal bilatére) est soit A tout entier,
auquel cas
0=p()(1)=1x1=1

et A = {0}, absurde, soit réduit & {0}, et dans ce cas p — a fortiori pg — est injectif.

7 Algeébres finies semi-simples

Définition.
Une C-algebre A est dite semi-simple si elle est isomorphe o une somme directe d’algébres simples.
Pour une algébre finie, cela s’écrit (d’aprés Wedderburn)

A~ éﬁ (Vi)
i=1

ou Vi, ..., Vp>1 sont des C-espaces vectoriels de dimension finie.

Remarques.
e Comme toute somme directe d’algebres, la multiplication est effectuée coordonnée par coordonnée, et
vérifie clairement la propriété de distributivité :

P P P P
i=1 i=1 i=1 i=1
e En se donnant des bases B; pour chaque V;, on peut voir @!_, £ (V;) comme un sev de £ (P7_, V;) fait
de matrices diagonales par bloc en considérant la base B = B, ..., B, :
Mat Al
P By
MBat (Z Az) =
i=1 Néat A,
e Si A= | L(V;) est une algebre semi-simple, on dispose de p projecteurs naturels
P={0}®..e{0}a %/c_lea {0} @ ... {0}

qui induisent autant de représentations naturelles V; de A

ni;{A — L)

a +—— abP;,=Pa

(on récupeére la i-iéme composante a; de Paction d'un a = >_7_, a;). Remarquer déja que la i-iéme composante
de laction de @F_, £ (V;) est
IL; (A) = L (Vi)

e Noter que les P; sont des idempotents centraux :

P

P,P; = §! P, = P;P,.
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7.1 Description des représentations irréductibles

On s’intéresse aux représentations irréductibles d’une algébre finie semi-simple ;_, £ (V;).
Les (I1;, V;) sont de bons candidats (on se raméne au cas connu des algebres finies simples), et en fait ce
sont les seuls.

Proposition.
Soit A=@_, L (V;) une algébre semi-simple. Alors les V; sont des représentations irréductibles de A deux
o deux non équivalentes, et ce sont les seules a équivalence prés.

Démonstration.

Si W C V; est un sev non nul stable par Hl, mettons wg € W non nul, alors pour tout z € V; on peut définir
un a € L£(V;) qui envoie wg sur z, d’ott © = a-wy € W par stabilité de W, et ce Vo € V;. Ainsi X C W et
W = X, d’ou lirréductibilité des (Hl, Vi).

Montrons ensuite que Homy4 (V;, V;) est réduit a 0 pour ¢ # 7, ce qui prouvera (a I’aide du lemme de Schur)
que les V; sont deux a deux non equlvalentes

Soient ¢ # j et T': V; — V; un opérateur d’entrelacement entre (II;, V;) et (IL;, V;). On a donc

Vae€ A, Toll;(a) =11 (a)oT,

en particulier pour a = Idy,, d’ou

T=Toll <Id) =1II; (Id) oT'=00T=0
Vi Vi
comme voulu.
Soit maintenant p : A — L (W) une représentation irréductible. Puisque

IMC,1=/)(1A)=p(ZP¢) => p(P

il y a un 4o tel que p(P;,) # 0, donc p(P;,) (W) (qui est stable par p) est non nul, d’on par irréductibilité
p(Pi,) (W) =W. 1l en résulte que les p (P;) pour i # ip sont tous nul :

[p (P:)] (W) Big)l (W)

= [p(Fy)n(
= [p(PBi)] (W)
o (

T DD

On en déduit que, pour tout a € A, on a
pla) = plala)=p Z
=pl(a

Ainsi, tout sev de W stable par p;, (restriction de p & L (V;,)) est stable par p tout entier, donc (p,,, W)
est irréductible, donc équivalente a la représentation standard (Id c(vi ),Vio) (théoréme sur les représentations
0

finies des algébres de matrices). En termes d’opérateurs d’entrelacements, cela s’écrit
Va € L(V;,), Tp;, (a) = aT
onT € GL(W,V,,). On déduit que, pour tout a dans A,

Tp(a) = Tp(l (a)) =Tp;, (1L, (a))
= 1 (a) T,

ce qui est précisément la définition de ’équivalence de (p, W) et (IL;,, V;,)-

10
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7.2 Description d’une représentation quelconque par le produit tensoriel

Plus généralement, soit W une représentation finie de A. On dispose d’une représentation @”_, [Homy (V;, W)|®

V; donnée par
a- (ZQZ ®’Ui) = 291 ® II; (a) ('Ui)~

La proposition suivante montre que W est équivalente & @%_, Homy (V;, W) ® V;.

Proposition.
Soit A = @Y_, L(V;) une algebre finie semi-simple. Toute représentation finie W de A est équivalente &
b Homu (V;, W) ® V; par lopérateur d’entrelacement

{@f_lei@)w — w
i i@uv — 300 0i(v)

Démonstration.
Soit ¢ : A — L (W) une représentation de dimension finie quelconque. On a Idy = 3" ¢ (F;), ou les ¢ (P;)
sont des projecteurs deux a deux orthogonaux dans £ (W), dou W = @ Im ¢ (P;).
—_————

:iWi
Soitz€ A:x=> 2P, € PL(V),

p(@)=> e@eP) =Y ¢(P)e()

. ¢ (x) envoit W; — W; Vi. ¢ (zP;) agit dans W; comme ¢ (z), et agit par 0 sur Wjx,. Ainsi W, est une
représentation de L (W;) : W; ~ Hom4 (V;, W) ® V; comme représentation de L (V;).
Ensuite, on reconstruit tout en recollant les bouts :

S.{EBHomA(Vi,W)Wi — W
' >0 ®v; >0 (vi)

est une opérateur d’entrelacement lorsque A agit sur @ Homu (V;, W) ® V; par
a(Dti@v) =Y 0210 (v)
alors
s (a (Zei ® v)) - 5 (Z 0, ® 11, (a) vi> =36, (1T (a) v;)
>0 (@)0: (v:) = 9 (@) (305 (w0)) -

Théoréme.
Soit A une algebre, p : A — L (V) une représentation de A de dimension finie complétement réductible.
Alors p(A) C L(V) est semi-simple.

Proposition.

Soit A une algebre associative, p : A — L (V) une représentation de A de dimension finie complétement
réductible. Soit W un sous-espace vectoriel de V' stable par p. Soit ¢ = p,y, : A — L (W) la représentation
restreinte. Alors ¢ est complétement irréuctible.

Démonstration.

Soit U; C W stable. On veut Uy C W stable avec W = Uy & Us.

V' est complétement réductible, donc pour U C V stable, on a un supplémentaire V.= W @ U. Soit P le
projecteur d’image W et noyau U : Pp (a) = p(a) P Va € A.

U, @ U est stable, donc on a un Us C V stable tel que Us @ U; @ U =V.

On pose Uy = P (Us) C W.

15



Montrons que W = Us @ Uy. On a déja
UseoU 1 @U=V=WaU,
d’ott dim Us + dim U; = dim W. On veut donc dim Uz = dim Us, ied Py, injective; or
UsNKerP CcUsNU = {0},

cqfd.
Montrons ensuite que Us + U; = W. On décompose w € W C V en

w=w; +w3 +u,

d’oll
w= P (w) =P (u3) + ui.
——
€U,
Corollaire.

On a équivalence entre
e p complétement réductible ;
eV =VI®..8BV, est somme directe de sous-représentations irréductibles.

Démonstration.

= récurrence, a l'aide de la proposition précédente.

<= récurrence sur le nombre de morceaux. Soit W C V stable. Si W NV, # {0}, alors W =V} (car V;
irréductible). Soit P; le projecteur sur Vi parallement & €9,;~, Vi. On a P; (W) C W;. Ou bien P, (W) = {0},
alors W C Vo @ ... ® V,, et on récurre; ou bien P; (W) = Vi, on pose W' = Ker (Pl)/W CVo®d..0V,
complétement réductible par récurrence. On a donc Vo @ ... ® Vg = W' @& W ou W stable. Alors

W'nw cw’'nWw' c (KerP,)NnW' = {0}
donc la somme est directe :

dimW +dimW” = dimV; +dim W’ + dim W”
= dimVi+) Vi
i>2

dimV.

Démonstration du théoréme.
On veut p (A) C L (V) semi-simple. On sait que p est complétement réductible, donc V=V, & ... & V; on
chaque V; stable irréductible. La restriction de p (A) a chaque V; étant irréductible, on obtient tout £ (V;).

8 Commutant et bicommutant

Soit V un C-espace vectoriel, S une partie de L (V).
On appelle commutant de S

Comm S = {u € L(V) tel que su=us Vs € s}.
Le bicommutant est le commutant du commutant.
Soit A une sous-algebre de L (V). On a toujours A C Comm Comm A. Egalité ?

Théoréme.

Soit A sous-algebre semi-simple de L (V). On la casse en @._, U; ® V; ou V; représentation irréductible
de A, U; = Homy (V;, V), a € A agit dans @_, U; ® V; par Y_Idy, ®p; (a), et A ~ @Idy, ®L (V;). Posons
B = Comm A.
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Alors B est semi simple, B ~ @ L (U;) ® Idy;, et donc Comm Comm A = A.

Lemme. (r=1)
Soit V. =U @ W. Alors Idy L (V') et L (U) ® Idy sont des sous-algébres de L (V). Alors

Comm (151 oL (V)) L(U)®ld

Comm (L(U)21d) = H&L(V)

Démonstration.
Soit T € L (U ® W) qui commute avec Idy L (V). On écrit T intelligemment :

T=> FEi;®u,
ot E;; base de L (U). Alors
To(dou) = (deu)oT
(Seen)olien) - (or)o(Srow)

Y Eijouuy = Y Eij®uiu
Uly,j = UijU
uij = Aiyld

d’ou
T = Z)\i’jEi’j & %‘(/i

Démonstration du théoréme.

On décompose A = P Idy, ®L (V;) Soit P; : V. — V le projecteur sur U; ® V;. P; € A car P; = Idy, ® Idy,.
Si T € L(V) commute & A, il commute aux P;, donc laisse stable leurs images U; ® V;. Par conséquent
Tiv,ev, : Ui®@V; — U; ® V; commute & Idy, ®L (V;), cette restriction est donc dans L (U;) ® Idy, par le lemme,
puis on @. Enfin, la situation est symétrique en A et B.

Théoréme des invariants (H. Weyl).
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie, et £k € N*. On considére la représentation du groupe
&, — GL (V®k)
o U1Q .. QUL Us-1(1) @ ... @ Ug-1(p)
C[&k] dans L (V®F); soit A = p;, (C[S]) C L (VEF).

Par ailleurs, GL (V) agit dans V®* d’ou une représentation ¢ de C[GL (V)] dans L (V®*); soit B =
¢ (C[GL(V)]) C L (V®F).

symétrique &y dans V&F : d’ott une représentation p;, de

. CommA =B

Alors A et B sont semi-simples et Comm B — A °

Démonstration.

Premier point : A est semi simple car la représentation p, de C[Sy] est complétement réductible.

Deuxiéme point : B C Comm A et A C Comm B (GL agit sur chque coordonnée sans changer leur ordre, Sy
agit sur l'ordre sans chager les coordonnée)

Troisiéme point : théoréme bicommutant =—> Comm A est semi-simple et Comm Comm A = A.

11 suffit de montrer que B = Comm A.

Fixonx une base (e1,...,e,) de V, d’olt une base e; = ¢j, ® ... ® ¢j, de V¥ ot J = (ji1, ..., ji). Si de plus
o(J)= (jU_1(1), ...,jg_1(k))7 onao(J)= ey
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Soit T € Comm A. Alors T (eg) =Y ;azrey ou ayr € C. Alors
Tpi (o) (er) = pp(o)T (er)
T (eo(r) P (0) (Z aJ,1€J>
J

ZaJ7U(I)eJ = ZaJ,Iea(J)

J J
Zao—fl(J)’IEI.

J

Ainsi T € Comm A ssi AJo(I) = Qg=1(J),I5 ied ssi Ao (J),o(I) = QJ,I-
Soit g € GL (V). On décompose

p(g)ler) = glen)®..®g(e)
= D i Gisin i (€5, @ o D €jy)

= E Gj1,i1Y52,i2++-Gji,in €J
= E gireJj

ol (g; ;) est la matrice de g et g1 = Gj,.519j2,ia--Gin i -

Ona B C Comm A. Dans L (V®*), on dispose du produit scalaire hermitien (A, B) = tr (A*B). La restriction
de ceci & Comm A est définie positive. Pour voir B = Comm A, il suffit de voir que 'orthogonal de B dans
Comm A est réduit a {0}.

Soit T de matrice (ar,s). Alors

tr (o (9)"T)
= Z Giy,j1-+-Gig,jr OJ, T

(¢ (9).T)

. L’orthogonal de B est formé des asr tel que V(g; ;) € GL(V), > Gi;.51--Ginjnasr = 0. Cest une fonction
polynomiale homogene de degré k en les g; ;. Si elle est nulle sur GL (V), elle est nulle dans L (V) par densité
de GL (V), donc le polynome est nul : V (z; ;) € M,, (C), D" @i, j, .4, joasr =0, ie D xr jas .

Lemme.
zrg=xp. gy <> Is€ Sy telque I'=0 () et J' =0 (J).
(suffit d’écrire...)

On considére les orbites de &, sur {(I,J) de multi-indices}. On choisit une tranversale {y € I'} des orbites :

V(I,J), 3y telque xr g ~ xy. Y nyxyay =0, a7, 5 = aysiT € Comm A, ici les z; sont idempotents = a, =0
V7, donc l'orthogonal est nul, cqfd
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