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Sur les notations des classes d’équivalences. R

Sans contexte, une classe d’équivalence sera noté avec un symbole chapeautant, par exemple Z, a ou &.
L’isomorphisme chinois sera par exemple noté (E, 5) — ab ou plus simplement (6, 5) — ab s’il n’est pas besoin
de distinguer toutes les classes.

Sur les notations des isomorphismes.

Nous utiliserons systématiquement les notations ~ et = pour désigner des isomorphismes. La premiére ne
signifie rien de particulier, juste qu’il existe un isomorphisme, elle est donc trés lache. La seconde, plus rigide,
précise qu'un tel isomorphisme a été fizé, ce qui permet de voir comment est transformé un élément & travers
cet isomorphisme. Par exemple, tout K-espace vectoriel de dimension n est ~ K", mais ne sera = K™ qu’aprés
le choix d’une base. De méme, en termes ensemblistes, on écrira R ~ P (N) mais X x {0} = X.

Par ailleurs, les isomorphismes seront & I’occasion données explictement avec leur réciproque sous la forme

X — Y
gy) — v

La fleche «+— du bas doit étre comprise comme une fleche — renversée.

1 Produit tensoriel de A-modules

On se place dans le cadre d’'un A-module ol A est un anneau commutatif unitaire. Pour les principales
applications, on ne considérera que des espaces vectoriels.

1.1 Introduction
1.1.1 Probléme de factorisation des applications bilinéaires

Soit M, N, R des A-modules. On regarde les applications A-bilinéaires ¢ de M x N vers R, i. e. qui vérifient

¢ (am,n) = ¢ (m,an) = ap (m,n)
(p(m+mlvn) :@(m’n)+§0(m/an)
¢ (n,n+n')=p(mn)+e(mn)

On note Bily (M, N; R) ou Bil (M, N; R) I'ensemble des applications A-bilinéaires de M x N dans R, et
L (M, N) les homomorphismes de A-modules de M dans N, i. e. les applications A-linéaires de M dans N.

Nous allons représenter linéairement les applications bilinéaires.
Pour ce faire, étant donnés deux modules M et N, nous allons construire un module! P (dépendant de M
et N) de fagon a pouvoir identifier Bil (M, N;-) et £ (P,-) pour tout module - but.

Plus précisément, on s’intéresse au probléme suivant : étant donnnés M et N, trouver un A-module P et une
application A-bilinéaire m: M x N — P telle que, pour tout A-module R et pour toute application A-bilinéaire
@ : M x N — R, il existe une unique application A-linéaire @ : P — R telle que ¢ = po .

MxN -2
lm /a
P

Le procédé ¢ — @ donnera application linéaire Bil (M, N; R) — L (P, R) cherchée.

Observons déja que, si un tel couple (P, ) existe, alors P est unique isomorphisme prés.

1P comme « produit tensoriel »



Soit (P’,n’) un autre tel couple. 7’ est une application bilinéaire de M x N dans P’, donc d’apres les
propriétés de (P,7) il existe une application linéaire 7/ : P — P’ telle que 7' = 7/ o 7. De méme, 7 est une
application bilinéaire de M x N dans P, donc d’aprés les propriétés de (P, 7’) il existe une application linéaire
7 : P! — P telle que 7 = 7 o ’. Nous représentons les quatre applications m, 7/, 7 et n/ sur le diagramme
suivant :

M x N
e N

!

P P’

SN
—
™

On y lit les égalités
T=7or =Tomor=(Ton')om
{ m=ror=noTon = (noT)on
Or, 7 est une application bilinéaire de M x N dans P, donc d’aprés les propriétés de (P, 7), il existe une unique
application linéaire 7 : P — P telle que m = 7 o 7. Puisque l'identité convient et que 7 = (ﬁ o ?) o, on en
déduit T o7’ = Idp; on a de méme 7/ o™ = Idp/. On en déduit que T est bijectif, d’ott un isomorphisme de P’
sur P.
L’isomorphisme ci-dessus est en fait unique si? ’on impose qu’il commute avec 7 et 7. En effet, si f : P — P’
est un morphisme vérifiant 7/ = fr, alors f est I'unique application 7/ définie ci-dessus.

Remarque. Pour les lecteurs connaisseurs des catégories, on présente en annexe une approche plus
générale du probléme ci-dessus.

Sachant & présent qu’une solution (P,7) & notre probléme est unique a unique isomorphisme commutant
aux morphismes 7w prés, construisons une telle solution.

1.1.2 Construction

Soit E le A-module libre de base M x N, i. e. 'ensemble des combinaisons formelles Y Ay, , (m,n) & support
fini.
Soit F' le sous-A-module de E engendré par les

(m+m/,n) — (m,n) — (m',n)

(m,n+n')— (m,n) — (m,n)
(am,n) —a(m,n)
(m,an) —a(m,n)

et considérons le A-module quotient ¥ /. En notant ¢ la classe d’un élément &, on a alors

(am,n) = (am,n)—a(m,n)+a(m,n)
= (am,n) —a(m,n)+a(m,n)
= 0+ a(m,n)
= a(m,n),
et
(m+m/,n) = (m+m/ n)—(mn)—(m,n)+ (mn)+ (m,n)
= (m+m/an)7(mvn 7(m/,n)+ 1)+ mlvn)
= 0+ (m,n)+ (m',n)

= (m,n)+ (m',n)
avec des propriétés similaires a droite. La projection canonique

. M x N —» E/F
”'{ (myn) +— (m,n)

2Sinon, c’est faux! Sur un corps, notre module P devient un espace vectoriel, lequel admet autant d’automorphismes que de
permutation des vecteurs d’une base donnée.

w



est donc une application bilinéaire

Soit ensuite ¢ : M X N — R bilinéaire. Elle détermine une application linéaire
~ E — R
P Shuie A (mym) = 2 A (m,m)

via les images de la base et, puisque ¢ est bilinéaire, p s’annule sur F', i. e. ' C Ker (, donc ¢ passe au quotient,
d’ott une application linéaire

{fASZEMjm

Par construction, on a bien pon (m,n) = ( ) o ((m = (m,n), dott ¢ = Ponm comme voulu. De

plus, @ est unique car on connait les images des 7 (m, n) qui engendrent E/p.

On notera
E p =M@N ouM®aN,

ce que 'on prononce « M tensoriel N » ou « M tenseur N ». Le A en indice est juste 14 pour rappeler 'anneau
de base®, mais on omettra si le contexte est assez explicite. Le module M ®4 N est ainsi une solution & notre
probléme universel, et on Pappellera le produit tensoriel de M par N (au-dessus de A).

Noter que, en tant que A-module, le produit tensoriel M ®4 N =7 (E) =7 ((M x N)) = (7 (M x N)) est
engendré par les w (m,n) = (m,n). On notera désormais

(myn)="m®anoumaen

pour ces générateurs, que I’'on appellera également tenseurs purs.

Compléments.

Il n’est pas bien difficile d’adapter la construction ci-dessus pour construire le produit tensoriel d’un nombre
quelconque (fini) de modules. On définira M; ® --- ® M,, comme le quotient du module libre (M; x --- x M,)
par un idéal choisi pour étre annulé par toute application n-linéaire. La propriété universelle subsiste, ce qui
permet de représenter linéairement toutes les applications n-linéaires.

L’associativité du produit tensoriel démontrée plus bas assure que ’on retombe sur nos pieds, au sens ot
Pon pourra identifier ¢ @ b® ¢ avec (a ® b) @ ¢ ou bien a ® (b ® ¢). Le lecteur notera a ce propos I’analogie avec
les propriétés du produit cartésien.

Le lecteur est également invité a vérifier que le produit tensoriel d’un seul module est le module lui-méme.

Remarque pour les tétratomistes. Montrons que le produit tensoriel vide vaut ’anneau de base (et
non le module nul).

1l s’agit de trouver une application 7 partant d’une produit direct (vide) de modules (i. e. le module nul),
qui soit 0-linéaire (donc sans condition aucune), vers anneau A et qui satisfasse aux conditions de la propriété
universelle.

{0y %
T /%
A

On se donne donc une application 0-linéaire (i. e. sans condition) ¢ : {0} — M vers un module M quelconque
que l'on cherche a factoriser par ’application w. En prenant 7 = 1, @ est linéaire sur une droite, donc est
entierement déterminée par 'image de 1 = 7 (0). Ceci montre existence et unicité du @ cherché — lequel sera
défini par a — ayp (0).

3on pourra parler du produit tensoriel de M et N au-desssus de A



1.1.3 Propriétés basiques

MxN — MQN
(myn) +— mQen
(m+m)@n=men)+(m @n)
mn+n)=men)+(man’)
(am)@n=m® (an) =a(mn)

est bilinéaire, on a immédiatement les propriétés suivantes :

Puisque 7 : {

On en déduit 0py @ n = (04m) @n =04 (mn) =0, i. e

0®n=m®0=0.

Si I’on reprend le probléme que ’on s’était posé en début de chapitre, étant donnée une application bilinéaire

)

'{MXN — R
® (m,n) +— ¢@(m,n)

on a bien une unique application linéaire

)

_ | M®N — R
' men +—— @(m,n)

i. e. telle que g o7 (m,n) = ¢ (m,n) pout tout (m,n) de M x N.

L’unicité de @ vient de sa linéarité et de ce que les m ® n engendrent M ® NN, le point important est surtout
son ezistence. En effet, si 'on voulait définir $ « a la main », il faudrait vérifier que ¢ (m,n) ne dépend pas du
représentant m ® n choisi, et donc redire a chaque fois que ¢ passe au quotient par 'idéal F', ce qui passe au
mieux pour une tache rébarbative.

C’est ce que 'on appelle la propriété universelle du produit tensoriel. On dit aussi que ¢ se factorise
enporm:

MxN 2 R
I /w
M ® N

On remarquera de plus que le produit tensoriel ne dépend que de la structure des modules considérés, en
cela que :

M~ M ~ At /
{ N~N MN=M QN
U
En effet, si { # % : JA\?, sont, des isomorphismes, ’application

MxN — M @ N’
(m,n) +— p(m)@v(n)
est bilinéaire, donc la propriété universelle nous donne une application linéaire

M®N — M @ N’
P
men — p(m)ev(n)
De méme, ’application
M x N — M®N
(m',n')  +— pt(m)@v (1)

est bilinéaire, donc la propriété universelle nous donne une application linéaire

o - M@N — MeN
: men — u‘l(m’)®u_1(n’)



Il est alors clair que ® et ¥ sont réciproques I'une de ’autre, donc sont des isomorphismes.
D’autre part, ’application

L(M®N,R) — Bil (M, N; R)
{ d —  (m,n)— ®(men)
est bien définie, linéaire, injective (la connaissance des images par ® des éléments de la base m ® n de M @ N
détermine uniquement ®), et surjective (tout ¢ de Bil (M, N; R) a un antécédent @), donc est un isomorphisme.
Enfin, application
L(M,L(N,R) — Bil (M, N; R)
{ @ — (m,n) > [® (m)] (n)

est bien définie, linéaire, injective, surjective (tout ¢ de Bil (M, N; R) a un antécédent m — ¢ (m,-)), donc est
un isomorphisme.
On en conclut que?
£ (M ® N,R) = Bil (M, N;R) = £ (M,L(N,R)).

Remarque. Les tenseurs purs m ® n engendrent le module M ® N, mais tous les éléments de M ® N
ne sont pas des tenseurs purs : ce sont une somme de tenseurs purs.

D’autre part, en général les tenseurs purs non nuls ne sont pas libres et donc ne forment pas une base.
Prendre par exemple M = N = A, auquel cas tous les tenseurs purs sont colinéaires : ¢d (a ® b) = abed (1 ® 1) =
ab (c ® d). On montre plus tard que A ® A ~ A, donc si A est un anneau non nul, mettons A = Z, alors il y a
au moins deux tenseurs purs non nuls colinéaires, ce qui empéche la liberté de ces derniers.

M := Z/aZ
N:=12/y
Puisque 2 ® y = zy (1) ® 1n), le produit tensoriel Z /.0 @ %/ 4y est monogene. Il est de plus fini car image
de I'ensemble fini £/, x %/, par la projection canonique. Il est par conséquent cyclique, donc isomorphe a
un groupe additif Z /7.
De plus, Bézout donne

Exemple. On considére les Z-modules { ol a et b sont des entiers.

(and)(Iy®@1y) = (ua+vb)(1®1)
= ua(l®l)4+ovb(l1®1)
= u(alyy®1)+0v(1®bly)
= w(0®1)+v(1®0)
= 04+0=0,

donc k divise a A b.
Dans le cas particulier o a et b sont premiers entre eux, on en déduit

2/ @ % vn ~{0}.

On peut montrer plus généralement® que

2w @ L vn 2T (anbyz-

Propriétés (commutativité, associtativité, et élément neutre® pour le produit tensoriel).
Soient M, N, R des A-modules.

4Bien str, on montrerait de méme que

LM ®...0 Mp,R) 2 Ly, (Mi,...,Mn; R).

5 . L . . .
2 Ce sera immédiat lorsqu’on saura calculer des produits tensoriels de quotients.
60n comprend ici d’une autre maniére pourquoi le produit tensoriel vide doit valoir I’anneau de base.



1. Les A-modules M @ N et N ® M sont canoniquement identifiables’ via l’isomorphisme

MON — NoM
m@en +—— nNnRm

2. Les A-modules (M @ N) @ R et M ® (N ® R) sont canoniquement identifiés via l’isomorphisme

{(M@N)@R — M®(N®R)
(men)®p +— menep)

3. Les A-modules M, M ® A et A® M sont canoniquement identifiés via les isomorphismes

M:M@A25 M —= AQM
m — m®l1 m +—— 1®m

Démonstration.
1. On consideére I'application bilinéaire

[ MxN — NoM
14 (myn) — nem

Par la propriété universelle, il existe une application linéaire

_ | M®N — NoM
"1 me®n +— @(mn)=n®m

Un tel @ est bijectif car involutif et est unique car les images des m ® n déterminent entiérement une
application linéaire sur M ® N.
2. A 7 fixé on considéere Papplication bilinéaire

_{MXN — M®(N®R)
Pr (myn) — mener)

Par la propriété universelle, il existe une application linéaire

_ [ M®N — M®(N®R)
"l m®n +— mRner)

On remarque alors que r — 3, est linéaire, donc I'application

<1>-{ (M®@N)®R — M®(N®R)
' E®r — @ (&)

est également linéaire, avec @ ((m @ n) @ r) = m® (n @ r). De fagon analogue, en se fixant m, 'application
bilinéaire
o NxR — (M®N)®R
m (n,r) — (Mmen)r

se factorise en

)

oo No@R — (M®N)®R
ml n®r +— (mn)r

puis m — 1, est linéaire, donc

\I]_{M@@(N@R) — (M@N)®R
' m®E — Y (€)
est également linéaire, avec ¥ (m ® (n® 1)) = (m®n) ® r. On voit alors facilement que ¥ et ® sont

réciproques 'une de l'autre, donc sont des isomorphismes. Concernant 'unicité, il suffit de dire que les
images des tenseurs purs déterminent entiérement une application linéaire.

"mais I'on s’abstiendra de faire cette identification sans raison



AxM — M

3. On considére d’une part I’application { ( bilinéaire qui se factorise en
a, m) —

9

{A@M — M

a®m +—— am

d’autre part 'application linéaire

m +— 1®m ’

{M — AQM

lesquelles sont clairement linéaires et réciproques I'une de ’autre. Pour montrer 'unicité, quitte a se
répéter, on n’oublie pas que les images des tenseurs purs déterminent entierement une application linéaire...

Une facon de voir le produit tensoriel M @ N est de I'identifier & IV en tant que M-module : dans le A-module
N, on remplace les scalaires de A par des éléments de M. Puisque le produit tensoriel est commutatif, on peut
aussi voir M @ N ~ N ® M comme le A-module M o1 I'on a remplacé les scalaires par des éléments de N.

Par exemple, si E est un R-espace vectoriel, on peut le voir comme un C-espace vectoriel en considérant le
produit® C ® E. Ce point sera plus largement étudié au paragraphe Restriction et extension des scalaires.

Définition.

. /
Soient M, N, M’ N’ des modules, et foM ]\4,
g:N— N

On appelle produit tensoriel de f et g l'unique application linéaire

des applications linéaires.

~ [ M®N — Mo®N
f®~"'{ men —— f(m)®g(n)

Démonstration de D’existence et de I'unicité de f®g.

L’application { MxN  — M ®N se factorise en
bp (mn) — f(m)®g(n)

MN — M' @ N’
men — f(m)@g(n) ’

d’on Iexistence de f®g. L'unicité vient (comme toujours) de ce que les m @ n engendrent M ® N.

La notation f®g n’est pas anodine. En effet, I'application

£ (M, M) M M

X — L QK , &

L(N,N’) N N
(f,9) — f®yg

est bilinéaire (il suffit d’utiliser les propriétés de bilinéarité de m @ n sur M @ N en évaluant f ® g en un m®mn),
donc se factorise en un morphisme

£ (M, M) M M

® |l e, ®
L(N,N') N N |
feg — f®g

appelé morphisme de Kronecker. On notera alors par commodité f ® g au lieu de f®g¢; on prendra garde a ne
pas confondre les deux notions, mais le contexte nous guidera dans la plupart des cas.

8C étant bien sr vu comme R-espace vectoriel



Remarque. Le morphisme de Kronecker n’est ni injectif, ni surjectif dans le cas général?. Cependant,
on a l'injectivité si les modules considérés sont libres sur un anneau ncethérien'®, ce qui est le cas des espaces

vectoriels.
Propriétés.
f Idps f Idps f
& o & = X = b2y © ® )
IdN/ g/ g g IdN
folf f f
® = ®@ ol ®
gog g g
Démonstration.
On vérifie les égalités sur les tenseurs purs.
Remarque. Nous avons utilisé les deux dimensions de la feuille pour distinguer deux opérations : le

produit tensoriel (vertical) et la composition (horizontale). Le lecteur notera 'avantage commun avec I’écriture
des lois d’un produit cartésien sous la forme

(ari)=(0)+ ()

1.2 Produit direct et somme directe de modules

1.2.1 Distributivité du produit tensoriel sur les sommes directes

M = Hie[ M;

Soient (M;);c; et (Nj),c; deux familles de A-modules. On pose { No=TLo,N; - On peut former le

produit cartésien Hl j (M; ® N;). On dispose via la propriété universelle d'une application A-linéaire
{ M &N - Hi,jMi@Nj
(@) @ (y)) — (2 ®y;)

Remarque. IT n’est en général ni injectif, ni surjectif. La non-surjectivité est montrée via un argument
de dualité et la non-injectivité & 1’aide de calculs de produits tensoriels de quotients. Pour les détails, voir
I’annexe.

IT n’est donc stirement pas bijectif, ce qui s’écrit aussi

(HMz) ® (HNy) 2 H (M; ® Nj).
Par conséquent, le produit tensoriel ne se distribue pas sur le produit cartésien.

En revanche, si ’on ne regarde dans les produits cartésiens que les familles a support fini, i. e. si 'on remplace
les [] par des €, on va obtenir un isomorphisme

(@) (D)= Bonon)
C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition (distributivité de ® sur @).

9Ivoir annexe pour des contre-exemples

10¢f. Algébre et théories galoisiennes de R. & A. Douady, pages 174-175



Il y a un isomorphisme canonique de A-modules

(®ie] MZ) ® (®j€J Nj) — @i,j (M; ® N;)
(i) @ (X)) — 2 (@i ®y;)

Démonstration.
M = @ I M; . N .
Notons ;L KE les sous-modules de M et N des familles & support fini.
N’ = eajeJ J
On dispose d’une injection canonique (linéaire)
{ M'®N — M®N
(i) ® (y;) — (2:) @ (y;) ’

qui, composée avec
{ MoN — [I;M;®N; ,
() @ (y;) —  (zi®y;)
donne une application linéaire
q).{ M @ N' - @i,j(Mi@Nj)
(-Tz)z ® (yj)j — (xL & yj)ivj

bien définie puisque I'image d’un élément (z;) ® (y;) de M’ ® N’ par ® est une famille & support fini dans I x J.
On construit une réciproque a ® sur chacune des composantes de EB” (M; ® Nj). A (i, 7) fixé, on a (par la
propriété universelle) une application linéaire

w . Ml ® Nj — M/ ® N/
En recollant les 9, ;, on obtient une application linéaire
\IJ:{ ®1,J(MZ®NJ) — M’®Nl
Zi,j (z; ®@y;) +— Zi,j (e (s ®y;)

Le terme >, . v; ; (z; ® y;) ci-dessus se simplifie en utilisant la bilinéarité de ® dans M’ ® N” :

;jm,j (w1 @ y;) :;xim :Z;xi(@yj =y (Zx) ®y; = <Zx> ® <Z%>

J J

M' @ N’ - @ij(Mi@Nj>

En se rappelant & : { S o (Xy) Z” (@ ®y;) on voit clairement que W est la réciproque de

®, ce qui conclut.
Remarque. Une récurrence immédiate couplée a l'associativité du produit tensoriel permet de généra-

liser la distributivité & un nombre quelconque (fini) de sommes directes. On pourra donc calculer comme dans
les anneaux, en regroupant les termes comme souhaité.

1.2.2 Produit tensoriel de modules libres

Corollaire.
Soient M et N deux A-modules.

1. Si N est libre de base (fj)jeJ’ alors tout élément de M ® N s’écrit de fagcon unique

finie

ij ®fj-

jeJ

M ® N se comporte ainsi comme un M -espace vectoriel.
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2. Si de plus M est libre de base (e;), alors M @ N est libre de base (e; ® f;), et
rg (M ® N) =rg(M)rg(N).

Démonstration.

1. Puisque N = @ Afj, on peut calculer M ® N grace a la proposition précédente :

MeN=Me@Af; =M Af;).

Par ailleurs, un tenseur pur dans M ® Af; s’écrit m @ af; = am ® f;, donc les éléments de M ® Af;
sont tous (par sommation de tenseurs purs) de la forme m; ® f;. A fortiori, les éléments de @@ (M ® Af;)
s’écrivent tous sous la forme d’une somme finie 3, m; ® f;, image de la somme finie ), m; ® f; de
M ® N par I'isomorphisme ci-dessus. Ainsi, tout élément £ € M ® N est envoyé sur un Zj m; @ f; de
D (M ® Af;), donc s’écrit (dans M ® N) sous la forme { =37, m; @ f;.

Concernant 'unicité, si - m;®f; = 0 dans M®N, on observe que l'isomorphisme ci-dessus transforme
le 3 en une somme directe, d’ou la nullité de toutes les composantes m; ® f;.

M = @erl

2. On applique la proposition précédente a ce qui donne
ppliq prop p {NZ@jAfj’ q

<®A6i> ® @Afj = @(Aei(g)Afj) = @A(ei@)fj),

4,3

d’olt une base (e; ® f]—)ij pour M ® N, et son rang

rg (M @ N) = #{(e:® f;),; } = # (I x J) = #1 x 4] =xg M x 1g N

(valable méme si I ou J infini, d’aprés les propriétés sur les cardinaux).

Application'!.
Le morphisme de Kronecker n’est en général pas injectif.

1.2.3 Produit tensoriel de matrices

Intéressons-nous maintenant a leffet du produit tensoriel sur les matrices. Cela suppose de considérer des
modules libres de type fini.

Proposition.

Soient { ]]\\/;[:::: j}allg: : gﬁ;’? deuz modules libres de type fini, { J; E i((ﬂl\{)) deuz endomorphismes et

{ X := Mat (ei)f = (ai,j) ]
Y := Mat (fH9 = (bv,J)

1. Si on ordonne lexicographiquement la base canonique de M @ N en

e1® fi1,e1 ® fa,...,e1 @ fn,
e ® fr,e2® fa,...,ea @ fi,

Em ®flaem ®f27"'aem ®fn;

on a alors, dans cette base :

a171Y s alva
Mat (f ® g) = :
am,ly s am,mY

(on part de la matrice X, et on multiplie chacun de ses coefficients par Y ).

1 ¢f annexe
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2. Si on ordonne anti-lexicographiquement'? la base canonique de M @ N en

€1 ®f1762 ®f1a"'aeﬂ1®f1ﬂ
€1 ®f2a62 ®f23"'aem®f23

e1® fn362 & fna vy Em b2 .fn;
on a alors, dans cette base :

biaX o biaX
Mat (f ® g) = e
bn,lX o b’n,nX

(on part de la matrice Y, et on multiplie chacun de ses coefficients par X ).

Démonstration.

1. Notons Z la matrice de f ® g dans la base considérée (ordre lexicographique) et fixons un couple
d’indices (io, jo). Si I'on regarde la matrice n x n extraite de Z correspondant aux lignes (e;, ® fk)p—1 .,
et aux colonnes (ej, ® fi),_, ., que nous noterons ZJ° on a

[ZiOij]m = coefen (e, ® fr) dans [f ® g] (ej, ® f1)
= coefen (e, ® fi) dans f(ej,) ® g (fi)

m n

= coefen (e, ® fr) dans Zam-oep ® Z b1 fq
p=1 qg=1

= coefen (e, ® fr) dans Zap,jobq,l (ep @ fq)

p,q

- aio,jobk,b
ol Zt0:do = q. -
d’ou 2070 = a;, ;Y.

2. Notons Z la matrice de f ® g dans la base considérée (ordre anti-lexicographique) et fixons un couple
d’indices (ko, lo). Sil’on regarde la matrice n x n extraite de Z correspondant aux lignes (e; @ fx,)

i=1,....m

et aux colonnes (ej X flo) ms due nous noterons Z’“O’lo7 on a

j=1,..,

[ZFobo], - = coef en (e; @ fi,) dans [f ® g](¢; ® fi,)
= coefen (e; ® fr,) dans f(e;) ® g (fi,)

= coefen (e; ® fr,) dans Z ap jep @ Z bq.10 fq

p=1 q=1
= coefen (e;® fi,) dans > ap b, (cp ® fo)
p.q

= Qijbko o

d’ou Ziordo = bko,loX-

Corollaire!3.

tr(f®g) = tr(f)tr(g),
det (f@g) = det(f)™" det ()" .
127] ne s’agit pas de Pordre opposé a l’ordre lexicographique !

3Pour le déterminant, on prendra garre & ce que les modules en exposant ne sont pas ceux associés a l'application linéaire
en-dessous ; la correspondance s’effectue en croix :

N M
X .

f g

12



Démonstration.
On évalue la trace dans une des deux bases précédemment considérées :

al,lB e al,mB
tr(f ©g) ' :

tr (A® B) = tr

CLm}lB tee am)mB

Ztr (a;;B) = Zai’i tr (B) =tr Atr B,
i=1 i=1

et on procéde de méme pour le déterminant en utilisant les deux bases :

det (f®g) = det(f®Idold®g) = det (f ®Id)det (Id ®g)
[In]l,lA [In]l,nA [Im]l,lB [Imh,mB
= det : ; det : . :
[In]n71 A [In]n,n A [Im}m; B - [Im]m,m B
A 0 O B 0 0
= det 0o . 0 det 0o . 0 = (det A)n (det B)m .
0 0 A 0 0 B

Compléments.
Des calculs précédents ressort un produit matriciel défini'* par

a171Y e CLLmY
X®Y: ou (am-) :X

CLrn,lyv e am,,mY

Il s’agit du produit de Kronecker, dont les premiéres propriétés découlent de celles du produit tensoriel. Par
ailleurs, on montre aisément (X @ Y) = X ® 'Y, puis que pour deux matrices X et Y de méme taille les
matrices X @Y et Y ® X sont conjuguées par une matrice de permutation (on a vu que ces derniéres représentent
un méme endomorphisme dans une méme base dont on a réordonné les vecteurs).

1.3 Dual : le morphisme de Kronecker M* ® N — L (M, N)

Soit M un A-module; on regarde son dual M* := £ (M, A). On rappelle que si M est libre de type fini,
mettons de base (e;), alors M* est aussi libre de type fini, de base (e}) définie par e} (e;) = 67 ; (ef) est appelée
base duale de (e;).

Soit M et N deux modules. On a (toujours et encore par la propriété universelle) une application linéaire!®

g [ M eN — LOMN)
N lon +——  1()n

Montrons que 6 permet sous certaines conditions d’identifier M* ® N et £ (M, N).

Proposition (bijectivité de 6).

M Afin de laisser X et Y dans le méme ordre que celui des coefficients de X ® Y, on ne considérera pas le produit associé a ’ordre
anti-lexicographique.
1511 s’agit en fait d’un cas particulier du morphisme de Kronecker ott un module source et ’autre module but sont égaux a A.

L(M,A) M A
On obtient un morphisme de ® >~ M*Q® N vers L ® , ® >~ L (M, N). Le lecteur est encouragé a tout expliciter
L(A,N) A N

pour retrouver le morphisme 6.
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Si M ou N est libre de type fini, alors 6 est un isomorphisme.

Démonstration.
L’idée est d’exprimer toute application linéaire v : M — N de fagon unique sous la forme v = > I; (+) n;.
Si 'on y parvient, il suffira de considérer I'application

{L‘(M,N) — M*®N
Ylhi()ng — Y lLien

qui est clairement une réciproque de 8, d’ou l’isomorphisme recherché.

e Si M est libre de type fini, disons M = Ae; @ --- @ Ae,,, on considére la base duale (ef,...,ek,). Soit
u: M — N linéaire. u est entiérement déterminée par les u (e;), et on a plus précisément uw =Y ;" eF (+)u(e;)
avec unicité par liberté des e.

e Si N est libre de rang fini, on peut écrire N = @;L 1 Afj. Soit w : M — N linéaire : alors u (z) se
décompose (de fagon unique) en Z;L 1
u= 3771 () fj avec I; € M*. Pour avoir I'unicité des /;, on remarque que si 0 = >_".
l; sont nulb par liberté deb fi

j (z) fj, et la linéarité de w entraine celle des lJ, d’otl une écriture

i=11j () f;, alors tous les

Cas particuliers.

1. Pour des espaces vectoriels de dimension finie :
E*@F>L(E,F).

Cela se comprend bien : une application linéaire est une combinaison linéaire d’applications linéaires [ (-) =
de rang 1 (on peut le voir de fagon matricielle) auxquelles correspondent dans E* ® F' les [ ® . Si de plus
F = FE de base (e;), alors ef ® e; vu dans L (E) est e} (-) e; et donc a pour matrice Ej ;.

Le lecteur montrera aisément que le nombre minimal de tenseurs purs nécessairement pour écrire un
£ € E*® F est le rang de 6 (€). Cet argument permet d’exhiber un contre-exemple!'S a la surjectivité de
la fleche naturelle (J] M;) @ (I N;) — [ (M; @ N;).

2. Si on prend M = N dont on fixe une base (ey, ..., €,), on a une correspondance'”

L(M) — M'®M,

Id «— ief@ei,

i=1
n
foe— Y erafle).
i=1
3. Sur M* ® M, on a une forme linéaire bien privilégiée, appelée contraction :

MM — A
oM ez +— I(x)

Vue en tant que forme linéaire k¥ de £ (M), on a

n n

%(f)=ﬂ(9(f)):f<:<zef®f(ez> Dl efle)) =3 e (fle)=tf,

i=1

et donc la contraction vue dans £ (M)" est tout simplement la trace.

Compléments sur la trace.

Soit M un module. Comment définir la trace d’'un endomorphisme f € £ (M) ? On dispose d’un morphisme
de Kronecker 0 := 9% et d’une contraction x. On définit la trace d'un f € Im#é par tr f := x(§) ou £ est
un tenseur antécédent de f par ; sous ’hypothése!® Kerf C Kerk, cette définition bien indépendant de
I’antécédent .

16 ¢f annexe
L7Pglément > ef ®e; est indépendant de la base (e;) choisie, il est appelé élément de Casimir
18toujours vérifiee pour les espaces vectoriels car le morphisme de Kronecker 0 est alors injectif
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Lorsque M est libre de type fini, le calcul ci-dessus montre que la trace de f est la somme des coefficients
diagonaux de n’importe quelle matrice représentant f.

Dans le cas général, on retrouve la formule classique tr (f o g) = tr (g o f). Pour que 1’égalité précédente fasse
Im Y c L(M) Ker 03 C Ker ripy

oient bien définics .. .
I 9% c L(N) soient bien définies, ce qui impose { Ker 0% C Ker ki

sens, il faut déja que les traces sur {

gofelm 9%
fogelm 9%
du 0 correspondant. En effet, si par exemple f s’écrit > u,; (+) n; avec (u;,m;) € M* x N, les composées f o g et
g o f vaudront respectivement

Ensuite, il faut que { , ce qui sera le cas dés que I'un des morphismes f ou g est dans 'image

fog = Ymlg(mi=0(3 (mog)on)
Zﬂi(')g(ni) =0 (Zﬂi®g(ni))7

, .
et 'on voit alors que leur trace commune vaut . i, (g (n;)).
On montrera l'invariance de la trace par extension des scalaires au paragraphe correspond.

et gog

1.4 Passage des caracteéres injectif et surjectif au produit tensoriel
1.4.1 Produit tensoriel de suites exactes

Que se passe-t-il lorsqu’on tensorise une application A-linéaire u : M — N par un troisiéme A-module R?
Il s’agit d’étudier
f M®R — NQ®R
u®11521' { mer — u(m)r

Remarque. u peut trés bien étre injective sans que u ® Idg le soit. En effet, le fait de tensoriser ne
consiste pas seulement & raisonner composante par composante (il y a un produit direct pour ¢a) puisque les
scalaires de 'anneau considéré peuvent se balader par linéarité d’'une composante a 'autre et ainsi tuer des gens

qui étaient non nuls aux départ.

Par exemple, considérons les Z-modules { ]J\\f_:nZZ ,R:= 2%/, et prenons pour v : M — N la

multiplication par n. Alors
{u@l}%l} (k,m)=nk@m=k@nm=k@mn=k®0=0,

donc u ® Idg est I’application nulle. Comme de plus
Z® Z/nZ :Z% Z/nZ = Z/nZ

qui est non réduit & {0} pour n > 2, u ® Idg est bien non injective.
Remarque. Les A-modules M tels que u®Idg est injective pour tout A-module R dés que u est injective
sont appelés modules plats'®.

Cependant, la surjectivité passe bien au produit tensoriel, au sens de la proposition suivante.

Proposition (produit tensoriel d’une suite exacte par un module fixé).
Soit une suite exacte .
M 2 M — M —0

(i. e. Kerv =Imu et v surjective). Alors la suite

MoR“S MerR" 2 M oR—0

Y Comme vu dans exemple ci-dessus, la platitude est empéchée par des phénomeénes de torsion. Plus généralement, si A est
un anneau principal, alors un module de type fini sur A est plat ssi il est sans torsion. Ceci justifie la terminologie de platitude
introduite par Serre.
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est encore exacte, i. e. Ker (v ®Id) =Im (u ® Id) et v ® Id surjective.

Remarque. Une autre fagon de dire que la suite
M 5 M2 M —0
est exacte, est de dire que Imu C Ker v, puis que 'application linéaire

= { M/Imu — M//

v m — v (m)

est un isomorphisme.
En effet, on a alors M” = Imv = Imw, i. e. v surjective, et

meKerv = v(m)=0 = v(m)=0 = meKerv={0} = m=0=Imu = m € Imu,
i. e. Kerv C Imwu (on a déja Pautre sens).

Démonstration.

La composée (v®@1Id) o (u®Id) = (vou) ® Id = 0 ®Id = 0, donc on a déja Vinclusion Im (v ® Id) C
Ker (v ® Id).

Considérons ensuite 'application

f MOR /ety — M'®R
' maer — eId(mer)

qui vérifie f (m ® r) = v (m) ® r. On veut un inverse pour f.

Remarquons tout d’abord que, étant fixé r € R, si m; et my ont méme image par v, alors m; ®r et mo @71 ont
méme classe dans M®R/1m(u®ld) ; en effet, v (my —my) =0, i. e. (mg —mg) € Kerv = Imwu, donc Im’ € M’
tq m1 —me =u(m'), dou

mi@r—mo@r=(my—ms)@r=u(m)@Id(r)=u®Ild(m @r)cIm(uxld).

L’application

f ImvxR — MR/ e
2 wm) ) — mer

est donc bien définie, bilinéaire, d’ot (propriété universelle, et car Imv = M"') une application linéaire

- M" QR — M®R/Im(u®1d)
mer — p(m)

et

d’otl I'inverse recherché.

Corollaire (produit tensoriel de deux suites exactes).
Soient deux suites exactes

S

MO M5 MY — 0
N S N L% N 0

Alors v@t: M@ N — M" @ N" est surjective de noyau

Ker(v®t) = Ker(v®Idy)+ Ker (Idy ®t)
= Im(u®Idy)+Im (Idy ®s).
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Démonstration.
e D’aprés la proposition précédente, v @ Id s et Idas ®t sont surjectives, donc leur composée v @t I’est aussi.
[v® Idn-] o [Idps ®t] Ker(v®@Idy) C Ker (v®1t)
[Idps» &t] o [v @ IdN] Ker (Idy; ®t) C Ker (v®t)
donc la somme Ker (v ® Idy) + Ker (Idps ®t) est bien incluse dans Ker (v ® t).

Réciproquement, soit z € Ker (v ®t) dans M @ N. On a

e On peut toujours écrire v®t = , d’ot1 les inclusions {

0=[vot(z) = [veld] o [det] (=),

d’ou

[get] () exer (v 1) =tm (we 1)

d’apres la proposition précédente, donc s’écrit

Bc} ®t} (2) = [u ® ]Ivd,} (v)

pour un y dans M’ ® N”. Or, toujours d’apreés la proposition précédente, Id ;s ®t est surjective de M’ @ N sur
M’ ® N", donc y est atteint par un x € M’ ® N, mettons

y = LI\g ®t} ().

On a donc

e @ =[re o) = [wo g]e o 1) =mene = [lger] o [uorg] @),

d’ou
[Id ®t] (z - [u ® Id] (x)) =0,
M N
z— [u ® Id} (x) € Ker (Id ®t) =1Im (Id ®s) ,
N M M
e [u ® Id} (z) + Im (Id ®s) C Im (u ® Id) +Im (Id @s) ,
N M N M
ce qui achéve de montrer la seconde inclusion
Ker (v®t) C Im (u ® Id) +Im (Id ®s) .
N M
Pour conclure, on utilise les égalités entre images et noyaux fournies par la proposition précédente :

Ker (v ®Idy) = Im (v ® Idy)
Ker (Idys ®t) = Im (Idps ®s)

1.4.2 Produit tensoriel de quotients

Corollaire (calcul de produits tensoriels de quotients).
i { M’ est un sous-module de M

alors on a un isomorphisme canonique
N' est un sous-module de N’ 4 4

MAwe N/ = MON /nenimen
m®n — men

Démonstration.
Les suites

M/M/ e 0

N/N/ e 0

bx =

J
N =

=
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sont exactes, oul 7 et j sont les injections canoniques et p et v les projections canoniques, donc peut appliquer

la proposition qui précede :
M N ~ MQ®N M®N M@N
S ® Ny =Im(pev) =2 MOV e = MY imistdy ) +imdy 0) = oY/ Mi@N+MaN -
L’action de 'isomorphisme vient de la factorisation Im ¢ = M Kerp Ol ¢ : P — R est un morphisme linéaire,

laquelle envoie ¢ () sur la classe de  modulo Ker .

Corollaire 1.
Soient I, J des idéaux de A. Alors il y a un isomorphisme canonique
— A4

— aa/

Asre A/,
TRY — Ty
Démonstration.
=1 = A=M en utilisant I’isomorphisme o : 484 A
J — A= N~ P Y a ®a

On applique la formule précédente a { N e
A i@ Ay A9 aaians 2 PUOY Geaiaen = N 1avar = 1

Un tenseur T®Y est envoyé sur  ® y par le premier isomorphisme, puis z ® y est envoyé par ¢ sur ¢ (z ® y) = Ty.

Il en résulte immédiatement le calcul du produit tensoriel de modules cycliques :

2@ ® L2 P ey = S (ant)-

Corollaire 2 (changement d’anneau de base).
St M est un A-module quelconque et I un idéal de A, alors il y a un isomorphisme canonique
M@ A/ — M/ /1y

{ mEa — am

Ainsi, pour passer d’un A-module o un (A/I) -module, on tensorise par 4 /1

Démonstration. '~ )
) M ={0} = M . [ MeA
On applique la formule précédente a { N —T < A—N al’aide de ’isomorphisme ¢ : { mea
= SMM@A)/W(M@I) = M/IM.

Mo /12 M/ 42 MO caimer = M mer

Un tenseur pur m ® @ est successivement envoyé sur m ® @, m ® a, ¢ (m ® a) = am.

—
—

On remarque ensuite que le groupe additif ™ /75, est naturellement muni d’une structure de (A / I)—module

via la loi scalaire
a-m=am

puisque pour deux scalaires a et b de méme classe @ = b, i. e. différant d’un élément 7 de I, on a

—~ —_ —_—
bm = (a+ 1) m = am + im = am.
is usu u u véri isé n nt tout sou i 75 par ex :
Les lois usuelles d’un module se vérifient aisément en passant tout sous le signe ~; par exemple
— L _ —
"'=am+ am’ =am +am/.

E(ﬁl+ﬂ/\{’) :E(m+m’> =a(m+m')=am+am

M
am

Ainsi, tensoriser par 4 /; permet de passer du A-module M & un (A / I)—module M /v, ce qui revient A faire

un changement d’anneau de base.
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Application?”.
La fléche 11 n’est en général pas injective.

Remarque. Lorque l'idéal I est inclus dans I’annulateur du A-module, défini par
Anmn M :={a€ A; aM ={0}},
M devient naturellement un (A / 1)—m0dule pour la loi scalaire
a-m=am
puisque pour deux scalaires a et b de méme classe @ = b, i. e. différant d’un élément 3 de I, on a

bm = (a+1i)m =am+ im = am.
~—~
=0

Si N est un autre A-module, le produit tensoriel M ® N peut alors étre vu comme un (A / 1)—m0dule.

Proposition.

Soient M, N deux A-modules et I un idéal de A inclus dans Ann M. Il y a un isomorphisme canonique de
(A/I)—modules :

ASr
men +—— mx n

{M%N = M e N/in

Démonstration.
Puisque I annule A, les modules M et M ® 4 N peuvent étre vus comme un (A / 1)—modules. On considére
ensuite ’application (A / I)—linéaire

Ay, A

{M® N/in — M®N
o

memn — Mmen

® est bien définie, car pour deux éléments n et n’ de méme classe @ = n/, i. e. différant d’un élément v de IN,
on a

m@an =men+iv) =mIn+miv=men+ _im Qv=m4n.
=0

On consideére ensuite 'application (A / 1)—linéaire

AST

MoN — M o N/in
v A
mn meen

et il est alors trivial que ® et ¥ sont réciproques 'une de l'autre.
L’unicité est immeédiate.

1.5 Restriction et extension des scalaires

Soient A et B deux anneaux (commutatifs) unitaires, et p : A — B un morphisme d’anneaux (par exemple,
B une extension de corps sur A, B un quotient de A par un idéal...).

20 ¢f. annexe
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1.5.1 Restriction des scalaires

Si M est un B-module, alors il peut étre considéré comme un A-module via
a-m=p(a)-m

(les vérifications sont immédiates en passant tout dans le p, par exemple a-(a’ - m) = p(a) p(a’)-m = p(aa’)-m =
aa’ -m).

Dans 'exemple o p : A — B est injectif, par exemple une extension de corps, le A-module ainsi obtenu est
« moins riche » que celui de départ, c’est pourquoi on parle plus généralement de restriction. Par exemple, on
peut considérer M,, (C) comme un Z-module (on « perd » la structure de C-espace vectoriel).

En particulier, B peut étre considéré comme A-module, autrement dit comme algébre sur A.

1.5.2 Extension des scalaires

Si M est un A-module, M =2 A® 4 M se comporte comme un A-espace vectoriel, et de méme B ® 4 M peut
étre vu comme le méme espace vectoriel ot 'on a remplacé les scalaires de A par ceux de B.

On peut ainsi transformer M en un B-module en le tensorisant par (le A-module) B puis en munissant
B®4 M de la loi

Pour montrer I’existence de la loi ci-dessus, on considére & by fixé dans B I’application A-linéaire?!

[ B@M — BoM
Fo bom +— bbp@m

et on pose
bo - & = iy, (&) ;

les vérifications d’usage sont immédiates.
Par exemple, si V est un R-espace vectoriel, on peut « étendre » ses scalaires dans C en considérant V ®g C.
Une autre possibilité est de prendre p: A — 4 /; la projection canonique modulo un idéal I. On retrouve
le fait bien connu que 4 /7 est un A-module pour la loi scalaire

a-a =pla)a

etque? /;@N== N /nest un (A/I)—rnodule (¢f. calculs de quotients).

1.5.3 Propriétés de ’extension

Pour alléger les notations, le B-module B ® 4 M sera noté B M.
Si u est un endomorphisme de M, on notera de méme Pu I’endomorphisme Idg @u de B M.

Proposition.

1. Si M est A-libre de base (e;), alors BM est B-libre de base (1 ® e;).

2. Si M est en outre de type fini, étant donné un endomorphisme u € L (M), on peut écrire
Mat (Pu) = <Mat u) .
(1®eq) ( ) r (ei)

Démonstration.

21, comme « multiplication »
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1. L’hypothése permet d’écrire M = € Ae;. Puisque B ®4 Ae; = B(1®e¢;), on a un isomorphisme
canonique
PM=Bo@DAe; =@ (BoaAe;) =P B(1we)
mettant en correspondance b ® Y a;e; et Y i o0 (@i - b) (1 ® e;). La proposition découle de cette corres-
pondance.

2. Notons (a;,;) := Mat(,) u. Alors le coefficient (p,q) de Mat(;ge,) (Bu) se lit en récupérant la coor-
donnée en (1 ® ep) de

Bul@e,) =1®@u(e,) :1®Zai7qei = Z(l@ai7qei) = Z(ai,q@)ei).

[ [

Ainsi, lorsque p est injectif, on pourra identifier

Mat (Bu) = Mat u.
(1®e:) (ei)

Par exemple, un endomorphisme d’un espace vectoriel réel ne verra pas sa matrice changer si 'on étend les
scalaires aux complexes. En particulier, sa trace sera inchangée. On montre a la fin de cette section que cela
tient encore dans le cas général.

11 est légitime de se demander si, en étendant puis en restreignant les scalaires, on retombe sur nos pieds.
En termes formels, la loi scalaire induite sur M par restriction des scalaires est-elle la loi scalaire usuelle sur
le A-module B®4 M ?

La réponse est oui. Pour montrer cela, notons systématiquement - les lois usuelles et * les lois induites par
restriction des scalaires. En souvenant que B est un A-module pour la loi a-b = a * b, on a alors

ax(bem)=p(a)- (b@m)=(p(a)b)@m=(axb)@m=(a-b)@m=a-(bm).
Il n’y aura donc aucune ambiguité a parler de I'application A-linéaire

M — Bpr
Py m +—— 1lp®m

Observer que, pour parler de 2M = B ®4 M, il faut parler du A-module B, ce qui se fait par le biais de p,
d’ou une dépendance de p,; en p. Plus précisément, p,, est p-linéaire, au sens ou

par (am) = p(a) ppr (m)

(faire b = 1 dans le calcul précédent).

Proposition (surjectivité et injectivité de p,,).

1. Si p est surjective, alors p,; est aussi surjective.

2. Si p est injective, alors p,; devient injective sous l’hypothése**> « M libre ».
Démonstration.

1. Soit b € B que 'on écrit b = p (a) par surjectivité de p. Pour un m € M, on a

be@m=pla)@m=(a-1lp)@m=a-(lp@m) =1 am = py; (am).
2. Soit (e;) une A-base de M et m dans M. Par implications :
py(m=0 = 1@dm=0—= 1®Zaiei:0 = Zp(aﬁ(l@ei):o

= Vi, p(a;) =0 par liberté de la B-base (1® e;)
= Vi, a; =0 par injectivité de p
= m=0.

22toujours vérifiée pour un espace vectoriel
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Remarque. Si p est injective, sans I’hypothése « M libre », p;, n’est pas injective en général. Considérer
par exemple le Z-module M := % /,,; ot I'on étend les scalaires par Z R Q:

QM:Q® Z/nZ:{O}-

En d’autres termes : méme si 'on étend Panneau des scalaires, il se peut trés bien que ZM n’étende pas M
a proprement parler.

Remarque au passage. Noter dans le contre-exemple ci-dessus que
tensoriser par Q tue les phénoménes de torsion.

Par exemple, pour les modules libres de type fini sur un anneau principal, tensoriser par Q tue les composantes
en ? / .z et récupére la partie Z".

Bien qu’étendre les scalaires puisse modifier de maniére notoire la structure d’'un A-module M, lorsque 'on
regarde les applications A-linéaires de M dans un B-module N quelconque, i. e. les f: M — N telles que

flaz+y)=p(a) f(z)+ f(y),

il n’y aucune différence a remplacer M par ZM, au sens suivant.

Proposition (comportement des applications linéaires par extension des scalaires a la source).

1. Soit N un B-module quelconque. Il y a un isomorphisme canoniques de B-modules

LA(M,N) —= Lp(BM,N)

f — b@m bf (m)
g(l®:)  — g
M = @Aei . . 214
2. On suppose que N =@ BJ, sont libres et de type fini. Pour tout u <> v élément de L4 (M, N) =
= J

Lp (BM, N), on a l’égalité matricielle

Mat vp< Mat u>,
(1®eq),(f5) (€4),(f3)

Démonstration.
1. On vérifie que les applications B-linéaires données
o Li(M,N) — Lp (BM,N)
f —  [b@m—bf (m)]
{ Lp(PM,N) — La(M,N)
v o
g —  g(l®)

sont, réciproques 'une de d’autre. D’une part, on a

[(Wo @) ()] (m) =W (2(f))(m)=2(f)(1@m)=1f(m)=f(m)
d’ou (Vo ®)(f)=f en faisant varier m,

donc Vo® = Id en faisant varier f,
La(M,N)

d’autre part, on a
[(@oW)(g)](b@m) = (¥(g)) (b@m)=0b¥(g)(m)=bg(1@m)=g(b@m),

d’ot (® o T)(g) = g en faisant varier b ® m,

doV = Id en faisant varier g.
L (BM,N)
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2. Le coefficient d’indice (p,q) dans Mat(ige,),(s,) v est la coordonnée en f, de v (1 ®e,) = p(u(e,)),
i. e. le coefficient d’indice (p, q) dans p (Mat(ei),(fj) u), CQFD.

Complément.
Montrons que la trace est invariante par extension des scalaires. Pour alléger les notations, les Kronecker et
contractions seront notés

0,k) := (0%, liM)

(B0,P k) = (92%,/{3]\4)

Proposition (invariance de la trace par extension des scalaires).
Kerf C Kerk

Ker (BQ) C Ker (Bn) y les

Soit f € L(M) dans Uimage du Kronecker 6. Sous les conditions d’existence {

traces de f et Bf sont alors bien définies et égales :

tr(Pf) =pltcf).

Démonstration.
Pour montrer que Z f est bien dans I'image de 26, il suffit de montrer que le diagramme suivant est com-
mutatif :
MeM 5 £
1 !
Bypr o By 0, (M)

ou les fleches verticales sont induites par p,; = - ® 1. On regarde ce qui se passe sur un tenseur pur u (-) ® m,
en représentant les éléments de £ (M B ) et BM* par les images des - ® 1 (ils sont B-linéaires donc entiérement
déterminés par ces derniers) :

p() @m — p(-)m
! ! , CQFD.
kOl@mel] — [p()](me1)

Calculons ensuite les traces. Si f est I'image par  de >_ u; (-) ® m;, ’'endomorphisme Z f est image par £6
de > [g; ()] ® [m; ® 1]. On en déduit

tr (f) :Z;U'i (mi) ®1= [ZM (mi)] ®@l=(trf)®1l=p(trf), CQFD.

2 Algébre tensorielle, symétrique et extérieure d’un A-module

Soit A un anneau commutatif unitaire. Tous les modules, algébres et applications multilinéaires considérés
seront pris sur 'anneau A.

Notre but est de prolonger la structure d’un module en une algébre. La loi de multiplication sera naturelle-
ment donnée par le produit tensoriel.

Selon les propriétés que ’on souhaite imposer a 1’algebre d’arrivée, on sera amené a construire I’algébre tenso-
rielle d’'un module — pas de propriétés spécifiques —, son algébre symétrigue — si ’on souhaite la commutativité —
et son algebre extérieure — en vue de lalternance et de ses nombreux aspects (dont le déterminant).

Nous aurons besoin avant tout d’introduire deux structures d’algébres que l'on peut mettre sur le module

formé d’un produit tensoriel d’algeébres. La seconde vient tordre la premiére trés naturelle (qui raisonne coor-
donnée par coordonnée) a l'aide de considérations de signes en étroit lien avec lalternance.
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2.1 Produit tensoriel d’algébres

Soient B et C des algebres (pas forcément commutatives). On dispose donc de morphismes d’algébres

| A — B ¢ | A — C
PBY ¢ — a-lp FPoiY 4 a-lg

Attention, contrairement aux algébres sur des corps, il n’y a pas forcément injectivité en général (considérer la

Z-algebre 2 /97).

2.1.1 Produit tensoriel d’algébres

Proposition.
1l existe une unique structure d’algébre sur B @ C prolongeant les lois du module B ® C' et telle que
b b bx b
Q@ | x| ® | = ®
c c exd

Munie de ces lois, B ® C est appelée algébre produit tensoriel de B par C.
On a deux morphismes d’algébres

B — B®C ; ¢ — BC
b — b®l1c c — 1p®c

7

faisant que B et C' commutent dans B ® C, au sens ot

be1)(1®c)=bxc=(1®c)(bx1).

Démonstration.
On considére 'application bilinéaire

Plboco) 1 (b,e) +—— ®

qui se factorise en une unique application linéaire

BC — BC

P\ poe — | ®

On considére ensuite ’application bilinéaire

{BXC’ . L(B®CO)
(O3 L
(byc) +— )

qui se factorise en une unique application linéaire

q)_{ BeC — L(B®C)

b®@c — P(b,c)

On définit alors une loi multiplicative sur B ® C' par

Exn:=[®(&)](n)
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(en particulier,

b b
® X &® = [6 (b X C)] (b/ ® C/) = @(b,c) (b/ ® C/) — b ® o
Cc c'

comme voulu).
La distributivité a gauche de x vient de la linéarité de @, la distributivité a droite de la linéarité de .
Quand & 'associativité, puisque

Exmx0) = [B(E)]nx0)=[T©)]([TM)]®)

et (Exn)x0 = [2(Exn](0)=[2([2©)]m)]®),

il revient & montrer 1'identité

[@ (&) 0@ (n)] ()

B (&) o®(n) = ([®(6)] (n)-

Or, x est clairement associative sur les tenseurs purs, d’otl (par linéarité des ® (£))
Qbec)oded)=2([2bxc)] o)),
puis (par linéarité de @ et de ® (b® ¢))

S(b@c)o®(n)=2([®(b@0)] (),

donc (par linéarité de @)

|
|

(&)o@ (n) =2 ([®()] (),

comme souhaité. - -
Enfin, la linéarité de @ et de @ (£) donne la derniére propriéteé :

a-(Exn)=a-[®E)] )= { %Egiﬂ(ég i éax 2 X,;; ’

Ainsi B ® C est bien une algébre pour les lois 4, -, X. Son unicité vis-a-vis de la propriété

b v bxb
® X ® = ®
c c cxc

vient de ce que la loi x est (par distributivité) entiérement déterminée par ses valeurs sur les tenseurs purs.
Les autres propriétés de la proposition sont alors immédiates.

Remarque. En d’autres termes, il y a une unique structure d’algébre sur B ® C' telle que la projection
canonique (b, ¢) — b ® ¢ soit multiplicative.

On observera a ce propos que la donnée d’une application bilinéaire multiplicative sur 1’algébre produit
B x C est la méme chose que la donnée de deux morphismes d’algébres, I'un sur B I'autre sur C, qui commutent
a larrivée. Le lecteur vérifiera en effet que I’application suivante est bijective :

{feBil(BxC,D) } — { (f,’y)eHom(B,D)xHom(C,D); }

multiplicative V(b,c) e BxC, B(b)v(c)=~(c)B(b)
— (f ('71)>f(1"))
(b,¢) = B(b)v(c) — (8,7)

Lorsque I'on cherche a factoriser les applications bilinéaires multiplicatives sur B x C' vues a travers la
bijection ci-dessus, on tombe sur la propriété universelle suivante.

Propriété universelle du produit tensoriel d’algébres.

. : B D . ) . . .
Soient { ZZB O : D deux morphismes d’algébres qui commutent o 'arrivée, i. e. vérifiant pour tout
C .
beBetcel

v (b) x oo (c) = e (¢) x pp (b).
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Alors il existe un unique morphisme d’algébres ¢ : B ® C — D prolongeant vg et vo, au sens ou

{ pb)=¢be1)=pg(b)
pc)=¢(1®c)=pc(c)

7

et ce morphisme agit sur les tenseurs purs par multiplication des composantes tensorielles aprés action de ¢

et oo :
p(b®c)=vpp(b)ec(c).

Démonstration.
Concernant ['unicité, si ¢ est un morphisme prolongeant ¢ et ¢, on doit avoir

pb@c)=p((be1)1xc)=edal)p(1®c)=pg(b) ec(c),

d’ou I'action nécessaire de ¢ sur les tenseurs purs — action qui est clairement suffisante pour prolonger ¢z et

Pc-
Bx(C — D

On considére 'application bilinéaire { (b, ) que 'on factorise en une application
K

— g (b)pc ()
linéaire
{ BC — D
Tl b®ce — g (b)yc(c)
23

On déja trivialement que ¢ (b ® ¢) = ¢z (b) - (¢). De plus, on a

p(boc)x (W ad) = e @c)=ppO)pc(cc)=pg 1) ¢p () pc ()pc ()
= v pc(c)pp (M)pc ()= ((b@c) (V' @),

et, comme ¢ est déja linéaire, ¢ est un morphisme d’algebres.
L’unicité découle de celle dans la propriété universelle du produit tensoriel de modules.

Remarques. En d’autres termes, toute application bilinéaire multiplicative f : B x C' — D se factorise
d’une unique maniére sous la forme f = fow ot f: B® C — D est un morphisme d’algébres. On retrouve la
formulation plus « classique » de la propriété universelle.

On aurait pu reformuler le fait que ¢ prolonge ¢p et v~ en disant que ¢ fait commuter le diagramme

B Y% Bgc &Y ¢
Nee Ly 7 vo
D

On se souvient que tensoriser un module par une algébre B permet d’étendre les scalaires du module. Ce
principe reste valable pour étendre les scalaires d’une algébre, en particulier des algébres polynomiales.

Extension des scalaires d’une algébre de polynomes.
Pour toute A-algébre B, on a un isomorphisme canonique d’algébres

B®s AX] — B[X]
b® X! —  bX?
10 X°¢ — X

Démonstration.
On dispose d’une injection canonique B — B[X]. Par ailleurs, la flecche A — B définissant ’algébre B

donne lieu & une fleche naturelle A [X] — B [X]. Les deux fléches qui précédent sont des morphismes d’algebres
qui commutent a I’arrivée, donc la propriété universelle du produit tensoriel d’algebres s’applique. Il est immédiat
de vérifier que la réciproque proposée en est bien une.

23]es quantités soulignées sont égales d’aprés 'hypothése de commutativité sur B et C
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Corollaire (produit tensoriel d’algébres de polynoémes).
On a un isomorphisme canonique d’algébres

{A[X]@A[Y] — A[X,Y]
XP@Y! s  XPYY

Démonstration.
On applique ce qui précede a B := A[Y]. Le tenseur Y? ® X7 sera alors transformé en Y? X, ce qui conclut
en échangeant les lettres X et Y.

Compléments.

On peut sans aucune difficulté étendre ce qui précéde au cas d’'un nombre quelconque (fini) d’algebres
Bi,...,B,. Le produit sur B; ® --- ® B, agira sur les tenseurs purs composante par composante et les B;
commuteront deux & deux dans ) B;.

L’associativité de ® et la distributivité de ® sur @ s’écriront exactement de la méme maniére que pour
les modules?*, sauf que 'on aura des isomorphismes (canonique) d’algébres et non juste de modules®>. Par
exemple, la derniére propriété se généralise aisément par récurrence en invoquant ’associativité :

AX|@AX]®--- @ A[X] = A[Xy,..,X,]

n fois

X'® - @ Xin — X Xin

Concernant la propriété universelle, des morphismes d’algébres — un sur chaque B; — commutant deux &
deux a l'arrivée®® se prolongeront de facon unique sur ) B; en agissant sur un tenseur pur par multiplication
des composantes tensorielles aprés action de chacun des morphismes.

2.1.2 Produit tensoriel d’algébres graduées

Définition.
Une algébre graduée B est une algébre B munie d’une suite de sous-modules (By), oy telle que

B =P B, et B,Bn C Buym
neN

( By est donc un sous-anneau de B que prendrons toujours égal & A).

Les B,, sont appelées composantes homogeénes de degré n.

On dit qu’un élément b de B est homogene (de degré n) s’il appartient & une composante homogéne B,, de
B.

Le degré d’un b € B,, est noté par

degb:=0(b):=90b:=n

et vérifie la propriété

a(bb') = (b)+0 ).

Par exemple, pour B = A[X;] , la n-iéme composante homogeéne B,, est formée des polyndomes homogeénes
de degré exactement n.

24 ¢f. premiere section
o5 L. . .
25Par exemple, pour vérifier que I'isomorphismes de modules

(@) e (@) =D wiscy
respecte les produits des algebres mises en jeu, il suffit (par linéairité) de le faire sur les éléments de la forme b; ® c;, mais c’est

alors immeédiat.
26 donc de méme algebre but
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Proposition.
Soient B =@ B,, et C =P C,, des algébres graduées. Alors B ® C est graduée de composante homogénes
de degré n

[B®C]n: @ BP®Cq7

pt+g=n

et pour tous éléments homogénes b, ¢, on a

d(b®c) = b+ de.

Démonstration.

On a B®C:(@Bn)®(@cm,)g@B”(ng':@ @ B, ® Cy,

n>0pt+q=n

et I'isomorphisme devient une égalité en considérant des sommes directes internes.
De plus, pour €Dy ig=n By ® Cy i e. T=Dikjen bl} ® Cj/
ye EBerq:m B, ® Cy Y= by ® ¢

i'4j'=m Vi’

,on a

Ty = Z b ® ¢ Z by @cy | = Z biby, ® cjc

i =m SBirir €0y

e Y BusoCiyc Y. BeC= P BoC,

i+j=n ptg=m+tn ptg=m+tn
i/+j/:m
Remarque. Nous laissons au lecteur le soin de montrer qu’un produit tensoriel de plusieurs algebres

graduées B! = @ B! est gradué par

[Bl®"'®Bp}n= @ B71H®...®ng
ni+-+np=n

et que le degré d’un élément homogeéne s’exprime par

O ®---®by) =001 +---+ 0by,.

Nous allons maitenant tordre la loi x de ’algébre produit tensoriel, qui est graduée par ce qui précede, a
l’aide des degré des éléments multipliés, ce afin de la rendre anticommutative.

Proposition — Définition.
1l existe sur B ® C une unique structure d’algébre prolongeant les lois du module B ® C' et telle que, pour
des éléments homogénes b, V', ¢, ¢/, on ait

b y s
® ® — (_ 1 ) 3(181) ®
c c cc

On Uappelle produit tensoriel gradué®” des algebres B et C, et on le note

BéCouB@gC.

Démonstration.

27Les anglicistes parleront de super-produit.
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On définit la loi (presque) comme la loi multiplicative d’une algebre tensorielle. Le seul point non trivial a
vérifier sera son associativité.
A by, ¢y homogenes fixés, on considére I'application bilinéaire

BxC — B®C
P(bo,co) * { ((Zfiinie bi) ,C) . Z?nie (_1)8bi8c0 (bibo ® ceo)
qui se factorise en une unique application linéaire
B C — B C
Pbo,co) { (Z?“ie bi> Q¢ s Some (1)P0% (hhy @ cco)
On considére ensuite 'application bilinéaire

{ BxC — L(B®CQC)
(I) .
(b’ C) — P(b,c)

qui donne une unique application linéaire

_ (B®C — L(B&O)
o
b®c —  Ppo

Puis on définit alors une multiplication sur B ® C' par
Exni=[2(8)](n)

(en particulier,

b v
© | x| @ | =@0bed) W ad)=3p 0 @d)=(-1)"" 0 @c)
c c

comme voulu).
La distributivité a gauche de X vient de la linéarité de @, la distributivité a droite de la linéarité de pg.
Quand & l'associativité, comme pour la loi multiplicative d’une algébre tensorielle, il revient & montrer

I’identité - - -
B(§)o®(n)=2([(&)] ().
Or, X est associative sur les éléments homogénes de base : en effet, on a
((b® C) % (b/ ®C/)) ™ (b// ®C”) — (_1)6061/ (bb/ ®CC’) > (b// ® C//)
_ (_1)8c8b/ (_1)8(cc’)3b” (bb/b// ® CC/C//)

(_1)8c8b/+3(13b”+3c’8b” (bb/b// ® CC/C”)

et

(b®c) « ((b/ ®CI) « (b// ®C”)) _ (b® C) « (_1)Bc'8b” (b/b// ®C/CN)
— (_1)86,617” (_1)608(17/1)”) (bb/b// ® CCIC//)

(_1)80'8b"+868b'+806b” (bb/b// ® CC/C”) ,

qui sont bien des quantités égales en regardant les puissances du —1 :

/ /! / /I / // / /!
0cob’ + 0cob” + 0c'Ob” = 9’ Ob” +0cob” + Ocob” .

On en déduit alors o . _
(&)o@ (n)=2([(&)] )

comme pour la loi multiplicative d’une algebre tensorielle, d’on I'associativité de x.
Enfin, la linéarité de @ et de ® (£) donne la derniére propriété :

otexm=a- O] ={ GOl e
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Ainsi B ® C est bien une algeébre pour les lois +, -, X. Son unicité vis-a-vis de la propriété

b y e
® ® — (_ 1 ) acdb ®
c c cc

vient de ce que la loi x est (par distributivité) entiérement déterminée par ses valeurs sur les tenseurs purs.

Propriété.
Si B et C sont des algébres graduées, alors B @9 C est anticommutative sur les plongés de B et C, dans le
sens ou
cxXb= (—l)abacb X C.

Démonstration.

exb=(10c)(bal) =(—D)" Bl (1) =(-1)""bxc

Remarque. Une application f bilinéaire sur B x C' vérifiant pour tous éléments homogenes b, V', ¢, ¢/

() (@)= (2)e(2)

sera dite antimultiplicative. La structure de 'algébre B ®9 C' est ainsi la seule qui rende la projection canonique
(b, ¢) — b ® c antimultiplicative.

Comme pour le produit tensoriel d’algebres B ® C, on observera que les applications bilinéaires antimulti-
plicatives sur ’algébre produit B x C' sont en bijection avec les couples de morphismes d’algébres, I'un sur B
lautre sur C, qui anticommutent & I’arrivée : considérer la bijection?®

{ fe Bﬂ (B X.C, D) } — (B,7) §piC’)m (( :cl)))ex § C(’q D) ;
antimultiplicative B(B)(e) = (—1)" ~ (c) B (b)
f — TACY RV AC ))
(b,c) — B (b) v (c) — (8,7)

Chercher a factoriser les applications bilinéaires antimultiplicatives sur B x C méne a la propriété universelle
suivante.

Propriété universelle du produit tensoriel gradué.
pp:B—D
po:C— D
a Uarrivée, 1. e. vérifiant pour tous b, c homogénes

05 () oc (€)= (=1 o (c) o (b) -

Alors il existe un unique morphisme d’algébres ¢ prolongeant ¢g et po ¢ BRI C

Soient B et C' deux algébres graduées et { deuxr morphismes d’algébres qui anticommutent

Id®1
—

B Besc L4 (¢

NFe e oo
D

et ce morphisme agit sur les tenseurs purs par multiplication des composantes tensorielles aprés action de g
et po -
p(b®c)=pp(b)yc(c).

28 Toutes les vérifications sont bien sfir laisées au soin du lecteur.
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Si de plus op et oo sont gradués®®, alors ¢ est gradué.

Démonstration.
Bx(C — D

(be) — »p)ec(c)

L’application A-bilinéaire { fournit une unique application linéaire

_{B@C — D
' bc +— wp(b)ec(c)

On considére ensuite B ® C muni de sa structure d’algebre graduée B ®9 C.
On a déja trivialement que ¢ (b® c¢) = ¢ (b) ¢ (¢). De plus, on a®°

p(beax®ad) = (0" ec) = (1" o5 (W) pc (cc)
(—1)%" o5 (8) 5 (V) pc (e ()

(—1)7P ()P 4 (0) o (¢) o (V) (€)

= p(bee) et ad)),

donc la linéarité de ¢ entraine son caractére de morphisme d’algébres. L'unicité est évidente d’aprés 'unicité
dans la propriété universelle du produit tensoriel de modules.

Lorsque ¢p et ¢ sont gradués, il est aisé de montrer que ¢ préserve le degré : pour b € Bet c € C
homogenes, ¢ (b ® ¢) = pg (b) ® ¢ (c) est homogene de degré

Ao (b) + 0pc(c) =0b+0c=0(b®c).

Remarque. Comme pour le produit tensoriel d’algébres usuel, on observera que la donnée de deux
. B D . . . . e,
morphismes d’algébres { c : p aui anticommutent & 'arrivée revient a se donner une application bilinéaire

sur B x C' qui est antimultiplicative : considérer la bijection

Compléments.
Encore une fois tout se prolonge aux cas de n algébres graduées. Le produit « tordu » sur 'algébre graduée
By ®9---®9 B, sera défini composante par composante avec un signe donné a l’aide du schéma ci-dessous :

b1 by ® - ®by
bieby,® - @bl
bl @bl

on fait le produit des degrés des éléments reliables par un trait oblique  (verticales exclues) et on somme le

tout, ce qui donne (pour le cas de trois algébres) un signe >, _; (Ob,Ob; + Ob!Ob; + (%é’@b}). Les algebres B;

vont alors anticommuter deux & deux dans é B;.

Comme pour le produit tensoriel (usuel) d’algebres, on dispose de 1'associativité de ®7 et de la distributivité
de ®9 sur @, lesquelles donnent lieu & des isomorphismes (canoniques) d’algébres graduées®!. Une récurrence
étendra la distributivité a un produit de plusieurs algébres graduées.

Coté propriété universelle, si ’'on se donne des morphismes d’algébres — un pour chaque B; — qui anticom-

mutent deux a deux & Darrivée, alors on pourra les prolonger d’une unique fagon sur @ B; et le prolongement
agira sur un tenseur pur par multiplication des composantes tensorielles aprés action de chacun des morphismes.

298i B et C sont deux algébres graduées, un morphisme d’algébres ¢ : B — C est dit gradué si ¢ (By) C Cy, pour tout n > 0.
Cela revient a dire que I'image de tout élément homogene est homogeéne et de méme degré.

30on permute les quantités soulignées en faisant apparaitre un signe, ce qui est permi par hypothése d’anti-commutativité sur B
et C

317] est trivial qu’une somme directe d’algebres graduées est graduée.
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2.1.3 Algébres anticommutatives et alternées

On étudie ici plus précisément la notion d’anticommutativité telle qu’elle nous est apparue en étudiant une
algebre produit tensoriel gradué.

Définition.
Une algébre graduée B est dite anticommutative si

bb/ — (71)81)31)/ b/b

pour tous éléments homogenes b et b'.
Une algébre graduée B est dite alternée si elle est anticommutative et si de plus

b* =0
pour tout élément homogéne b de degré impair.

Remarque. Si b ou b est de degré nul, c’est un scalaire, donc commute avec 'autre, d’ou l'identité

by = (—l)ababl b'b puisque 'une des puissances de —1 est paire. On ne vérifiera donc Panticommutativité que
sur les éléments de degré > 1.

Remarque. Si B est anticommutative, pour tout b homogéne de degré impair, on a b? = (—1)(%‘% b? =

b2 car (Ob) ? reste impair. Ainsi, dés que 2 est simplifiable dans ’anneau de base, I’anticommutativité implique
automatiquement ’alternance.

Proposition.
1. Le produit tensoriel (usuel) d’algébres commutatives est une algébre commautative.
2. Le produit tensoriel (gradué) d’algebres anticommutatives est une algébre anticommutative.

3. Le produit tensoriel (gradué) d’algébres alternées est une algébre alternée.

Démonstration.
Soit B et C les algeébres dont on forme le produit tensoriel B ® C.

1. Supposons B et C' commutatives. Alors X est clairement commutative sur les tenseurs purs (donc
partout par distributivité) :
b @d)=0@c)=Wbadc)=0 ) (b&c).

2. Supposons B = @, .y Bn et C = @,,cny Cm anticommutatives. On se place dans I’algebre graduée
B ®9 C. Pour des éléments homogenes b, V', ¢, ¢/, on a

1
1

(bxec)( @) Y (0b @ ec')

dcd ((( )abab b’b) ((_l)acac/c/c»

1 9cAb’ +0bAb’ +0cdc’ b/b ® CC/

(=)™
(=1)
(=1)
— ()RR OBV 00 (11 ) 1) (b @ ) (—1)7% P
(—1)2b0Y +0eV +0c/ObDede’ 11 o) 1Y (j g )
(—1) (9b+dc)(ab' +0c’) W ed)(bee)
(=1)

1 A(b®c)d(b'®c’) WV od)bac).

Soient ensuite £ et 17 des éléments homogénes de

Be'C= P B,®C,
neNp+g=n
finie
n= ijc o

vérifient (d’apres le calcul ci-dessus)

& et n s’écrivent ou les &;, n; sont des tenseurs purs d’éléments homogenes, donc qui

o€, 0m,
&m; = (=1) S0 ;-

32



On notera également que les &, sont dans @p tq—oe Bp ® C, comme &, donc ont méme degré 0¢; = 0§ ;
bien sfir, on a de méme 9n; = dn. On a alors

finie finie finie finie finie
o = () () -Ean- S-S
i J

) %]

finie finie finie
DB RS DI (Z&) ~1)*" g, CQFD.
,J J

3. Supposons B = @,y Bn et C = @,y O alternées. On se place dans 'algebre graduée B @9 C'.
On a déja vu qu’elle était anticommutative. De plus, tout élément £ homogeéne de B ®9 C' de degré impair
[P finie N N NP . , L. .
s’écrit ZZ b; ® ¢; ol b; et ¢; sont homogenes et o 'un au moins est de carré nul car de degré impair
(puisque 9b; 4+ Oc; = 0 (b; ® ¢;) = I est impair) . On a alors

finie 2 finie finie
& = (Zbi@)@) =Y @) by @) =Y (—1)7 (bid)) @ (eicy)

4,J (2]
finie finie
o Oc; 0b; ac db;
= ) (-1 (bibi) ® (cici) + > _ (- (bibj) ® (cicy)
- —,_/
i -0 1#]
finie finie
o Oc;0b; b b aclc'?b b b
= > (-1 (bibj) @ (cicy) + > (= i) ® (cic) -
i<j i>j

L’idée est maintenant de bidouiller le terme de droite pour intervertir les indices 7 et j tout en faisant
sortir une puissance impaire de —1 (4. e. un signe moins), de sorte que la somme résultante £? vaille zéro
comme voulu. Puisqu’on veut transformer dc;0b; en Oc;0b;, il est naturel de remplacer dc; par 9¢ — 9b;
et 0b; par 0§ — Jc; dés que possible.

Apres modification du tenseur

0 18 j 8Ci86j _ 9] 16 j aciacj
(bibj) ® (cicj) = ((—1) bic® bibi) ® <(_1) Cicj) = (—1)" Ot (bjbi) ® (cjei)

la puissance de —1 dans le second terme Z?:Je (—1)2¢:9% (bibj) ® (cic;) vaut (modulo 2)

dc;Ob; + Ob;dbj + dcide; =  (9E — Ab;) (OE — De;) + Ob; (O — Dej) + (9E — Ab;) Be;
= (14 0b;) (14 dcj) + 9b; (1 + dc;) + (1 + 9b;) e

1+ 20b; + 20c; + 39b;dc;

= 14 0b;0c;, CQFD.

2.2 Algebre tensorielle d’'un A-module

Comme annoncé, nous allons transformer un module en une algébre en prenant pour multiplication interne
le produit tensoriel.
Cette premiére construction ne confére pas de propriété particuliére a ’algébre ainsi obtenue.

2.2.1 Définitions

Soit M un module. On pose

T (M) :=M®" =M@y M®s- @4 M

n fois
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(on souviendra que T° (M) = A et T* (M) = M) puis

T (M) =1 (M).

n>0

Proposition — Définition.
Il existe une unique structure d’algébre unitaire sur T (M) telle que

(T1®@ T X (Y@ Qyy) =71 Q- QT QYL @+ VY,
aX (1 ® - Qyg) =a(y1®- - Dyq)
(Z1®-Qzp) Xa=a(z1® - Qxp)

Munie de cette structure, T (M) est appelée I’algebre tensorielle du module M.
T (M) est graduée de composantes homogénes les T™ (M) et engendrée en tant qu’algébre par la partie
M =T (M).

Démonstration.

Concernant 'unicité, connaitre le produit sur des générateurs linéaires revient & le connaitre partout par
distributivité. Il reste a le construire.

Fixons un p-uplet m € MP avec p > 1. Les applications ¢-linéaires (pour ¢ > 1)

M1 — T (M)
(zlamaxq) — M1 Q- QM QT - @ Xy

se factorisent en des applications linéaires définies sur les M®? = T (M). Pour les recoller, on n’oublie pas le
cas ¢ = 0, pour lequel on considére

TO(M)=A — T (M)
{ a — a(m ®- - @my)

On obtient ainsi une application linéaire

T (M) — T (M)
Bt T1QQ@Tg +— MR @My QT Q-+ Q Iy
a — a(m1®-~-®mp)

MP — L(T(M))

> /jm
tenseurs de bases), donc se factorise en une application linéaire sur M ®P | lesquels se recollent en une application
linéaire

Maintenant, & p > 1 fixé, 'application est multilinéaire (comme on le vérifie sur les

T (M) — L(T'(M))
pid Mm@ @m, i,
a — ald

Nous pouvons a présent définir la multiplication dans T (M) par

Exn=[u(§)]n)

qui satisfait par construction les trois propriétés recherchées. La distributivité provient de la linéarité de p, et
tout le reste est évident en regardant ce qui se passe sur les tenseurs purs : l'associativité, le neutre 14, la
propriété
a-(@xy)=(a-2)xy=zx(ay),
et la graduation
(x,) €T (M) x T™ (M) = zxycT"™™ (M).

Pour le caractére générateur, il suffit de noter que les éléments de T (M) = M engendrent (pour le produit)
les tenseurs purs, lesquels engendrent (linéairement) tous les 7" (M), donc T (M).
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2.2.2 Prolongement des applications linéaires en des morphismes d’algébres

Propriété universelle de 1’algébre tensorielle.
Toute application f linéaire sur un module M a valeurs dans une algébre B se prolonge d’une unique fagon
sur T (M) en un morphisme d’algébres f. Ce prolongement vérifie

{ T (M) — B

Démonstration.
Si f est un tel prolongement, on doit pouvoir écrire

flmy @ @my) = f(my X xmg) = f(ma) X - X f(myg),
ce qui détermine entiérement f sur les 7%2! (M) par linéarité connaissant f. Pour avoir f| 4, il suffit d’écrire
fl@=fa1)=a-f()=a-1,

ce qui montre que ﬂ 4 est la fleche canonique A — B.
On construit donc, pour tout & > 1, une application linéaire (grace a la propriété universelle)

f.{ THOM) b
Fl mi®@--@mp — f(my)--- f(my)

et on pose f:= @, f avec f, : A — B la fleche canonique. Les vérifications sont immédiates.

Remarque. Si l'algebre B = @ B,, est graduée, alors le prolongement f n’est pas nécessairement
gradué : il faut en effet que f (M) = f (T1 (M)) C B;. Réciproquement, sous cette condition, on a bien pour
tout n >0

FlAL M| cFOn-F (M) = f D) f (M) Bi+ B C B,

n fois

n fois n fois

d’ott par linéarité f (M®") C B,,, CQFD.

Le corollaire suivant montre que I'extension de la structure de module a celle d’algébre passe au niveau des
morphismes.

Corollaire.
Pour toute algébre B, l'on dispose d’un isomorphisme canonique d’algébres

modules

{ Hom (T (M),B) — Hom (M, B)
algébres

f — Jim
Démonstration.

L’application ci-dessus est bien définie, surjective d’apres I'existence de la proposition précédente (le prolon-
gement f est envoyé sur f), injective d’aprés I'unicité, et est un morphisme d’algebres.

On généralise la propriété universelle ci-dessus en transformant le module but en son algébre tensorielle.

Proposition (fonctorialité de T').
Soient M, N des modules et u: M — N linéaire. Alors il existe un unique morphisme d’algébres

. T (M) — T (N)
T(u)'{ me- - - Qm, +— u(m1)®-"®u(mn)

b

35



et le diagramme suivant commute

M -~ N
! 1.
) T

De plus, si M - N - P, alors’?

Twou)=T(w)oT (u).

Démonstration.
On construit 7' (u) sur les parties homogeénes de T' (M) en posant (grace a la propriété universelle)

JoTran o — TE )
Tk(u)'{m1®...®mk — u(m1)®"'®u(mk) ’

I'unicité de T' (u) de découlant de celle des T (u).
Pour avoir T (vou) = T (v) o T (u), il suffit d’invoquer 1'unicité en remarquant que 7' (v) o T (u) fonctionne.

Le corollaire suivant montre que I’extension des structures ne se voit pas au niveau des morphismes.

Corollaire.
On a un isomorphisme canonique de modules

algébres

{ Tom (M,N) — Tom (T (M),T(N))

u — T (u)

Démonstration.
L’application ci-dessus est bien définie, linéaire, et a pour réciproque f +— fiys puisque M engendre l'algebre
T(M).

2.2.3 Tenseurs symétriques et antisymétriques

Soit M un module. Pour tout n > 0, on a une action du groupe &,, sur M®" définie par®?

o(m1 @ ®@mp) =My(1) @+ @My (n).

Définition.
Soit n > 0. Un tenseur & € T™ (M) est dit :
e symétrique si Vo € &,,, 0 (&) = £; on note S,, (M) l'ensemble des tenseurs symétriques sur M™ ;

e antisymétrique si Vo € &, 0 (§) = £(0)&; on note A, (M) Uensemble des tenseurs antisymétriques sur
Men,

m @ n +n Q@ m est symétrique.

Par exemple, { m®n—n®m est antisymétrique

Proposition (symétrisation d’un tenseur).
Pour n > 1, Uapplication linéaire
P, { MET— Sa(M)
" f L — ZUGGn g (f)

32on dit que T est un foncteur covariant
330n prolongera volontiers I'action sur M®° = A en définissant o (a) = a pour o € So.
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est bien définie et, si n! est inversible dans A, alors p, := %Pn est un projecteur d’image les tenseurs symé-
triques.

Démonstration.
La définition de P, (avec M®"™ comme ensemble but) découle de la propriété universelle.
Pour étre str de tomber dans les tenseurs symétriques, on vérifie que pour £ € M®" et 7 € &, on a

T<Pn<£>)=7<2 o(&)) =Y 0= > (=P,

ogeG,, ceG, ceG,

d’ou Im P, C S,, (M) comme voulu.
Si n! est inversible, pour £ tenseur symétrique, on a

P(6) = Zo(m)mm T o0-m ¥ e= ==
’ oe6, : T oe6, ‘o€, ’

d'ou S, (M) C Im P, et ImP,, =S, (M). On a montré au passage que, pour £ symétrique, on a P, (5£) = &.
Par conséquent,

RO =P | Pl | = 5 (P (@) =pn©),
ESn (M)

d’ou p,, idempotent comme voulu.

Proposition (antisymétrisation d’un tenseur).
Pour n > 1, Uapplication linéaire

) Mo A, (M)
o { § — Yoes,c(0)a(§)

est bien définie et, si n! est inversible dans A, alors ¢, := %Qn est un projecteur d’image les tenseurs antisy-
métriques.

Démonstration.
La définition de @,, (arrivant dans M®™) découle de la propriété universelle.
Pour tomber dans A,, (M), on vérifie que pour £ € M®" et 7 € S,, on a

T<Z s<a>a<5>> = Y @@= c(r0)o(©)

oceG,

7(Qn (§))

I
™
—
\]
N
™
—_
S)
S~—
<)
—
e
<&
I
™
—
\]
S—
™
—
Q
2
Q
—
e
N—
I
)
—_—
\]
SN~—
L)
3
—
™~
N/

O'Een O'EGn

d’ou ImQ,, C A, (M).
Si n! est inversible, pour £ tenseur antisymétrique, on a

0 (36) = T e@o () = T clo)sloe= 1 3 6= nle =

€S, occ6, €6,

d’ou A, (M) C Im@, et InQ,, = A, (M). On a montré au passage que, pour £ antisymétrique, on a Q,, (#f) =
&. Par conséquent,

1 1 1
€A, (M)

d’ou %Qn idempotent comme voulu.
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2.3 Algeébre symétrique d’un A-module

Le probléme originel du produit tensoriel était de représenter linéairement les applications multilinéaires.
Nous nous intéressons & présent a représenter linéairement les applications multilinéaires symétriques ou alter-
nées.

2.3.1 Préliminaires sur les idéaux homogénes

Définition.
Soit B une algébre graduée et I un idéal de B. On dit que I est un idéal homogéne s’il est somme directe
de ses intersections avec les composantes homogénes de B, i. e. si

1:@(mBn).

n>0

Propriété.
Soit I un idéal homogéne d’une algébre graduée B. Alors, si un élément > b, tombe dans I, toutes ses
composantes également.

Démonstration.
L’élément > b, se décompose dans I = @I N B, en Y i, ol i, € I N B,. Par unicité de la décomposition
dans @ B,,, on en déduit b, = i,, € I pour tout n.

Afin d’éclaicir la structure d’algebre graduée de S (M) que nous allons construire, nous aurons besoin du
lemme suivant.

Lemme.

Soit B = @ B,, une algébre graduée et I = @ I,, un idéal homogéne de B.

Alors lalgébre B /1 est graduée selon les B» /1, lesquels sont chacun canoniquement isomorphe a B~ /1
via T «— X.

Démonstration.

Puisque B = Y B,, et que la somme passe modulo I, il est clair que /7 =" B» /. De plus, si une somme
de Y B» /1 est nulle, mettons Y b, € I, alors par la propriété précédente tous les b, sont dans I, autrement
dit sont nuls modulo I, ce qui montre que la somme Y 5=/ est directe.

Par ailleurs, la relation (BP/I) (BQ/I) C (BP“I/I) est immeédiate vue la graduation de B et vu que le
produit de B passe modulo I.

Enfin, vue l'inclusion des idéaux I,, C I, on une projection canonique 5= /; — P» /; Si un élément b,
(pris modulo I,) est annulé par cette projection, b,, est dans I, donc dans I N B,, = I,,, donc était déja nul
modulo I, ; ceci montre que la projection précédente est injective, donc est un isomorphisme.

2.3.2 Définitions

Dans tous ce qui suit, M désigne un module. Par commodité, on pourra laisser tomber les dépendences en
M.

Soit I, le sous-module de T* (M) engendré par les pn — o () ot o décrit Gy et p les tenseurs purs de T*.
Remarquer par exemple que Iy = I; = {0}.
On pose

I:= @Ik.

k>0
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Proposition.
I est un idéal bilatére homogéne de T'. Plus précisément, on a

T I, CLyset INT" =1,.

Démontration.

I est déja stable par + et contient 0. Il suffit pour conclure de montrer les identités T - Iy C I,4s pour
r > 1et s > 2. En effet, pour r = 0, on veut Al; C I, ce qui est clair, et les cas s = 0,1 sont trivialisés en
remarquant que Iy = I; = {0}.

Soit donc 7 > 1 et s > 2. Puisque 7" est engendré par les

Ti=m R QM

et I par les
=My @ @My —my gy @ @my ) (ot o € 8y),

il suffit de montrer que, pour de tels 7 et ¢, les éléments 7¢ et ¢7 tombent dans I, ;. Or, en posant

Myyii=m, pouri=1, .5
et en définissant une permutation
~. ]_ e r 70+]_ e 7‘+S
7= ( 1 - 7 r+0(1) - r+o(s) > € Gris)

on a
TL:m1®...®mr®mr+1®...®mr+s_ma(1)®...®m8(r+s)

qui est envoyé dans I, 5. Evidemment, cela marche aussi avec ¢7 en modifiant &.
Le caractére homogene de I est évident.

Défintion.
On appelle algébre symétrique de M [’algébre quotient

S(M) = T(M)/I.
Le produit dans S (M) ne sera pas noté particulierement, de sorte que l'on écrira volontiers

m1®...®mn:m1 ..... My = M7+ * My«

Cela revient a considérer, dans T (M), les tenseurs purs indépendemment de l'ordre de leurs composantes.
En d’autres termes, S (M) est une algébre commutative®?.

Propriétés.

1. S (M) est une algébre commutative engendrée par M et graduée par les
k k

2. La projection canonique

m1®...®mk — my---Mmg

{ T (M) -~ S(M)

est un morphisme gradué qui injecte naturellement M dans S (M) :

M— S(M).

34Et il n’y a rien d’autre & comprendre : pour obtenir un élément de S (M), juxtaposer des vecteurs de M (I’ordre n’importe pas)
et prendre une combinaison linéaire de telles juxtapositions.
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Démonstration.

1. Il est clair que S (M) est une algébre commutative engendrée par les tenseurs simples m € M. La
graduation annoncé est donnée par le lemme de structure.

2. Par définition du produit sur S (M), la projection canonique envoie clairement 7™ (M) dans S™ (M),
donc est un morphisme gradué.

On peut reformuler en ces termes :

S (M) est une algebre sur S° = A engendrée par S* = M.

2.3.3 Prolongement des applications linéaires en des morphismes d’algébres commutatives

Propriété universelle de 1’algébre symétrique.
Toute application f linéaire sur un module M a valeurs dans une algebre B commutative se prolonge d’une
unique fagon sur S (M) en un morphisme d’algébres f. Ce prolongement vérifie

f:{ S(M) — B

my-omy = f(ma) - f ()
Si B n’est pas commutative, la méme conclusion tient si f commute & larrivée, i. e. si

Vm,m' € M, f(m)f(m') = f(m) f(m).

Démonstration.
Pour k£ > 1, on dispose de I’application k-linéaire

MF — B
(mla"'amk) — f(ml)f(mk)
qui se factorise en une application linéaire
fo Tk (M) — B
Pl e @me — f(ma) - f (my)
En posant fy: A — B la fleche canonique, on peut recoller les fi pour définir une application

{ T (M) — B
m - --Qmy +—— f(ml)f(mk)

Cette application s’annule sur I car f commute & 'arrivée, donc passe au quotient et définit une application

10,7 R— B

qui vérifie ce qu’on veut. Son unicité vient de ce que S (M) est engendrée par les my - - - my.

Proposition (fonctorialité de 5).
Soient M, N des modules, v : M — N linéaire. Alors il existe un unique morphisme d’algébres

S(u):{ S(M)  — S(N)

myomy — u(my)-u(mg)

)

et alors le diagramme sutvant commute

M N N
! A
s 2 s
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De plus, si M — N - P, alors®®

S(wou)=.8w)oS(u).

Démonstration.
On construit S (u) sur les composantes homogénes S* (M) de S (M). On part de I’application linéaire

{ TF (M) — S (N)
m - @mg — u(my) --u(mg)

qui s’annule sur I, (car S (V) commutative), donc passe au quotient en

Sk(u):{ Sk(M) - S(N>

my---mp +—— u(ml)u(mk)

On définit alors S (u) sur S (M) par les S* (u). L'unicité vient toujours du caractére générateur des my - - - my.
Pour avoir S (v o u), il suffit d’invoquer 'unicité en remarquant que S (v) o S (u) fonctionne.

2.3.4 Algébre symétrique d’une somme directe finie

Proposition.
Soient My, ..., M,, des modules. On a un isomorphisme canonique d’algébres :

S(M @ dM,) — S(M) @ ® 8 (M)
m; — 1R R1lom1l®---®1
My My — m;p Q- Qmy

Démonstration.

Fixons un ¢. Le module M; s’injecte naturellement dans M := M; @ - -- @& M,, par un ¢;, d’ott un morphisme
d’algebres S (v;) : S (M;) — S (M). Comme S (M) est commutative, on en déduit (par la propriété universelle
du produit tensoriel d’algébres) un morphisme d’algébres

0. SO @S(OM,) — S
) m1®...®mn — My - My

Inversement, pour construire un morphisme d’algébres S (M) — @ S (M;), en remarquant que chaque
S (M;) est commutatif, @ S (M;) Pest aussi, donc il suffit (par la propriété universelle de I’algébre symétrique)
de construire un morphisme M — @ S (M;). Comme M = @ M;, il suffit de construire des morphismes
M;, — @ S (M;). On considere

M, — S (M;,) — &S (M)
Vérifions que le morphisme ¥ : S (M) — @ S (M;) ainsi construit est inverse de ®. Il s’agit de montrer
Vo = Id® S(M;) et U = IdS(M)
Montrons que ¥® = Id sur un systéme de générateurs de ) S (M;), par exemple ses tenseurs purs. Comme

M; engendre I'algebre S (M;), il suffit de vérifier 1’égalité U = Id sur les tenseurs m; ® -+ - ® my,, ou m; € M;
pour tout ¢ :

\I/<I>(m1®--'®mn) = \P(mlmn):H\IJ(mZ)

= H(~-'®1®mi®1®~-~)
= m® - @my, CQFD.

35Comme pour la correspondance M — T (M), on dira que S est un foncteur covariant.
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De méme, on montre ®¥ = Id sur des générateurs de S (M). Les éléments de M sont candidats, mais sont
déja engendrés (linéairement) par les M;. On regarde donc

DU (m;) =P (- ®1Om®@1@---)=1---1myl---1 =m;, CQFD.

Proposition.
Si M := Aey @ -+ ® Ae,, est libre de type fini, alors S (M) est libre de base

ay Qn
(61 ey )(al,A..,an)EN"
et est donc isomorphe a une algébre de polynéomes

S(A€1 DD Aen) ~ A [Xl, ,Xn} .

Démonstration.

M — A[Xl,...,Xn]

On dispose d’un morphisme de modules qui, par commutativité de A [X1, ..., X,],

e X;
se prolonge un morphisme d’algébres s (eM) : A [Xlg('t" Xo] . Par ailleurs, on dispose également d’un

1 K3

. . AlXq,..., X M . . .
morphisme d’algébres®® { [ 3( » Xn] : S i. ) . I est trivial que ces deux morphismes sont réciproques
2 1
P'un de l'autre.

Remarque. On aurait pu aussi traiter le cas n = 1 comme ci-dessus puis invoquer la proposition

précédente, ce qui aurait donné

S(M) =S (Ae1 & - & Aey) ~ éS(Aei) ~ éA[X] ~ A[X1, ..., X,
=1 i=1

Exemple important.

Lorsque M est un espace vectoriel V' de dimension finie, on dispose d’une base (e;) de V', d’out une base duale
(ef) de V*, ce qui permet d’écrire les éléments de S (V*) comme des polynomes en les fonctions coordonnées,
i. e. comme des fonctions polynomiales en les vecteurs de V' (identifiés a leurs vecteurs coordonnées dans la
base (e;)). Une fois oubliée la base de départ, on obtient une description canonique des fonctions polynomiales
sur 'espace V' : Dalgébre S (V*). Nous utiliserons cette description dans des chapitres ultérieurs.

2.3.5 Lien avec les applications multinéaires symétriques

Définition.
Une application ¢ : M™ — N multilinéaire est dite symétrique®” si

¥ (ma'(l)’ mU(n)) = (m17 mn)

pour toute permutation o de &,,.
On notera LS, (M, N) l'ensemble des applications n-linéaires symétriques de M™ dans N.

De méme que les applications multilinéaires sont représentées par les applications linéaires depuis un produit
tensoriel, les applications multilinéaires symétriques sont représentées par les applications linéaires depuis une
algébre symétrique.

30Kt oui, il n’y pas que les produits tensoriels qui jouissent d’une propriété universelle, les algébres de polynémes aussi!
37En particulier, une application n-linéaire pour n = 0 ou n = 1 est toujours symétrique.
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Proposition.
On a un isomorphisme canonique de modules

LS, (M,N) — L(S"(M),N)
%) > Ty Ty 9 (T, ey Tp)
(X1yeeyn) = f(x1 ) — f

Démonstration
Les applications linéaires sus-décrites sont clairement réciproques I'une de ’autre.

2.3.6 Lien avec les tenseurs symétriques

Soit n > 1, et supposons n! inversible dans A. On dispose alors du projecteur « symétrisateur » p,, = %Pn
défini par
| { M) - S (M)
Pl € = A, 00

Comme tout projecteur qui se respecte, p,, a son image et son noyau en somme directe. On sait déja que
Impn = Sn (M)
Montrons alors que?®
Kerp, =1,

En effet, pour n = 1, on a directement I; = {0} = Kerld = Kerp, ; pour n > 2, on a déja clairement
I, C Kerp,, et pour £ € Kerp,, on a

f=t-— Y o)== 3 [e-00)

‘oc6, ‘oc6, el
On en déduit
Mo =S, (M) o I,

et donc .
Sp(M)= M7/ =S (M),

Finalement, les tenseurs symétriques de « longueur » n consituent exactement la partie homogeéne de degré
n de lalgébre symétrique S (M).

2.4 Algeébre extérieure d’'un A-module

Voyons & présent comment représenter linéairement les applications multilinéaires alternées.

2.4.1 Deéfinitions

Soit J, le sous-module de T™ (M) engendré par les tenseurs purs z; ® --- ® z, ayant au moins deux
composantes z; = x; égales. Noter au passage que Jy = J; = {0} (pas possible d’avoir deux composantes, a
fortiori deux composantes égales).

On pose

J = @Jn.

n>0

38Rappelons que I, est I'idéal engendré par les p — o (1) pour p tenseur pur de M®" et o permutation de S ,.
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Proposition.
J est un idéal bilatére homogéne de T (M).

Démontration.
J est déja stable par + et contient 0. D’autre part, puisque T' (M) est engendré par A et les

Ti=m - @myg (k>1)

et J par les
t=m)®- - @my (k>2, 3y, =y;),

il suffit de montrer que, pour de tels 7 et ¢, 7 X ¢ et ¢ X T restent dans J. Or, c’est évident puisque les coordonnées
identiques de ¢ sont conservées par multiplication (on concaténe).
Le caractére homogeéne de J est évident.

Défintion.
On appelle algébre extérieure de M [’algébre quotient

A(M):= T /)
On notera A le produit dans A (M), de sorte que

ML Q- @My =M1y N ANy,

Remarque. Dans l'algebre A (M), un produit d’éléments de M s’annulera dés que 'un de ces éléments
est répété. Mais attention : on peut également multipler dans A (M) par des scalaires, lesquels échappent a
cette régle! Le produit suivant n’a ainsi aucune raison de s’annuler :

2A3AN2AM = 12m.

Contrairement a ’algébre symétrique, ’algébre extérieure ne sera pas commutative. On montre plus bas que
changer l'ordre dans un produit ne fait que changer le signe du produit.

Propriétés.
1. A (M) est une algébre engendrée par M et graduée par les

Ak (M) = Tk(M)/J = {m1 AR /\mk}meMk = Tk(M)/Jk_.
2. La projection canonique

. T (M) - A (M)
T m@---@my = miA---Amy

est un morphisme gradué qui injecte naturellement M dans A (M) :

M— A(M).

Démonstration.

1. Il est clair que A (M) est une algebre engendrée par les tenseurs simples m € M. La graduation
annoncé est donnée par le lemme de structure.

2. Par définition du produit sur A (M), la projection canonique envoie clairement 7™ (M) dans A™ (M),
donc est un morphisme gradué.
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On peut reformuler en ces termes :

A (M) est une algebre sur A” = A engendrée par A = M.

Proposition.
Pour tous x et y dans M, on a
YANT =—TNy.

Démonstration.
Il suffit d’écrire 0= (z+y)A(z+y) =z Ay+yAz.

Corollaire 1.
Soient x1,...,x, dans M, o dans &,,. Alors

Toiy N NTo(n) = (T)TL Ao+ ATy

Démonstration.
Evident car &,, est engendrée par les transpositions.

Corollaire 2.
A (M) est une algébre alternée.

Démonstration.
Vérifions déja que A (M) est anticommutative. Soit { ,u/ = ml, Ao mT,
pwoi=mi A Amy

de A (M). Pour transformer le produit pp’ en p'pu, il faut décaler s fois d’un pas vers la droite le bloc p formé
de r termes. Chaque décalage correspond (au niveau des permutations) a un (r 4+ 1)-cycle. Le signe obtenu est
donc le produit de s signatures d'un (r + 1)-cycle, soit (=1)"---(=1)" = (=1)"°, CQFD.

L’identité €2 = 0 est clairement vérifiée pour & tenseur pur de A” (M) pour n > 1 (deux composantes se
répetent). De plus, pour tous &,n dans A (M), on a E Anp = —n A €. Ainsi, en écrivant un élément homogene
z € A(M) de degré > 1 comme une somme de tenseurs purs, disons z = > | &;, on aura

deux tenseurs purs homogeénes

n
1=

n 2
z? = fz) = 512 + ENE +E,NE =0, CQFD.
(2 Z;\_f; ;—/—/jzo d

2.4.2 Prolongement des applications linéaires en des morphismes d’algébres alternées

Propriété universelle de 1’algébre extérieure.
Toute application f linéaire sur un module M a valeurs dans une algébre B alternée se prolonge d’une
unique fagon sur A (M) en un morphisme d’algébres f. Ce prolongement vérifie

{ A (M) — B
Tl ma A AmM, — f(my) XX f(my)

St B n’est pas alternée, la méme conclusion tient si f est de carré nul a larrivée, i. e. si

VYm e M, f(m)>=0.

45



Démonstration.
Comme pour ’algébre symétrique, on construit une application linéaire

{ T (M) — B
mi®---Q@mg +—  f(mg) X - x f(myg)

Cette application s’annule sur l'idéal J grace a la condition f? = 0, donc passe au quotient et définit une

application
{ A (M) — B
Tl ma A AmME — f(my) X - X f (my)

qui vérifie ce qu’on veut. Son unicité vient de ce que A (M) est engendrée par les mq A -+ Amy.

Proposition (fonctorialité de A).
Soient M, N des modules et u: M — N linéaire. Alors il existe un unique morphisme d’algébres

. A (M) — A(N)
A(u)'{ml/\.../\mn — u(mi) A Au(my)

et le diagramme suivant commute

M — N
! Lo
A 2 Ao

De plus, si M — N - P, alors®®

Démonstration.
On construit A (u) sur les composantes homogénes A* (M) de A (M). On part de I'application linéaire

TF (M) — A(N)
m - Qmi — u(my) A Au(mg)
qui s’annule sur Ji, donc qui passe au quotient en
1 ma A AmME — w(my) A Au(my)

On définit alors A (u) sur A (M) par les A¥ (u). L'unicité vient toujours du caractére générateur des mq A- - - Amy.
Pour avoir A (v o u), il suffit d’invoquer I"unicité en remarquant que A (v) o A (u) fonctionne.

2.4.3 Algébre extérieure d’une somme directe finie

Théoréme.
Soient My, ..., M,, des modules. On a un isomorphisme canonique d’algébres :

AM M, —  AM)RI---@9A(M,)
m; — 1®---1m;R1Q---®1
my---Mpy — m; -+ QQmy

Démonstration.
Posons M := @, M;. On va reprendre exactement le calcul de I'algebre symétrique d’une somme directe.

39 A est, comme T et S, un foncteur covariant.
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Fixons un 4. Le module M; s’injecte naturellement dans M par un ¢,, d’ott un morphisme d’algebres A (y;) :
A(M;) — A(M). Comme A (M) est alternée, on en déduit (par la propriété universelle du produit tensoriel
d’algebres gradué) un morphisme d’algeébres

3. ] AM)&T-- @I A(M,) — A (M)
' m;®---Qmy — mi A Amy

Inversement, pour construire un morphisme d’algébres A (M) — @Y A (M;), en remarquant que chaque
A (M;) est alternée, le produit @7 A (M;) Vest aussi, donc il suffit (par la propriété universelle de I'algébre
extérieure) de construire un morphisme M — @7 A (M;). Comme M = @ M;, il suffit de construire des
morphismes M;, — @7 A (M;). On considére

M;, — A (M;,) — Q7 A (M;)
m — 1 Qlomele---®1

Vérifions que le morphisme ¥ : A (M) — @7 A (M;) ainsi construit est inverse de ®. Il s’agit de montrer
Ud = Id®g A(M;) €t OV = IdA(M)

Montrons que ¥® = Id sur un systéme de générateurs de @7 A (M;), par exemple ses tenseurs purs. Comme
M; engendre V'algebre A (M;), il suffit de vérifier 'égalité ¥® = Id sur les tenseurs m; ® --- ® m,, o m; € M;
pour tout % :

VP (my @ @my) = U(myA--Amy) =[] ¥ (m)

n

= [J¢-e1emele--)

i=1

= (-1)%m; ® - ®m, avec d entier.

Pour conclure, il suffit de montrer que d est pair. Pour obtenir ce dernier, on peut expliciter le produit
[T, ¥ (m;) de maniére verticale :

moelew---®1
leme®---®1
H("'®1®mi®1®"'): : . .
o :
Pour calculer d, on met tous les traits obliques  possibles entre deux composantes des tenseurs purs du produit
ci-dessus. On voit que tous contiennent un 1 (la seule obstruction serait un trait oblique \ dans le mauvais sens
reliant deux m;), lequel est de degré nul, d’ou d = 0 qui est pair, CQFD.
De méme, on montre ®¥ = Id sur des générateurs de A (M ). Les éléments de M sont candidats, mais sont
déja engendrés (linéairement) par les M;. On regarde donc*”

QU (m)=d (- 01@m@1®@---)=1A--ALAMALA---A1=my;, CQFD.

Corollaire
Soit M := Aey + -+ - + Ae,, un module libre de rang n. Alors

(e Av Aei)igjicociusn

rg AR (M) = (Z)

rg A" (M) =1 et rg AF¥>" (M) =0.

est une base de AF (M) et

En particulier,

405e souvenir que 2 A 3 A m fait 6m et non 0
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Démonstration.

Pour un module libre de rang 1 on a
A (Ae) 2 A® Ae

(en effet, pour k > 2, les tenseurs purs de A¥ (Ae) contiennent un e A e qui est nul). On en déduit*!

g
modules
AM) = Ada@-de)~ Q) Alde) =7 Q) (Aa Ae))
i=1,...,n 1=1,...,n
- P b AR AR Ae, QAR - QAR Ae;, AR - QA
k=0 {j1,....jx }C{1,...,n}
~ @ @ Aej, ® -+ ® Aej,

k=0 {j1,....5x }C{1,...,n}

@ @ Aejl ®"'®Aejk7

k=01<j1<---<jp<n

donc A¥ (M) est libre de base (e, A--- A €ji) 1< jy <-cjp<ns donc de rang (Z)

2.4.4 Lien avec les applications multilinéaires alternées
Définition.
Une application n-linéaire ¢ : M™ — N est dite alternée*? si
o (eymy.ym,...) =0.

On notera LA, (M, N) Uensemble des applications n-linéaires alternées.

Proposition.
Si @ est n-linéaire alternée, alors

Démontration.
Il suffit d’écrire

0 = ¢,z +xj, ...z +xj,...)
O (s Ty ey Ty o) F 0 (s gy ey Ty o) + 0 (s @iy oy ) 0 (e, 5, o, T4, 00)

Corollaire.
Si @ est n-linéaire alternée, alors

© (mg(l), ...,mg(n)) =ce(o)p(my,...,my).

Démontration.
Déja fait : &,, est engendré par les transpositions.

410n oubliera les g en exposant car ils ne concernent pas la structure de module — celle qui nous intéresse ici.
42En particulier, une application n-linéaire pour n = 0 ou n = 1 est toujours alternée.

48



On en vient & la représentation des applications multilinéaires alternées par 1’algébre extérieure.

Proposition.
On a un isomorphisme canonique de modules

LA, (M,N) — L (A" (M),N)
® — T A AT 9 (21, Tn)
(1, ey zn) = fI A Axy) — f

Démonstration
Les applications linéaires sus-décrites sont clairement réciproques I'une de 'autre.

2.4.5 Déterminant

Soit M = Aey @ Aes @ - - - @ Ae,, un module libre de rang n > 1.
On rappelle que A™ (M) est alors de rang 1. En particulier, tout endomorphisme de £ (A™ (M)) est une
homothétie.

Définition.
On appelle déterminant d’un endomorphisme u € L (M) le rapport de ’homothétie A™ (u), noté

detu € A.

Proposition.
Soit w e L(M) et (a;;) les coefficients de Mate, .. .. Alors*3

detu = Z € (U) A5(1),1 """ Ao(n),;n = Z € (U) A1,6(1) " On,o(n)-
€6, oc€6,

Démonstration.
On regarde 'image d’un vecteur de base par A" (u) :

[A" (w)](er A---Nep) = uler) A---Au(en)

n

n n
= E a;16; N\ N E Qi n€; = E @iy 1 iy (€ Ao Neg,)
i=1 i1

i1, in=1

= Z @iy, 1+ @i (€3 Ao N€i,) + Z @iy, 17 Qi n€iy N N €y,
{i1smmmsin}={1,....n} {i1smmsin} € {1,.m} T

= Y anaGialen A A) = D GeynGo(mm (€o) A A o)
€6, o€,

= Z Ao(1),1 " Go(n)n (E(0)E1 Ao Ney) = ( Z e(0)agay1--- ag(n)m) et Nep.
geG, oeG,,

Reste & voir 1’égalité des deux sommes en faisant un changement de variables o — o~ 1.

Le calcul ci-dessus peut se généraliser & un terme 1 A --- A, oll p n’est pas nécessairement le rang de M.
Introduisons pour cela quelques notations.
Pour k£ > 0 on pose Py, 'ensemble des parties de {1,...,n} de cardinal k.

43 e lecteur notera bien que les termes de droite sont indépendants de la base choisie vu que le déterminant lest.
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- . Ic{1,..p}
Si X = (z;,;) est une matrice de M, 4 (A) et { JC {1 g on pose

X175 =(®ij)icr
jeJ

la matrice extraite de X selon les lignes d’indice € I et les colonnes d’indice € J.

Enfin, pour I = {i; < --- < iy} € Pk, on pose

er i =ei N Neg, .

Proposition.
Soient x1,...,xp € M et X € My, , (A) la matrice des x; dans la base (e;). Alors

TI Ao A Ty = Z det (X],{l,...,p}) er.
Iep,

Démonstration.
Notons a; ; les coefficients de X. On a alors, suivant le calcul précédent :

TN AT, = > a1 aiyp (e Ao Aes,)

{i1,-.ip }C{1,...,n}
#{7;1;~~77;p}:p

= 2 Do ol oty (Coin) A A oy)

i< <dp GGG{il,.,.,iP}

= Z Z a/a(il)’l U a”(ip)gpg (U) (ei1 ANRRRA eip)

i< <dp 066{1-1’.”,1-}7}

= Z Z €(0) Qi) 1" " Co(iy)p | €in A-or Aei,

i1<<iy \0€6 ({ir,eensip})

= Y (det Xy iy (1)) €0 A s Al

i1<"'<ip

= Z det (XI,{L.--,;D}) er.
IePyp

Observer que la formule est aussi valable pour p > n, auquel cas il n’y a pas de I C {1,...,n} de cardinal
p > n et donc la somme de droite est nulle, toute comme 1 A -+ A x,.

Proposition.
Soit w € L (M) de matrice X := Mat,) u. Alors la matrice de A* (u) dans la base (er) ey, est

Mat AF (u) = (det (X;.5))

I,JeP *
(eI)IE‘JMC B

Démonstration.
Soit J = {iy < --- <ig}. Alors X1y, est la matrice des u(e;, ), ..., u (e;,) dans la base (eq,...,e,). En
appliquant la proposition précédente, on obtient

IeP IePk

Proposition.
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Pour u € L(M) et \,n € A, on a

n n

det (AId +pu) = Ztr (AF (u)) PR = Z Z det (X7.7) | wFA=*.
k=0 k=0 \I€Px

Démonstration.
Pour avoir le coefficient d’homothétie de A™ (A1d +nu), il faut calculer

[A" AId4pu)] (ex A -+  Aep) = (Aer + pu(er)) A A (e + pu(ey)) = ZAk)\”fkuk
k=0

ott les Ay, € AF (M) sont & déterminer.

Fixons k € {0, ...,n}. Pour obtenir la partie en A"~ *z*, on prend k termes en u (e;) et n — k termes en e,
mettons u (e;,),...,u(e;, ) avec I = {iy < --- < i} € Bi. En notant I le complémentaire de I dans {1,...,n},
la contribution d’un tel I sera alors, a un signe prés € (I) correspondant au réordonnement des e;,, de

er A [Aku] (er) =ep A Z det (Xyr)es | =eypAdet(Xrr)er
JEP

car e; A ey est non nul ssiINJ=10,i e ssiJ=1I.

Ainsi
Ae = Y eDepndet(Xrp)er= Y det(Xrr)(er A Aey)
IePy IePy
= Zdet(XLI) el/\~~~/\en:tr(Aku)el/\~~/\en.
IePy,
Application.

Calcul du polynéme caractéristique :

Xa=det (XId—u) =" (=1 [ Y det(Ars) | X "
k=0 IePy,

3 Annexe

3.1 Le morphisme ([[M;) ® (J[N;) — [[(M; ® N;) n’est en général ni injectif ni
surjectif

On note II la fléche naturelle { (IIM) @ AIN;)  — 1L, M@ N; .
(mi) ® (n;)  +— (M @ny)
La fléche II n’est en général pas surjective .

On remarque judicieusement que, pour des espaces vectoriels de dimension finie, il faut au moins n tenseurs
VieW — L((V,W)
low +— I(H)w
E,, ® F,, ou apparait une composante £ (V) avec dim V' aussi grand que 1'on

purs pour représenter un endomorphisme de rang n via l'isomorphisme . On va

donc chercher un produit ]
veut.

m,n
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E, =Fy .
F.—R" Le produit [
piocher dedans un élément £ dont la coordonnée selon F, ® E, soit de rang n exactement. Si £ est I'image par
II d’une somme de p tenseurs purs, alors la composante selon £ (RP‘H) est engendrée par p termes, donc est de

rang au plus p, ce qui est absurde.

Prendre par exemple E,, ® F,, contient des F,, ® F,, = £ (R"), donc on peut

m,n

La fléche II n’est en général pas injective.

On se place dans anneau A := R[zo’“’“"“}/(iﬂj) . On considere 'idéal I := (zp) dans A et on s’intéresse

. i#]
aux produits

(Hie{o} I) ® (HjEN* A) 1AV
[licqy I@ A= (T @A) =AY
jEN*
La fleche II s’exprime donc par
{ IAY  — (IgAY = IV
W)@ (an) — (@an) — (wan)

et envoie I'élément & := x¢ ® (1,22, ...) sur (zoZy),~; = 0. On va montrer que £ est non nul, ce qui prouvera
la non-injectivité de II. -

Considérons p la multiplication par zy dans A, d’image I. Pour déterminer son noyau, on introduit 1’idéal
J := (z1,29,...). On a clairement IJ = 0; 'inclusion J C Ker p est donc immédiate. De plus, on voit aisément
que A=T+J = A®AzgDAx3®---@.J, donc si un élément k = 3 a, 2§ 45 est dans Ker p, alors 3 a,z," ™ = 0
modulo (z2q),,, 0 (an) = 0 (en faisant #; = 0 pour tout i > 1) et k € J. Finalement, 12 induit un isorphisme
I~ 4 /; Dapreés les calculs de quotients, on peut en déduire

« H®Id “ *
IAV = A @AV = AT o
Regardons notre £ au travers de ces d’isomorphismes :
€=z ® (21, 29,...) — (1 modJ) ® (21, 29,...) — (x1,Z,...) mod JAY
Pour avoir ¢ non nul, il suffit donc de montrer que la suite (x1,x2,...) n’est pas dans JAN". Supposons que ce

. . . N N* . . s n
soit le cas, disons (x1,x9,...) = js ou s € A" . j se décompose selon les x1, z9, ..., mettons j = szl apTy. On
a donc

n n
e — — P S P
(x1,22,...) =js = E apTps = E sPx, ou sP = aps.
p=1 p=1
. . . n y4 . . . .
Mais alors x,4+1 = szl 8y,41Tp, €€ qui manisfestement impossible.
Observer le mal qu’on s’est donné pour montrer qu'un tenseur pur était non nul : ce n’est vraiment pas

évident en général...

3.2 Le morphisme de Kronecker n’est en général ni injectif ni surjectif

L (M, M) M M
On notera © 'homomorphisme de Kronecker ® — L] ®, ®
L(N,N’) N N’

Soit I un ensemble. On rappelle que, en notant §; est la famille « Dirac en i », le dual du A-module AY)
est explicitement A’ selon isomorphisme canonique

(A" = Al
f — (f

0; = N +—

52



A Paide de ce rappel, montrons que, pour (M, M) = (N, N') = (A(N),A), notre O s’identifie & la fleche

AN AN AN
—
Xl — (),

On commence par expliciter le module d’arrivée :

M A
6. MeN" — L| @, | — (M@ N)*
’ N A
feg — f®g — oy f(z)g(y)
(A(N))* - AN
Le dual de M s’explicite selon I’isomorphisme f — (f(6,)) ,d’ot un isomorphisme
—
Op — Ay — A
5 AN AN = M*® N*
Nl TRV = [0 A @ [0 A

Par ailleurs, on peut calculer

MeN=AMgAM = (@A) ® (@A) =Pava=Pa=at)
N N

NxN N2

Pour voir comment agit ’isomorphisme ci-dessus, regardons son action sur les générateurs ¢, ® d,. En se
rappelant que le Dirac en k n’est autre que le réel 1 plongé a I'indice k£ dans la somme @y A ou Py A (ce que
nous noterons 1), on voit que nos deux isomorphismes successifs ont pour action

‘Sp®5q:1p®1q'—’[1®l]

P.q > 1pg = 0pg-

MoN — AM)

. Lorsque ’on passe dans le dual, on obtient un isomorphisme
0p®0q +—  Opg

On peut donc expliciter {

Lo = =
— Opgt— f(0p @6, — (f((spaq))p,q

Finalement, en recollant ®,©, ¥, on obtient une fleche explicite

N N — * * o, * f— N2
A_}@é> - M*®@ N (M ®N) A . CQFD.
XQH — (6, =N @ [0y — 6, @35, AN, — (Apuq)m

La fléeche © n’est en général pas surjective.

Considérons la suite diagonale (5g)p . a Parrivée. Si © était surjective, (5Z)p . serait atteinte par une somme
; .

de r tenseurs purs A’ ® u', mettons » ._, )‘;/‘Z = (SZ pour tout (p,q) € N2, En ne regardant que les relations

pour 0 < p,q < 7 et en faisant varier g, on obtient e, = ", )\;M ou (eq, ..., e;) désigne la base canonique de

R"*!. On en déduit Vectp—o,...r (ep) C Vectj=1, r (,ui), d’otl la contradiction en passant au dimensions.

,,,,,

La fleche © n’est en général pas injective.

On considére (presque) le méme anneau A := Rlzo,z1,22.-

-l (z;z;) Qu’au paragraphe prédécent et on s’inté-
resse a I'élément & := (z9,x1,...) de AN, L’élément ¢ ® £ est clairement annulé par la fleche ci-dessus puisque
d’image (:cpxq)p’q = 0 dans AY’. On va montrer que £ ® & est non nul en construisant une forme linéaire
Ienvoyant sur 1 dans C.

Construisons pour commencer une forme linéaire ¢ sur le C-espace vectoriel CN nulle sur C™ et envoyant
x:= (1,1,...) sur 1. Dans CY, le vecteur = n’est pas li¢ a C™), donc on peut écrire (en considérant un supplé-
mentaire S)

CN=CWgpCzasS=CxraT
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ou T est un sev contenant C™. En prenant une base de ce dernier, la forme linéaire coordonée z* dans cette
base (& laquelle on a rajouté x) convient.

Observons a présent qu'un élément de A s’écrit Ao+ > 4 ;. An@rn (modulo (z;z4)) ot les A, sont uniques. On
peut donc parler des formes linéaires coordonnées x;, sur A pour tout n > 0. Montrons que ces derniéres sont
A-linéaires ou C est vu comme le module 4/ ; avec J l'idéal (x1,22,...) (on récupére simplement le « terme
constant » d’un polynome de A). Les ), étant additives car C-linéaires, il s’agit de montrer que z7 (ab) = a-z7, (b)
pour tous a,b € A. Par additivité, on se raméne au cas ou a et b sont éléments de la base (T, T1, T3, ) Sia=1
ou b = 1, la C-linéarité conclut. Pour (a,b) = (zp,x4), le produit ab est nul, tout comme le résultat a - (?),
CQFD.

On définit ensuite 'application diagonale A-linéaire

AN el LN C — 4/
A (an) +— (z (an)) +— @ (z} (an)) _
€ — (1,L,.) — 1 — 1

Prendre son carré tensoriel donne une application linéaire

AN@AN — A/, 04/, =S A/J-&-Ji: 4, = C
—

5@6 — 101 — 1 1 ’CQFD'

A®A:{

Encore une fois, ce n’a pas été une mince affaire de montrer que le tenseur £ ® £ était non nul.

3.3 Représentation d’un foncteur, probléme universel

On généralise ici le probléme posé par la recherche d’un produit tensoriel.
On supposera connues les notions de catégories et de foncteurs. Le lecteur pourra se reporter pour plus de
détail au second chapitre de 'ouvrage Algébres et théories galoisiennes de R. et A. Douady.

On fixe pour la suite C une catégorie et F' : C — ENS un foncteur (covariant) vers la catégorie des
ensembles.

Définition.

On dit que F' est représentable s’il est isomorphe au foncteur Home (R, -) induit** par un certain objet R
de C.

On dit alors que l'objet R représente®® le foncteur F.

En d’autres termes, R représente F' ssi on a des bijections
F () ~Hom (R, ")

qui commutent aux morphismes F' (¢) induits par les morphismes ¢ de C :

F(0) ~ Hom (R, O)
LF(p) O po | :
F (O ~ Hom (R,0’)

Par exemple, lorsque C est la catégorie des modules, nous avons rencontré plusieurs foncteurs représentables :
Bil (M x N;-)
n ..
F()= Ln ([ Licy Mis) avec M, N, M; des modules fixés.

LS, (M;-)
LA, (M;-)

Les deux premiers sont représentés par M ® N et Q) M;, les deux derniers par S (M) et A (M).

440n aurait pris Hom (-, R) pour représenter les foncteurs contravariants.
45 .
45 R comme « représente »
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Proposition.
Suivant les notations ci-dessus, un tel objet R est unique & isomorphisme preés.

Démonstration.
Soient R et S deux tels objets. On a donc des bijections Hom (5, 0) ~ F' (O) ~ Hom (R, O).
Prendre O = R permet d’écrire Hom (R,0) = End R, dans lequel nous avons un élément distingué —

I’identité. Notons p son image dans Hom (S, R) par la bijection ci-dessus.
De méme, faire O = S permet de regarder Idg comme un élément o de Hom (R, .S). En appliquant le foncteur
F sur 0 : R — S, on obtient un diagramme commutatif

End R ~ F(R) ~ Hom(S,R)
oo | ! oo |
Hom (R,S) ~ F(S) =~ End S
Regardons I'image de Idr dans End S :
Id +— p
i Lo

c +— Id=op

Un argument de symétrie immédiat nous donne po = Id, d’oit un isomorphisme o : R — S, CQFD.

Evidemment, dés que C = ENS, les automorphismes deviennent vite trés nombreux, ce qui empéche de
croire une seule seconde a l'unicité de I'isomorphisme ci-dessus. On s’en sort en particularisant un élément de
F(R).

Définition.
Soit v € F (R). On dit que le couple (R,r) représente F' si

VO, Wy e F(0), 3lg: R — O, r 8y,

La terminologie est cohérente : le foncteur F' est alors représentable par

F () — Hom (R,)

F(0O) >~ Hom (R, O)
Pour vérifier la commutativité du diagramme LF(f) O fol , on regarde l'image d'un ¢ €
F(0) >~ Hom (R,0’)
Hom (R, O) en haut a droite :
F () (r) — ¥
! |
F (f) (F (d)) (’I")) y ok car I’ est un foncteur.
? — f ] w
=F(foy)(r)

La recherche d’un couple (R, r) représentant un foncteur F' est appelée probléeme universel.
Si Pon dispose d’une solution (R,7) au probléme universel, la donnée de la bijection ci-dessus est appelée
propriété universelle.

Avant de regarder les sept propriétés universelles que nous avons énoncées dans ce cours, nous allons montrer
P'unicité d’une solution au probléme universel.
Soient (R,r) et (S,s) représentent F. Puisque (R, s) représente F', on applique la définition & O := S et

y := s qui est bien dans F' (O) : il y a un unique morphisme ¢ : R — S tel que r Ele) s. Ce dernier est en fait

un isomorphisme.

Proposition — Définition.
Le morphisme @ ci-dessus est un isomorphisme, appelé morphisme canonique de R sur S.
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Si (T,t) représente F et si R 2,8 YT sont les morphismes canoniques, alors R PO estle morphisme
canonique.

Démonstration.
Le second point découle trivialement de 'unicité des morphismes.

On lapplique ensuite a (T,t) = (R,r) : dans le cas R - S &, R, on obtient ¢ = Idg, dans le cas
s Y Rr-2 S, on obtient ¥ = Idgr, CQFD.

Passons maintenant aux exemples.

1. Produit tensoriel de modules. La catégorie C est celle des modules, le foncteur F est Bil (M x N, -)
ol M et N sont des modules fixés, il est représenté par M ® N et 'on dispose d’une projection canonique
m €Bil(M x N,M ® N) : tout est la.

Veérifions que le couple (M ® N, 7) est solution au probléme universel. Il suffit de réécrire la définition
de « (M ® N, ) représente F' » en explicitant tout :

VP module, Vf € Bil (M,N;P), 3f: M® N — P,

b

F(f);{Bil(M,N;M®N) Lo, Bil(M, N P)

T — f

ce qui est manifestement juste puisqu’un tel f se factorise d’une unique maniére en f o 7.

2. Produit tensoriel d’algébres. La catégorie C est celle des algebres, le foncteur Fest {f € Bil (B x C,+) multiplicativ
ou B et C sont des algebres fixées, il est représenté par B ® C' et 'on dispose d’une projection canonique
7w € Bil(B x C, B ® C) multiplicative.
Veérifions que le couple (B ® C, 7) est solution au probléme universel en revenant a la définition de
« (B® C,r) représente F' » :

VD algebre, Vf € Bil (B, C; D) multiplicative, 3!f : B® C — D,

¢ € Bil(B,C;B® C) o, » € Bil(B,C; D)
multiplicatif multiplicatif ,
T — f

ce qui est juste au vu de la factorisation (unique) f = f o .

3. Produit tensoriel d’algébres graduées. La catégorie C est toujours celle des algebres, le foncteur
Fest {f € Bil(B x C,-) antimultiplicative} ot B et C sont des algébres graduées fixées, il est représenté
par B ®9 C' et I'on dispose d’une projection canonique 7 € Bil (B x C, B ®9 C') antimultiplicative.

Pour vérifier que le couple (B ® C, ) est solution au probléme universel, on réécrit « (B ®9 C, )
représente F' » :

VD algébre, Vf € Bil (B, C; D) antimultiplicative, 3!f : B ®¢ C — D,

B p € Bil(B,C; B®?C) E} ¢ € Bil(B,C; D)
F ( f ) : antimultiplicatif antimultiplicatif ,

T —

ce que nous savons vrai.
Bonus : dans la catégorie des algébres graduées, on sait que le morphisme d’algebres f est gradué
(puisque f(-,1) et f(1,-) le sont), donc tout fonctionne encore.

4. Algébre tensorielle. La catégorie C est celle des algebres, le foncteur F est £ (M,-) ou M est un
module fixé, F' est représenté par T (M) et 'on a une injection canonique ¢ € L (M, T (M)).

Dire « (T'(M),¢) représente F' », c’est dire
VB algebre, Vf € L(M,B), 3'f : T (M) — B,

F(f):{ﬁ(MaT(M)) = £ B

L — f

ce qui est est vrai puisque prolonger f s’écrit f = f o et que le f du cours est unique a vérifier cela.
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5. Algébre symétrique. La catégorie C est celle des algébres commutatives (ou celle des algebres dont
les morphismes sont les morphismes d’algébres commutant a arrivée), le foncteur F est £ (M, ) ou M
est un module fixé!®, F est représenté par S (M) et 'on a une injection canonique ¢ € £ (M, S (M)).

Veérifier que (S (M) ,¢) est solution au probléme universel se fait comme ci-desssus :

VB algebre, Vf € L (M, B) commutant a arrivée,
31f : S (M) — B commutant a l'arrivée,
- fo
F): { corson) L cons)
L

— f ’

6. Algébre extérieure. La catégorie C est celle des algebres alternées (ou celle des algebres dont les
morphismes sont les morphismes d’algebres de carré nul a larrivée), le foncteur F' est £ (M,-) ou M est
un module fixé!?, F est représenté par A (M) et 'on a une injection canonique ¢ € £ (M, A (M)).

On vérifie comme pour S (M) que (A (M),¢) est solution au probléme universel.

7. Algébre polynomiale. On l'a briévement évoquée, mais elle apparait! La catégorie est celle des
algébres commutatives, le foncteur F est -foil I est un ensemble d’indices, F' est représenté par I’algébre
A[(X3);er] et Pon une famille canonique ¢ : I — A [(X;),;] qui a un i € I associe X;.

Il est aisé de vérifier que (A [(Xi)iel] ,L) représente -1

VB algebre, V (b;) € BY, Alf : A[(X:),c;] — B,

L — 1)

F (f) : { A [(Xi)iel]l E’ £I , ok pour f:X; — b;.

Le lecteur se rendra compte que beaucoup d’autres constructions usuelles masquent autant de problémes
universels : strucutures quotients, modules libres, algébres d’un monoide, complétion d’un evn...

468i I’on ne considére pas des algebres commutatives, les applications linéaires doivent commuter a larrivée.
4781 I’on ne considére pas des algébres alternées, les applications linéaires doivent étre de carré nul a Parrivée.
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