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Résumé

icr Ti de cette

famille, comformément & notre intuition, en ajoutant les x; un par un dans n’importe quel ordre. Qu’en
est-il des familles infinies 7 Les séries nous montrent les problémes liés non seulement a la convergence mais
aussi & 'ordre de sommation (cas des séries semi-convergentes). Les familles sommables proposent un cadre
agréable pour s’affranchir de ces contraintes.



1 Familles positives

On ne considére dans cette partie que des familles (zx)kep réelles positives a valeurs dans R indexées
par un ensemble D (comme domaine). En pratique, D sera la plupart du temps N ou N*, d’ou le choix de
la variable k pour parcourir D. Le choix de la terminologie domaine (au lieu d’ensemble tout simplement)
sera justifié en temps voulu.

On pourra étre amené, pour des raisons de commodité, a considérer R = RT U {oo} dont on rappelle
les propriétés basiques : Va € R, a < oo (c¢’est-a-dire oo = maij), o0+ a=a+ 00 =00, et o0+ 00 =00.

1.1 Définitions

Définition.
e On dit qu’une famille de réels positifs (zx)kep est sommable si

AM > 0,VA fini dans D, Y ~z; < M.
i€A
e On définit la somme de la famille (zy)rep (sommable ou non) par :
> o0 Y
keD i€A

ou le supremum court sur tous les sous-ensembles finis A de D = D.

Observer que la somme Ekep 1, est finie si et seulement si la famille est sommable et vaut co dans le cas
contraire. Noter également la cohérence dans le cas d’une famille finie. On a de plus la propriété évidente :

VD'CD, > wk <>

keD’ keD

On se restreindra par la suite au cas ot le domaine d’indexation D est au plus dénombrable. Outre le
fait qu’en pratique on a toujours affaire a des familles au plus dénombrables (indexées typiquement par N
ou N?), une des raisons est le lemme suivant :

Lemme (L1).
Si (zk)kep est sommable, alors {k € D ; xi # 0} (appelé support de la famille) est au plus dénombrable.

Démonstration.
Soit M un majorant de la somme Y, ., xx. L’ensemble Dy, := {k € D ; xr > 1/p} est alors fini de
cardinal < Mp :

M>> o> > x> 1/p #D,.

keD kEDy

La réunion U;f:l D,, est donc dénombrable ; or elle contient le support, CQFD.

1.2 Suites exhaustives

Montrons & présent que, pour obtenir la somme d’une famille, on peut sommer les éléments du domaine
un par un, et ce dans n’importe quel ordre. Cela fait ’objet du prochain théoréme.

Définition.
On appelle suite exhaustive de D toute suite croissante (Ay) de sous-ensembles finis de D dont la réunion
vaut D. On dira alors que (An) épuise D, et on notera (An) O D.

Remarquer qu’alors D est au plus dénombrable, et que réciproquement tout ensemble au plus dénombrable
D admet un suite exhaustive : si D = |J, cy{an}, prendre la suite ({ao, ..., ax})en-

Lemme (L2).



Si (Ay) épuise D et si A est un sous-ensemble fini de D, alors AN > 0, A C A, pour n > N.

Démonstration.
Si A = {a1,...,ap}, chaque a; est dans D = |J, oy An, donc dans un Ay, et il suffit de prendre
N = max (3).

Cela justifie le terme de suite exhaustive : la suite "épuise" le domaine D en recouvrant tout sous-domaine

fini & partir d’un certain rang.

Théoréme (T1).
Si (zr) est une famille sur D (sommable ou non) et si (Ayn) épuise D, alors :

Zazk = lim Z Tp.

keD k€A,

Démonstration.

Considérons pour cela la suite s, = ZkeAn Zk, croissante car les A, croissent (et car les xj sont positifs!).

e Si la famille n’est pas sommable, (s,) n’est pas bornée; en effet, en considérant par ’absurde un de
ses majorants M, on peut trouver un sous-ensemble fini A de D tel que », ., xx > M, et d’apres le lemme
L2 A est dans les A, a patir d’un certain rang N, d’oi sy = ZkeAN T > ZkeAxk > M, absurde par
définition de M. On en tire Eg} Sp = 00 = ZkeAn Tk.

e Dans le cas oul les x5 sont sommables, (s,) est bornée par S = ), _, x%, donc converge vers un réel
1<8.Sil< 8, posons € =S —1 > 0; par définition de S = >, ., ok, on peut trouver un sous-ensemble fini
Ade D tel que >, ., > S —e =1, et comme dans le premier cas A est dans les A, & partir d’un certain
rang N, d’ou sy > ZkGA i > 1, absurde. On en tire légsn =]l=858= ZkeD Th.

On a montré mieux que prévu : si on somme les éléments du domaine D en rajoutant un nombre fing
d’éléments & chaque étape, alors on obtient la somme de la famille. Il revient au méme de dire qu’étant
donnée une partition du domaine D en sous-domaines finis, on peut obtenir la somme sur le domaine D tout

entier en ajoutant — dans n’importe quel orde — les sommes sur les sous-domaines considérés.

On peut se demander d’une part si le théoréme T1 admet une réciproque (cf. proposition suivante),
d’autre part s’il reste valable si les sous-domaines partitionnant D ne sont plus supposés finis (cf. théoréme
de Fubini au paragraphe suivant).

Réciproque (R1).
Soit (zx) une famille sur D.
o Si on trouve une suite exaustive (An) O D telle que lim_, _\ xx soit fini, alors les (xx) sont som-
noo "
mables et Zkep z, = lim ZkGAn ).
e Si on trouve une suite exaustive (An) O D telle que lim EkeAn xR = 00, alors les (x) ne sont pas

sommables.

Démonstration : e considérons dans le premier cas A un sous-ensemble fini de D. D’aprés le lemme
L2, A est dans les A, a partir d'un certain rang N, d’ott >, ., 2k < ZkEAN xp <lim)S, o, xk qui est
noo n

indépendant de A, d’ou la sommabilité voulue, et on applique le sens direct pour obtenir I’égalité des sommes.

o Dans le deuxieéme cas, si les (xx) étaient sommables, on aurait un majorant M de }, - , 2 indépendant

du sous-ensemble A fini de D choisi; or lim ), . x = oo, donc & partir d’un certain rang >, ., x> M,
noo n n

ce qui est impossible

Remarquer que les deux cas envisagés dans la réciproque sont les seuls possibles, ceci & cause de la

croissance de (ZkeA xk> :
" neN

Passons maintenant & la généralisation du théoréme T1.



1.3 Théroéme de Fubini, version faible

Une autre fagon de sommer une famille finie consiste a regrouper les éléments du domaine par paquets,
de sommer sur chaque paquet, puis d’ajouter les sommes obtenues. Cela reste valable pour les familles
sommables en général (non nécessairement finies), quel que soit le regroupement par paquets choisi.

Lemme (L3).
Soit D un ensemble au plus dénombrable. Si ]_[ie] D, est une partition de D — ce qui, rappelons-le, impose
D; # 0 —, alors I est au plus dénombrable.

Démonstration.

En effet, soit ¢ l'application qui & un élément = de D associe U'indice ¢ tel que € D; (i existe et est
unique car les D; partitionnent D). ¢ va de D dans I, et est surjective. Soit en effet ¢ dans I ; par définition
D; est non vide, donc contient un z € D, et on a alors clairement ¢(z) = 1.

Ainsi, puisque les domaines D que ’on manipule sont toujours dénombrables, les partitions de D consi-
dérées le seront également.

Théoréme faible de Fubini (T2) : Soit (zx) une famille sommable sur D et [[..; Di une partition

de D en sous-domaines (I est donc au plus dénombrable). On a alors :

D m=> )

keD i€l keD;

i€l

Démonstration.

Soit M un majorant de -, -5, Tk

e Tout d’abord, (zx) est sommable sur D; pour tout i; en effet, D; C D, donc ZkeDi T <D pep Tr qui
est fini par hypothése. Les nombres ZkeDi x), sont par conséquent des réels positifs, et on peut donc parler
de leur somme >, ;> 4 cp. Tk

e Montrons ensuite que les paquets ZkeDi zj, sont sommables sur I. Soit J sous-ensemble fini de I et,
pour chaque i, (A} )nen une suite exaustive de D; (possible car les D; sont au plus dénombrables). On a
alors, en appliquant le théoréme T1, et car J est fini :

E E mkzg lim E xk:limg E Tr = lim E T < M
oo noo noo
ieJ keD; ieJ kEAT i€J kEAD ke U AT
=r

(Pensemble de sommation est inclus dans D : |J A} € U D:; C U D: =D).
ieJ ieJ i€l
e Calculons enfin la somme des paquets. Soit (J,) O I (toujours possible car I est au plus dénombrable) :

2 2w = Wm} ) ae=lm) lm} o

i€l keD; i€Jp keD; ieJdp keAn
= limlim E E 2 = lim lim E Tk.
pPoo Noo PoO Moo
i€Jp kEAT ke U A7
i€Tp

Par ailleurs, a p fixé, ( U Af) croit vers
neN

iedp

U Uar=yu yar= Uy o,

neNied, i€Jp neN i€y
donc épuise |J D;. On en déduit (en appliquant le théoréme T1) :
i€y
lim li =1 =
limlim 3 sx=lm >, =)

ke U A7 ke U Di k€D
i€Jp i€Jp

étant donné que | |J D; épuise D.
i€y e



Réciproque (R2).
Soit (zx) une famille sur D. Si on peut trouver une partition [ [,
soient finis et sommables sur I, alors (x) est sommable sur D et

LT D) e

keD i€l keD;

D; de D telle que les paquets Zke‘Di T

Démonstration.
Soit A un sous-ensemble fini de D, et M un majorant de 3>, >, cp Tk On a:

A=AND=ANn]]D:=]1AND; =[] AnD;

i€l i€l i€J

ou J est un sous-ensemble fini de I (A est fini!), donc :

doek=>, D ax<) ) wm<M

keA ieJ ke AND; i€J keD;

qui est indépendant de A, donc les (z1) sont sommables, et on applique le sens direct pour obtenir 1'é¢galité
des sommes.

On étend a présent le théoréeme T2 au cas des familles quelconques, non nécéssairement sommables.

1.4 Théoréme de Fubini, version forte

On considére désormais des familles (toujours au plus dénombrables) a valeurs positives dans R+, en
conservant les mémes définitions de la sommabilité et de la somme d’une famille. Fubini se généralise & de
telles familles.

Lemme (L4). o
Si (zk)kep est une famille d’élément de Rt qui contient oo, alors ZkeD T = 00.

Démonstration.
Soit ko € D tel que zx, = 0o ; puisque {ko} est un sous-ensemble fini de D, on a ZkED Tr > Zke{ko} T =

Théoréme de Fubini (T3) o
Soit (zx) une famille quelconque (non nécessairement sommable) d’éléments de RY sur D et [],; D

une partition de D. On a alors :
Y=Y Y w

keD i€l keD;
Démonstration.
e Si les (x) sont sommables, ils sont nécessairement tous finis d’apres le lemme L4, donc T2 s’applique.
e Dans le cas contraire, on a ), pxr = oo. Si 3 € I,), .p «x = 00, on a d’aprés le lemme L4
i

Dicr 2opep, Th = 00 = Y, cp Tk Sinon, tous les zx sont finis; soit alors (Jn) O I, et considérons la suite
croissante de réels (ZieJ D keD, :ck) . Si elle était bornée, elle convergerait vers un réel fini [ et les
" g ne

paquets EkeDi xy, seraient sommables en vertu de la réciproque R1, a fortiori les (xy) seraient sommables
d’apres la réciproque R2, absurde. Donc elle diverge vers oo, d’out (en appliquant T1)

)IDIETRTD D DETED is

iel keD; i€Jn k€D; keD

Une premiére application pratique du théoréme de Fubini est de pouvoir intervertir des signes de som-
mation.



Considérons en effet une famille (x,,,) sommable sur N2. En partionnant N? en

=11 l(p,q) =11 Ds

pEN geN i€l
(on a posé I =N et D; = [] (¢,9)), ce qui revient, dans un repére avec p en abscisse et ¢ en ordonnée, a

qeN
. . 2 L . . . .
voir le domaine N* comme un réunion de droites verticales, on obtient :

2o wa=2 DL wa=) D T

(p,q)EN? i€l (p,q)€D; peEN geN
d7 Yy S A o -
ou par symétrie :
§ § Tp,q = E § Tp,q-
peN geN qgeN peN

Insistons & présent sur le terme de domaine utilisé pour D. Il est en effet important de voir ’ensemble
sur lequel on somme, afin de visualiser d’éventuelles partitions. Il est ainsi beaucoup plus clair de dire "on
partitionne N? selon ses droites de pentes —1, d’ou 2 pa>0T0.a = 2ok>0 2opiq=k Trpa PlULOt que de passer
par des méandres formelles comme "soit la partition au plus dénombrable N =[], . ({(p,q) € N? / p+q = k};

on peut appliquer le théoréme de Fubini, d’ou Z(p,q)eNg Tpg = D pen )€ L cn ((p0) N2 /-t a=k) Tp,q".

C’est pour ces raisons que 'auteur préfére le terme domaine au terme ensemble, afin de faire implicitement
appel a notre visualisation de I’ensemble concerné.

Une autre application de ce théoréme est de pouvoir calculer la somme d’une famille positive sans savoir
au préalable si elle est sommable ou non (c’est-a-dire sans vérifier les conditions d’applications du théoréme
de Fubini version faible).

Par exemple, pour la famille positive (m) oy on a :
P.q>
p;lpq(zﬂrq ;p;npqp+q 22
DN R FE SEDIEEE
n>2 p=1 n>2 n>2

ot H, désigne la série harmonique. Or H, = O(Inn), donc 2z = O(2p) = O(m) et la somme trouvée

converge. On peut donc en déduire que la famille (m) est sommable (sinon sa somme, qu’on vient
p,q>1

Hy

de calculer, vaudrait co) de somme 23 -, 5.

2 Familles sommables dans un Banach

On se place désormais dans un espace vectoriel normé E complet (c’est-a-dire ou toute suite de Cauchy
converge). On cherche & quelles conditions sur la famille (zx)kep on peut définir sa somme et si on peut
retrouver des théorémes analogues au cas des familles positives. Comme dans les autres paragraphes, on
supposera le domaine D au plus dénombrable.

2.1 Définitions

Définition.
On dit qu’une famille (zx)kep de E est sommable si la famille (||zk||)kep est sommable.

On ne pas définir la somme a l’aide de sup comme dans le cas positif, faute de relation d’ordre. Cependant,
le théoréeme T1 nous donne une définition en termes de limites; c’est celle-la que nous prendrons.

Définition - Proposition.
Soit (xr)rep une famille sommable et (An) O D. La limite lim ZkGAn xp existe et ne dépend pas de la

suite exaustive choisie; on l'appelle somme de la famille (zx)rep et on la note ZkeD Th.



Démonstration.
e Soit s, = ZkeAn Zr ; montrons que (sn) est de Cauchy. En effet, soient n et p des entiers positifs; on

a:
[sntp —snll = Z Tk — Z Tk|| = Z Tk
k€An4p keAy k€A, p\An
< Yoo llzll= > el = > el
k€An4+p\An k€A, 1p kEAn
Or la suite Sp = >, . 4 [lzx|| converge car les z sont sommables, donc est de Cauchy, donc (s,) aussi. On

en déduit existence de | = lim ZkeA Th.
noo n

e Montrons & présent que la limite ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. Soit (A4},) O D, s, =
Ykear Tret I =limY>, _,, @ On construit par récurrence (a aide du lemme L2) des extratrices (suites
n noo n

de N dans N strictement croissantes) ¢ et ¥ telles que
Ap1) C Ayy C Ap() C Ay() C Ap(s) C Ay

OnaalorsVn € N, ||I' = || < Hl’ — s;,(n)H + Hs;,(n) — s(p(n)H + Hs(p(n) — lH Les premier et troisiéme termes
tendent vers 0. Quant au second :

[spmy =seemll = || Do @— D @)= o w

KEAL k€A, (n) k€Al \Ap(n)
< S el < > [
k€AY \Ag(n) kEAL(n+1) \Ap(n)

= Sent1) = Se(n),

il tend aussi vers 0. D’ou I’égalité des limites.

On se gardera d’utiliser toute forme de réciproque dans le cas général. Considérer par exemple la famille

((=1)™),,cn ainsi que la suite exhaustive A, = {0,...,2n} : on a lim>, _, (-1)* = limZi’iO(fl)k =
noo Y " noo -

lim1 = 1, et pourtant la famille n’est pas sommable.

noo

Un des intéréts de la définition de la somme d’une famille sommable & 1’aide de limites est de pouvoir
retrouver le théoréme de Fubini — version faible nécessairement, car la somme d’une famille quelconque n’est
en général pas définie. En effet, la démonstration de T2 reposant essentiellement sur T1, on peut s’attendre
a retrouver un analogue de T2 en suivant exactement la méme démarche.

2.2 Théoréme de Fubini

Lemme (L5).
Soit (zx) une famille sommable sur D. Alors :

S

keD

<3

keD

Démonstration.
On se rameéme & une somme finie (pour pouvoir appliquer l'inégalité triangulaire) en considérant (A,) O
D :
E T = lim E Tkl = lim g Tk
noo noo
kED k€A, k€A
< lim Y el = [l
noo
k€A, k€D

Théoréme de Fubini (T4).



Soit (zx) une famille sommable sur D et [],.; Di une partition de D. On a alors :

iel

LT D) e

keD i€l keD;

Démonstration.

On reprend pas & pas la démonstration de T2. Soit M un majorant de >, p, ||kl

e Tout d’abord, (zx) est sommable sur D; pour tout i; en effet, D; C D, donc 37y cp. [zl < Xpep |kl
qui est fini par hypothese.

e Montrons ensuite que les paquets ZkGD,; xj sont sommables sur I. Soit J sous-ensemble fini de I, et
pour chaque i, (A} )nen une suite exaustive de D; (possible car les D; sont au plus dénombrables). On a
alors (en appliquant L5 et T1) :

SIS | <303 thowll = Y tim 3 Yl =m0 Sl =lim 3Tl < M

i€J ||keD; i€J keD; i€J keA} 1€J kEAD ke U A}
i€J

car U A} C U D: € U D; = D pour tout n.
ieJ ieJ i€l
e Calculons enfin la somme des paquets. Soit (J,) O I (toujours possible car I est au plus dénombrable) :

E E T = lim E lim E T = lim lim E E Tk = limlim E T, = lim E T = E Tk

; poo noo PoO Moo Ppoo noo poo

i€l keD; iedp ke AR i€Jp kEAT ke U AP ke U D; keD
i€Tp i€y

car(UA?) OUDiet<UDi> O D.
i€y nen i€7p i€y pen

Encore une fois, Fubini n’admet pas de réciproque dans un Banach quelconque. On peut (encore) consi-
oo

dérer la famille ((—1)"),, oy et la partition N = J] {2n,2n 4 1}; les paquets sont tous nuls, donc la somme
ne=

des paquets existe, et pourtant la famille n’est pas sommable. On peut méme trouver une autre partition ou

[eo]
les paquets sont sommables, de somme différente que la premiere : N = {0} |J [] {2n — 1, 2n}.
n=1

Pour montrer & quel point la réciproque de Fubini est fausse, montrons en complément qu’étant donnée
une série réelle semi-convergente, on peut réagencer ses termes de fagon a la faire converger vers n’importe
quoi.

2.3 Cas des séries réelles semi-convergentes

On rappelle qu’une série (a valeurs dans un Banach) est une suite du type (Z?:o xi)neN, généralement
notée (37 i) ou (3 xn) quelle est dite convergente si limpoo > ;o @i existe (on note alors la limite
Do T ou Yy Ty), divergente sinon, et semi-convergente si (3 xn) converge et (3 |xn|) diverge (par exemple

(Z =)

Proposition.
Soit (3" xyn) une série réelle semi-convergente et a un réel. Il existe alors une permutation ¢ de N telle

que Y Ty(n) = a.

Démonstration : Notons X+ I'ensemble des x,, positifs, et X~ Iensemble des x, négatifs.

e Tout d’abord, X et X~ sont infinis. Sinon, si I'un des deux est fini, les x, sont tous positifs (ou
tous négatifs) & partir d’un certain rang, et donc Y z,, existe si et seulement si Y |z, | existe, absurde par
semi-convergence des Ty,.

On notera alors

{ Xt = {mﬂ(l),xw(g), } (7 pour positif)
X = {:c”(l),x,,@), } (7 pour négatif)

ol 7 et v sont des extractrices.



e Deuxiémement, il faut remarquer que

Zxﬁ(n) =00 et Zmy(n) = —00.

En effet, supposons par absurde que Sr = 3 @ (y) soit fini. Alors co = 220 |zn| = Y200 |@a(m)| +
S o @umy| = Sr + 3070 [y, done 302 |z | = co. Mais alors la série (3 @n) ne peut converger,
car les termes négatifs Pemportent sur les termes positifs : en désignant un majorant M de la somme > Tr(n),
le terme Zq”i’é) x; est majoré par M +>_"_ x,(;) qui diverge vers —oo. Donc Sr = 0o, et de méme S, = —oo.

e On peut maintenant construire la permutation ¢ voulue, en procédant de la fagon suivante : en partant
d’un terme quelconque xo (supposons xg < a), on lui ajoute des termes z.(;) positifs jusqu’a ce que la
somme devienne > a (on s’arréte précisément dés que la somme devient > a), puis on ajoute des termes
Z,(;) négatifs jusqu’a ce que la somme redevienne < a (on s’arréte dés que la somme devient < a), puis ainsi
de suite. Ceci est possible : vu que > x.(;y = 00, on peut toujours trouver assez de termes positifs pour
passer d’un valeur inférieure & a & une valeur strictement supérieure et vice versa pour les termes négatifs
(étant donné qued ;) = —00).

Il convient toutefois d’ajouter les termes positifs et négatifs dans un ordre bien précis. Rangeons pour
cela les x,, selon leur ordre naturel d’indexation donné par la série (3 z,); dans cet ordre, des tranches de
termes positifs puis négatifs se succédent alternativement, mettons :

>0

(z1,22,23,...) = (Tr(1), Tr(2)) -0 Tr(pr—1)> Lu(1)s Tu(2)s o> Tu(ny —1)>

<o
>0

Tr(pr1)s Tr(pr+1)s s Tr(pa—1)s Tu(n1)> Tu(ng+1)s o Tu(na—1), ---)

<o

ou (px) et (nx) sont des extractrices (p pour positif et n pour négatif). On rajoute alors les termes positifs
et négatifs dans 'ordre sus-décrit.

Montrons alors que ) Z,(») = a comme voulu. Soit € > 0. Puisque la série (3 @) converge, les z, sont
plus petits qu’e a partir d’un certain rang N ; en prenant un k tel que 7(px) > N, il est clair que tous les
termes ajoutés au-dela des k'™ tranches positives et négatives (comprendre les ) et z,() pour I > k)
sont plus petits qu’e, et donc qu’a partir d’un certain rang m (assez grand pour que tous les termes des k
premiéres tranches positives et négatives aient été utilisés) les termes x,(,) ajoutés sont tous plus petits qu’e.
Mais puisqu’on change le signe des termes ajoutés dés que celui de (Z?:o Top(i) — a) change, la différence
|Z;L:0 Zy(i) — a| est pour n > m au plus égale a e. Ceci conclut la preuve.

On remarquera que la seule subtilité dans la preuve du théoréme de Fubini — comme dans beaucoup
de démonstrations de sommabilité de familles & valeurs dans un Banach quelconque — consiste a remplacer
les vecteurs par leurs normes, de fagon & se placer dans le cas positifs ott 'on dispose de tous les gentils
théorémes et de leurs réciproques; en particulier la somme de la famille positive est toujours définie, et on
peut donc travailler avec (en pratique, ¢’est surtout T3 qui sert) . C’est ce qu’il convient de faire dans 99.99%
des cas.

3 Quelques applications

On présente ici quelques outils mathématiques ol interviennent de fagon plus ou moins directe des
problémes de sommabilité. La méthode pour les traiter a déja été évoquée ci-dessus : on passe dans les réels
positifs en prenant les normes, puis on travaille sur les sommes positives en Fubinisant & souhait et sans
scruples. Le lecteur est invité & chercher les démonstrations en guise d’exercice.

3.1 Exponentielle dans une algébre de Banach

Rappelon qu’une algeébre de Banach (sur K =R ou C) est une K-algébre commutative A munie d’une
norme vérifiant ||zy| < ||lz|| |ly|| pour tout (x,7y) dans A% (une telle norme sous-multiplicative est appelée
norme d’algébre) telle que lespace vetoriel normé (A, ||-]|) soit complet. Par exemple, M, (R) (complet en
tant que R-espace vectoriel de dimension finie) est une algebre de Banach pour toute norme subordonnée.



Définition.
On appelle exponentielle de a € A [’élément

n

o a
expa = e := E —.
n!

n>0

a’VL
n!

Pour montrer son existence, il suffit de prouver la sommabilité de la famille ( ) , ce qui revient a
n>0

a”

n!

démontrer que la famille ( ) est sommable. Or, cela est trivial puisque
n>0

Z a” < Z ks la|" = el < o0
n!| — n! o ’
n>0 n>0
Proposition.
Pour tout (a,b) dans A%, on a :
at+b _ a b __ b _a
e =¢e" =e’e
Démonstration.
On a n b P pa P pa
pteb — a” 0" _ gigzzif
n! ! p! q! p! q!
n> n>0 p>0¢>0 n>0 p+qg=n
sous réserve que la famille (“p bq) soit sommable
n! aPb? 1
— o ppn—p __ - n __ _a+b
X e A3 (Ve - S R e
n>0 p+g=n n>0 p=0 n>0

Montrons donc la sommabilité voulue, en suivant la méthode générale décrite au début de cette partie :

» 2 ||a||p Hb”q — llali+iel

p>0¢>0 p>0q¢>0

aP b

Pl gl

en suivant le méme calcul que ci-dessus, l'interversion étant permise par Fubini car on est dans les réels
positifs. Comme annoncé, ¢a se déroule comme du beurre.

On notera de plus que le calcul dans le cas positif est calqué sur celui dans le cas pas positif, ce qui donne
généralement une méthode fructueuse pour mener les calculs dans le cas positif. A retenir donc.

3.2 Fonctions analytiques

Rappelons qu’une fonction f de C" dans C est dite analytique en to si f s’écrit sous forme d’une série

entiére autour de tg :
fO) =D aalt —to)" = lim > aa(t—to)®
la|>0 la|<n

avec les notations multi-indices usuelles :

a = (a1,..,an) € N"
o] = a14+..4an € N
t = (t1y .oy tn) e C"
t* = [ A e C

On prendra par la suite to = 0, et donc pour ||¢|| assez petit (on ne considére dans ce paragraphe que des
normes infinies), on a

= Z ant®.

la|>0

10



3.2.1 Analyticité et sommabilité

Proposition.
Si f est analytique (en 0), alors la famille (aat®)|aj>0 est sommable pour t assez petit.

Démonstration. -

Supposons que f(t) est défini sur une boule fermée B(0, 7). Alors pour tout ¢ dans B(0,r) avec r < o,
en notant S, = Z‘a‘:n aqt®, la limite f(t) = limpoeo Zign S; existe, donc S, tend vers 0, donc le terme
2 aj=n @at®™ est borné par un M fixé. On en déduit :

a o r [o]
z : | at | < E : | Of| |t | < E |a0t‘ H Hl | < § ‘aah o - E |aa|70| | (TO)

R R R |a>0 R

S5 el (5) =X (2) X et <X (2)

n>0 |a|=n n>0 |e|=n n>0

qui est bien fini car r < rg.

On utilisera par la suite la notation |f| pour désigner la fonction f ou l'on a remplacé les coefficients de
f par leurs valeurs absolues, i.e. si f(t) =3, /50 @at®,

1f1(&) = laa|t™.
la|>0

On a ainsi montré que si f est analytique, |f| est également.

3.2.2 Produit de fonctions analytiques

Proposition.
Un produit fini de fonctions analytiques est analytique.

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur le nombre n de fonctions considérées; remarquer que seul le cas n = 2
nécessite d’étre examiné.

Soient donc f et g analytiques, mettons f(¢) = Zm\zo aat® et g(t) = Z\mzo bst® pour ¢ petit. On a :

FBg) = D" aat™ > bst’ = 3 3 aabpt™™ =3 | D anbs |0

o[>0 18>0 o[>0 510 1120 \at+B=y
sous réserve que la famille (aabgto”rﬂ) 18120 soit sommable. On vérifie bien que
S0 Jaabst™ | < ST daal ol ) <30 Jaal lbal 11 = ST Jaal Iosl [
[al,18120 lal,|B120 lal,1B1=0 lal,181>0
= D laal el josl e = D" Jaal 2 [bs] 7
|e],|8]120 lal,|8]20
ou £ est le vecteur (||t] ... ||¢])

= > laal &) [bsl 7 = [£1(D) |9l (D)
|a|20 |8]1=0
qui est fini pour ¢ dans 'intersection de voisinages de 0 o |f]| et |g| sont définies.
Encore une fois, le passage aux normes, un Fubini version forte, et une marche arriére dans les calculs
suffisent pour conclure quant & la sommabilité voulue.

On a plus précisément montré la proposition suivante : soit fi,..., fr, des fonctions analytiques, mettons
fi= Z alle.
|| >0

Alors le produit fi...fn est analytique et

fl...fn(t)_z< 5 agy..am)m.

[7]1>0 \o1+...+an=y
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3.2.3 Logarithme d’une fonction analytique

Proposition.
Si f est analytique et f(0) =1, alors In f est aussi analytique en 0.

Démonstration.
On écrit :
fO) =14 > aat®,
la|>0
d’ou

i

o (=1t o (=1
In f(t) =1In 1+Zaat :ZT Zaat szzb—mfy

|a|>0 i>0 |a|>0 i>0 |v|>0

ou b"/,i = Za1+..4+ai:’y Aoy -+ Qo

; Z (Z (_li)iﬂb%i> t7

|v[>0 \i>0
qyidl . .
sous réserve de la sommabilité de (%b%i t'y)‘ ‘ . On vérifie facilement que
~|,i>0
(_1)i+l 1
St < Y2 DT bl ™
[v[,i>0 i>0  |y|>0
1 .
SED LD Dl B SRR
>0 |v]>0 la1+...+a; =7

IA

SIS Jawledaal B

>0 |y|>0a1+...fa; =y

_ Z% S50 faey| P an,| B

i>0 |v]>0 a1 +... o=y

_ Z% ST Jae | B fan| B

>0 |ap|...]a;[>0

it P

i

i>0 |a|>0
D S IGERE
i>0

= In(lf1(®)

qui est fini pour ¢ assez petit (car alors 1 < |f| < 00).

3.2.4 Composée d’une fonction analytique par une application linéaire

Proposition.
Si f: C" — C est analytique et A est une application linéaire sur C", alors fo A est analytique.

Démonstration.

Soit f(t) = Z|a\20 aot® analytique, et A t = (41 t,..., An t) une application linéaire, ou les A; sont
linéaires de C™ dans C (a fortiori analytiques, donc on dispose des |A;|). Puisque A est continue (car
linéaire), f o A(t) est bien défini pour ¢ petit, et on a :

foAd®) =Y (A=Y aa E[l At =3 a0 3 byat”

lee|>0 le|>0 " la|>0  |y|>0

car ] (A4; ¢)** est un polynome en les ¢;
i=1

z Z Z aaby,a | 7,



d’ou lanalyticité de foA sil’on justifie 'interversion, ¢’est-a-dire si ’'on montre que la famille (aq b%at'y)la‘ 120
est sommable. On vérifie comme d’habitude en remontant les calculs, bien que cela soit un peu moins direct
cette fois :

Y laabya ] <Y Y aal fbval 161 =30 > laal byl T

lal,|v|>0 la|>0|~v|>0 |a|>0]v|>0
_ Y el
= § aa| E [by,al 7 < E laa] E Cyat

la|>0 [v|>0 || >0 [v[=0

n
ol ¢y,q sont les coefficients (positifs!) du polynome [] (J4;| ), et en remarquant que |by,a| < ¢4,a par
i=1

une inégalité triangulaire aprés développement de [] (A4; t)*

i=1
= > aal IT (14 D)™ = Y laal (JA] £)" = [flo]A]
lal>0 =1 lal>0

qui est bien défini pour ¢ petit car |A| continue en 0.

13



