Extensions d’anneaux — Introduction a la géométrie algébrique
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Tous les anneaux seront considérés commutatifs et unitaires.
Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux (ce qui implique ¢ (14) = 1g), on munira B d’une structure de
A-algebre via la loi externe a - b = ¢ (a) b, et quitte a se placer dans ¢ (A4), on supposera A C B.

1 Préliminaires

1.1 Radical de Jacobson d’un anneau

Définition.
Soit A un anneau. On appelle radical de Jacobson de A l’ensemble des x € A tels que 1+ ax soit inversible

pour tout a € A. On le note
RadA = {zx € Atels que 1 + Az C A*}.

Propriétés.

e Le radical de Jacobson est le plus grand idéal I tel que Vi € I, 1+ i soit inversible, c’est-a-dire
Rad A = max {I idéal tel que 1 +1 C A*}.

e Le radical de Jacobson est linfimum des idéaux mazximauz, c¢’est-a-dire

Rad A = N Mm.

M idéal maximal

Démonstration.
e Rad A est un idéal de A. En effet, 0 € Rad A; si x,y € Rad et a € A, alors 1 + a (x + y) est inversible car

1 1 1 1
l+a(x—+ = l+ax)+a
( ( y))1+ax1+1+‘imy (( ) y)HwHayle
1+ 1 1
= a
y1—|—aa: 1—|—ay1+ﬁ
= 1'

)

enfin, siz € RadAet a € A, alors Vb € A, 1 +b(az) =1+ (ab) x est inversible, donc az € Rad A .

Rad A est donc est un idéal de A, qui vérifie clairement 1 + Rad A C A*. Soit maintenant I un idéal de A
qui vérifie 1 +71 C A*. Soit x € [ et a € A. Onaax € I, donc 1 +ax € A*; don z € Rad 4, et I C Rad A.

® S0it € oy 1d6al maximal VT Supposons par absurde que z ¢ Rad A. Il existe donc a € A tel que y := 14-ax
ne soit pas inversible. L’idéal Ay est donc contenu dans un idéal maximal, mettons 9’ > y. Alors = € M’, donc
ar € M, dott y — ax € M/, c’est-a-dire 1 € M, absurde. On a donc (Ngy 1qsal maximal V¢ C Rad A.

Réciproquement, soit = € Rad A, et soit 9T un idéal maximal de A. L’idéal 9T+ Ax est un idéal qui contient
M, donc qui vaut M ou A. SiM+Ax = A, on aurait 1 = m+ax pourunm € M etuna € A; comme z € Rad A,
1—ax est inversible, c’est-a-dire m inversible, absurde. On a donc M+ Az = M, donc z = 0+ 1z € M+ Az = M.
On en déduit Rad A € 9t et Rad A C Mgy sqeal maximar 20

1.2 Racine d’un idéal.

Définition.
On appelle radical ou racine d’un idéal I dun anneau A [’ensemble de toutes les racines n-iémes des
éléments I pour n décrivant N*. On le note VI ou
Rad I = {a € A tels que 3n > 1 avec a™ € I}.

On dira qu’un idéal I est semi-premier ou radical s’il est égal & sa racine, c’est-a-dire si

I =Radl,



ou encore St

Ve e A n
{VnZl ,xtel = xel.
Remarques. La terminologie d’idéal semi-premier vient de ce que tout idéal premier est semi-premier.

On utilisera plutot le terme "radical" par la suite. On retiendra donc

premier —> radical.

Propriété.
Soit I, ..., I, des idéaux de A. Alors

Rad(I;n..NI,) = (Rad)N..N(Radl,).

Démonstration.

11 suffit de le montrer pour n = 2. Soient donc I et J deux idéaux de A.

SizeRad(INnJ),onaunn>1tel que z™ € INJ, dou 2™ € I, donc « € Rad I, et de méme x € Rad J,
donc z € (Rad I) N (Rad J).

Siz e (RadI)N(RadJ), on a des n,m > 1 tel que { o el

[N n+m
xmej,doua: e€IndJ,doncz e Rad(INJ).

Corollaire.
Toute intersection finte d’idéaux radicaux est un idéal radical.

Propriété.
Soit I un idéal de A. Alors Rad I est le plus petit idéal J radical contenant I, c’est-a-dire

RadI = N J.
J idéal radical DI

En particulier, Rad I est radical et contient I, c’est-a-dire

I C RadI = RadRad 1.

Démontration.
Rad I contient les 2™ pour x € [ et n =1, d’ou I C Rad .
Montrons que Rad I est un idéal. Déja Rad I contient 0 € I. Ensuite, soient x,y € Rad [ : Ip,q > 1 tels que
zP,y? € I, donc
Y y e )

_ —1\ . .
RS D DI R T
1

i+j=p+q—1

p—1 1 g—1 1
_ Z <p+(%— > yp-‘rq =i (p+q )xp-ﬁ-q—l—jyj

i=0 ! Jj= J

p—1 q—1

+ ) +qg-—1 o

_ [ (p q- ) ypu] v+ Y (P q )quayy 2P

1=0 ci j=0 J el
e 1,

d’ot z +y € Rad I. De plus, si 2" € I, alors (az)" = (a™) 2™ € I pour tout a € A, d’ott az € Rad I.
Montrons que Rad I est radical, ce qui montrera (; 441 radical 57 ¢ C Radl. On a d’une part Radl C
Rad Rad I d’apreés ce qui précede, et d’autre part, on a les implications
z € RadRad I
dn > 1 tel que 2™ € Rad [
In > 1,3m > 1 tels que (") €1
dnm > 1 tel que 2" € I
z € Rad I,

LEel



d’ou I'inclusion Rad Rad I C Rad I.
Soit maintenant J un autre idéal radical qui contient I. Soit z € Radl : Idn > 1 tel que 2™ € I C J, donc

r € Rad J = J. Ainsi, Rad I C () jqeal radical 51 7

Propriété.
Soit I un idéal de A. Alors Rad I est Uinfimum de tous les idéaux premiers contenant I, c’est-a-dire

Rad ] = N J.

J idéal premier DI

Démontration.

On a déja Rad I = (1 igeal radical 51 7 C ()7 ideal premier o1 J €ar tout idéal premier est radical.

D’autre part, soit © ¢ Rad I. On va exhiber un idéal premier J contenant I et pas x.

Soit J I’ensemble des idéaux contenant I et ne contenant aucune puissance z"=!, ordonné par l'inclusion.
J est non vide car il contient I, et est faiblement inductif car toute chaine (J,),,c, de J admet un sup J, J.,
dans J. J admet donc un élément maximal J. Montrons que J est premier.

Si ce n’est pas le cas, on peut trouver a,b ¢ J tels que ab € J. Alors 'idéal .J+(a) contenant I est strictement
plus grand que J, donc n’est pas dans J, c’est-a-dire contient une puissance ™, d’ott un j € J et un A € A tels
que 2™ = j + Aa. De méme, on aurait une puissance ™ =i + pub pour un i € J et p € A. On en déduit

n+m - - - -
x = zg+z)\a+jub+\a/b/\u
cJ cJ
e J,

absurde.
On a donc montré que si z € A, on

x ¢ RadI = 3J idéal premier D I tel que x ¢ J,
c’est-a-~dire (par contraposée)
VJ idéal premier D I tel que z € J, z € Rad I,

ou encore

N J C Radl.

J idéal premier DI

1.3 Nilradical d’un anneau

Définition.
On appelle nilradical d’un anneau A ’ensemble de ses éléments nilpotents. On le note

Nilrad A = {a € A tels que In > 1 avec a™ = 0}.

Propriété.
Le nilradical d’un anneau est Uinfimum de ses idéaux premiers, c’est-a-dire
Nilrad A = N J.
J idéal premier
Démonstration.
On a

Nilrad A Rad {0}

J

J idéal premier D{0}

- nJ

J idéal premier



1.4 Quelques définitions

Définition.
On dit que B est une A-algébre de type fini si, en tant que A-algébre, B est engendrée par un nombre fini
d’éléments, c’est-a-dire si
B=Alxy,..., 2]
ol x1,...,T, € B.
On dit que B est une A-algebre finie si, en tant que A-module, B est de type fini, c¢’est-a-dire si

B = Az + ... + Az,

ol x1,...,Z, € B (c’est 'analogue des extensions finies en théorie des corps).
On dit que x© € B est entier sur A s’il est annulé par un polynéme unitaire (non constant) & coefficients
dans A, c’est-a-dire si
" +az" 4. +a,=0
ol aq,...,ap>1 € A. (c’est Panalogue du caractere algébérique en théorie des corps).
On dit que A C B est une extension entiére si tout élément de B est entier sur A.

La notion d’intégrité (c’est-a-dire le fait d’étre entier) sur les anneaux est a rapprocher de la notion d’algé-
bricité en théorie des corps.

2 Théoréme de Cayley-Hamilton — Lemme de Nakayama

2.1 Théoréme de Cayley-Hamilton et corollaires

Théoréme (Cayley-Hamilton).
Soit M un A-module de type fini et w : M — M un endomorphisme (A-linéaire). Alors il existe un
polynome annulateur de u unitaire, c’est-a-dire

W+ aut 4+ a, =0.
Si de plus w (M) C IM ou I un idéal de A (ce que l'on peut toujours supposer, quitle & prendre I = A), alors
on peut prendre a; € I’ pour 1 <j<n.

Démonstration.

M est de type fini, donc se décompose en M = Am;y + ...+ Am,,. Les u (m;) se décomposent en Z;Zl Aijmy;
ol \;; € I. Soit A = (A; ;) € M,, (I). On regarde M™ = M x ... x M comme un A [X]-module ou X agit via u
sur chaque composante, c’est-a-dire P -z = P (u) (x). Alors on a le systéme

n
u(m;) = Z)\id‘mj pour i =1,...,m,

j=1
c’est-a-dire
my my
XI, : =A : ,
My, My
ou encore
my
XI,—A : =0
mp
On en déduit
mi my
det | XI, — A = 'Com | XI,—-A XI,—A
My My
=0
= 0.



Ici, det | X1, — A | est un polyndome P unitaire qui annule u sur les générateurs m; (remarquer que

P (u) (m1) my
= det | XI, —A

donc qui annule u partout.
De plus, pour avoir un terme en X"~ * dans

X—-—X1 M2 - —Ain

dot | X1, A | =| “h21 XA

A1 X = A

il faut prendre un produit de n — i termes X"~ et de i termes ), , (donc dans I), ce qui fait un produit total
dans I', d’ot a; € I*.

Corollaire.

Soit M un A-module de type fini, u un endomorphisme de M. Si u surjectif, alors u est bijectif.

Soit M un A-module de libre type fini, M ~ A™. Alors tout systéme de générateurs de M formé de n
élements est une base.

Démonstration.
On voit M comme un A [X]-module, ot = agit via u. Soit I I'idéal engendré par X, c’est-a-dire I = X A [X].
u surjectif, donc M = XM = IM. On applique Cayley-Hamilton & v = Id,;, d’ott un polynéme P € A [X][Y]
annulateur de v = Id, mettons
P=Y"+a (X)Y" ' 4. +a,(X)

o a; € A[X]. On a ainsi
Id +ay (X)Id+... + a, (X)Id = 0,

c’est-a-dire
Id+ay (u) + ... + ay (u) = 0.

Or chaque a; (X) € I* C I, donc s’écrit a; (X) = Xb; (X), d’ott

Id+u(by (w) + ...+ by (uw)) = 0
Id+ (b1 (u)+ ... + by (w))u = 0
(=b1(u) — ... = by (u)u 1d,

d’ou u injectif.

Corollaire.
Soit M un A-module de type fini, I idéal tel que M = IM. Alors 3r € I tel que (1 —r) M = {0}.

Démonstration.
M est un A-module, u = Id)s est un endomorphisme de M tel que u (M) C IM, d’ou un P € A[X] tel que
Id"+a;1d" ' +...+a,1d° =0 aveca; e I' C I;onprend r € — (a1 + ... + a,) € I.



2.2 Lemme de Nakayama

Proposition (lemme de Nakayama).
Soit M un A-module de type fini, I C Rad A un idéal de A tel que M = IM. Alors M = {0}.

Démonstration.

Comme M = IM, 3r € I tel que (1 —r)M = {0}. Il suffit de voir que (1 —r) est inversible. Si ce n’est
pas le cas, 1 — r engendre un idéal propre de A, donc est contenu dans un idéal maximal M. Or r € [ C
Mot ideal maximal V8 C Mo, donc 1 = (1 —r) 4+ € My, absurde.

Typiquement, on 'utilise quand A est local, c’est-a-dire quand il existe un unique idéal maximal I, et &
1=

3 Extensions finies et entiéres

3.1 Propriétés basiques

Proposition.

Soient A C B et x € B. On a équivalence enire
e & est entier sur A;

o Alz] est une A-algébre finie;

e il existe une A-algebre finie A’ telle que

AcCc Alz]c A" C B.

Démonstration.

(i) = (i1) Siz"+a1x" ' +...+a, =0, alors A[x] = A+ Az + ...+ Az" ! est finie (comme en théorie
des corps).

(i1) = (i4i) Trivial (prendre A’ = A [z]).

. / L . - A — A

(i) = (@) A’ est un A-module de type fini, qui contient x. On considére w« : ) ;
a — dadz
A-linéaire. Cayley-Hamilton donne P € A [X] unitaire tel que P (u) = 0, mettons

Wt aut T 4. Fa, =0,

d’ou (en évaluant en o’ = 1)
2"+ a1z '+ .. +a,=0.

Corollaire.
Toute extension finie est entiére.

Démonstration.
Soit A C B finie et € B. A[z] C B est alors finie, donc x est entier sur A.

Proposition.

Soient A C B C C des anneauz.

e 5i C finie sur B et B finie sur A, alors C est finie sur A;

® Si y1,...,yn sont dans B entiers sur A, alors Alyi,...,yn] est finie (donc entiére) sur A;
e Si C entiére sur B et B entiére sur A, alors C est entiére sur A.

Démonstration.



¢ SiC =By +..+ By, et B= Az, + ... + Ax,,, alors
C=Axyy1 + ...+ Ax1yn + Azoyr + ...+ Axoyn + ...+ Azpyr + ... + Az yn

(comme en théorie des corps).
e Une récurrence immédiate donne la finitude, et le corollaire précédent donne 'intégrité.
e Soit ¢ € C. C entier sur B, mettons ¢" +bjc" ' + ... +b, =0 ot b; € B. Notons A’ = A by, ...,b,]. D'une
part,
A=A +Ac+ ..+ At

est finie sur A’, d’autre part A’ est finie sur A (car chaque b; est entier sur A), donc A C A [b1, ..., by, ] est finie,
a fortiori entiére, donc ¢ € A [by, ..., by, c] est entier sur A.

3.2 Cloture intégrale

Définition.
Soit A C B une extension.
On appelle cloture entiére de A dans B I'ensemble

A = {b € B tel que b entier sur A}

(remarquer la dépendance de A en B).

A est dit intégralement clos dans B si A=A

Si A est intégre, on dit que A est intégralement clos ou normal s’il est intégralement clos dans son corps
des fractions.

Propriétés. B
e A est un anneau, et on a la tour d’extensions A C AC B;
e A C A est entiére;

e A=A

Démonstration.

e Soient b,b’ € A: b+ et bb’ sont dans A [b, b'] qui est une A-algebre finie (cf proposition précédente), donc
b+ b et bb’ sont entiers sur A, donc restent dans A. Comme 1 A€ /1 A est un sous-anneau de B, donc est un
anneau.

e A C A est entitre par définition.

e On a clairement A C A. De plus, A est entiére sur A et A est entiére sur A, donc (cf proposition précédente)

A est entiére sur A, donc AcC A
Proposition.
Tout anneau factoriel est intégralement clos.
Démonstration.

Soit 7 = £ € Frac A entier sur A, avec pAg = L. Alors 1" +a;7" "' + ... + @, = 0, dou p" +¢(...) = 0, donc
q | p, c’est-a-dire ¢ =1, dour =p € A.

3.3 Lemme de Gauss - Cloture intégrale de A |[X]

Lemme.
Soit A C B une extension et P € A[X] unitaire.
Si P =QR dans B[X] (avec Q et R unitaires), alors les coefficients de Q et R sont entiers sur A.

Démonstration.



On fabrique une extension B C C' dans laquelles () et R se factorisent, comme on construirait un corps
de rupture de P. On considére le B-module B; = B[X]/Q, libre de rang deg @ (on dispose de la division
euclidienne, car Q unitaire!), a; = X € By est alors racine de Q dans By, c’est-a-dire Q (Y) = (Y — 1) Q1 (Y),
et on recommence. Ainsi, @ = [[(X —a;) et R =[] (X — Bj) dans une extensions B C C. Alors les «; sont
racines de P dans C, donc sont entiers sur A, donc les coefficients de @ (qui sont des fonctions symétriques
élémentaires en les racines ;) sont entiers sur A.

Corollaire (lemme de Gauss).
Soit A intégralement clos, K = Frac A, et P € A[X] unitaire.
Si P =QR dans K [X] (avec @ et R unitaires), alors Q et R sont dans A[X].

Proposition.
Si A est intégralement clos, alors A[X] est intégralement clos.

Démonstration.

Remarquons déja que Frac (A [X]) = K (X), ce qu’on obtient en simplifiant les dénominateurs des coefficients
d’un élément de K (X).

Soit F' € K (X) entier sur A[X] : Ja1 (X),...,a, (X) € A[X] tels que

F'+a (X)F" '+ . +a, 1 (X)F+a,(X)=0.

K est un corps, donc un anneau factoriel, donc K [X] factoriel, donc intégralement clos (dans K (X)). Or F est
entier sur K [X], donc sur K (X), donc F € K [X].
On aimerait travailler avec des polynémes unitaires pour pouvoir appliquer le lemme de Gauss &

an (X)=-F (F" ' +a; (X)F"* + .. 4+ a,-1(X)).
On pose pour cela G = F — X" ou r > deg F, de sorte que
F=X"+d
ol —G unitaire. On a alors
(X" +G)" +a (X)(X"+G)" '+ .. +a, (X) =0,

d’on
G"+b (X)G" 4 .+ b, (X)=0
ott by, = X™ + a1 (X) XV 4 . 4 a, (X) unitaire pour r assez grand. On réécrit

by (X) = =G (G" 1+ b1 (X)G" 2+ ..+ by (X))

ce qui est une décomposition de b, € A[X] unitaire en produit de facteurs unitaires (pour r assez grand) sur
K [X], donc le lemme de Gauss s’applique, c’est-a~-dire —G € A [X], ou encore F' € A[X].

4 Lemme de normalisation de Noether

Définition.

On dira que des éléments x1, ..., x, d’une k-algébre sont algébriquement liés si 3P € k[X, ..., X,,] non nul
tel que P (x1,...,x,) = 0.

On dit sinon que x1,...,T, sont algébriquement indépendants, c’est-a-dire si

P(z1,....,y,) =0 = P =0dans k[X3,..., X,,] .

On dira qu’une k-algébre A de type fini est une extension algébrique pure de k si on peut écrire A =
k[z1,...,x,] avee x1, ..., T, algébriquement indépendants.
Par convention, A =k = k[0] est algébrique pure sur k.



Théoréme (lemme de normalisation de Noether).
Soit k_un corps, A une k-algébre de type fini. Alors 3y1,...ym € A algébriquement indépendants tels que A
soit une A =k[yi,...,ym]-algébre finie, c’est-a-dire

algébrique pure finie

—_—
kECklyl,...,ym] = A C A.

algébrique de type fini

Lemme.
Soit A = k[z1,...,xn>1] une k-algébre de type fini ot les x; € A sont algébriqguement liés. Alors il existe
x}, ..., xh_1 € A tels que x, soit entier sur A* =k [z],...,x5_1] et A= A*[z,].

Démonstration .
En notations multi-indices, on a

T = (mla'"axn)

P(z) = Z)\axa =0

ott (Aa) # 0.

Premiére méthode :
On cherche les z} sous la forme z} = z; — 2] ol ; & choisir, c’est-a-dire

x; =z + ¢ pour 1 <i<n.

On a déja

A* [(L’n} k [I'T, -7$:—1] [:L'n]
= k[af{, -7:13:,_1"7:71]
= k [xl - x;,l7 y Tp—1 — x:;,nilvxn]
= k21, s Tn_1,Tn] (car x; = (x; — 2l) + (z,)"™)
= A.

De plus,
0 = P(z1,...,2)

1
P (33*1‘ +at Lz 1+ m;”‘*l,xn)
= Q(‘TL'"?I‘:{L—MQTH)

ou @ € P[Xy,...,X,]. On voudrait que le coefficient dominant de x,, dans @ soit non nul (pour pouvoir I'inverser
dans k), ce qui montrerait alors que z,, est entier sur k [:cf, . ;r;"l_l], d’otl le lemme.

Explicitons
* * _ * T1 * Tn—1
Q (ml, ...,xn_l,xn) = P (xl +at, oz, ,xn)
n—1
_ « * 7 \Xi
= E AaZo™ H (zf + ;).
« =1

Pour avoir le coefficient dominant de z,, dans @), on regarde déja les termes dominants de z, de chacun des
termes de @), c’est-a-dire

n—1
. . SN\ (g
terme dominant en x, dans A,z = terme dominant en x,, dans A\,x&" [ A R
n K2 n
i=1
— xzn—&-Zﬁ{;}l a;r;
= A )

En posant

n—1
N
via, ) =a,+ g Ty,
i=1

10



on en déduit

terme dominant en x,, dans ) = terme dominant en x, dans

E terme dominant en z,, dans \,x®
Aa#0

u(a,?).

= terme dominant en x,, dans E AaTn
Ao #0

Siles v (o, 7') sont deux & deux distincts quand « varie, la somme ci-dessus (qui est prise sur un ensemble non
vide car (A\,) # 0) ne comportera qu'un seul terme de degré maximal en z,, et donc le coefficient dominant
recherché sera un des A\, # 0, inversible comme voulu.

Pour ce faire, on choisit r; = €’ ot e est grand devant tous les a; qui apparaissent. Alors v (o, 7) =

(Z" 11 a;e ) + «a,, est une écriture en base e, donc unique, CQFD.

Deuziéeme méthode (si k infini) :
On cherche les 27 sous la forme z} = x; — p;x, o les p; € k sont & choisir, c’est-a-dire

z; = x; + p;z, pour 1 <i < n.

On a déja
A [mn} k [f{v Ly 1] [zn]
= k [m’{, T, _ 1,xn]
= k(21— Tns ey Ty — [y 1T, T
= k [xh sy Tp—1, xn] (car Ty = (xz - Mz‘xn) +uy,; (1"”))
A.
De plus,
0 = P(x1,...,xn)

= P(a{4 T,y Thy + Hy 1T, Tn)

= Q(l’;...,.’ﬂ;,l,xn)

ol Q € P[Xy,..., X,]. On rappelle qu’on cherche & inverser le coefficient dominant de z,, dans @, c’est-a-dire a
ce qu’il soit non nul.

Explicitons
Q (:rT, ...,z;_l,xn) = P (SCT + U Ty e T+ ,un_lz",mn)
n—1
= e T .
i=1
Regardons
n—1
terme dominant en x,, dans Aoz® = terme dominant en z,, dans \,x;" H (@] + pn)™
i=1
n—1 "
(i)
i=1
En posant

11



on en déduit

terme dominant en x,, dans ) = terme dominant en x, dans

g terme dominant en x,, dans A,z%
Aa#0

= terme dominant en x,, dans Z )\aua'zg(o‘)
Ao #0

= terme dominant en z,, dans Z Z )\aua'zz(a)

>0 Aa#0
o(a)=s

= terme dominant en x, dans Z Z Aapt® | 2.
520 | A, #0
o(a)=s
Remarquer que, puisque (A,) # 0, on a I\,, # 0, et donc le domaine des A, # 0 vérifiant o () = o ()

est non vide. Soit maintenant so > 0 le plus grand s = o («) qui vérifie cette propriété (noter que s < deg total
de P). On a ainsi

terme dominant en x,, dans Z Z )\a,ua/ x, = Z )\aua/ x50,
s>0 Ao #0 Aa#0
o(a)=s o(a)=so

donc on veut précisément
Z Aap® #0.

Aa7#0
o(a)=so

11 suffit pour cela de montrer que, pour s > 0 avec {A\, # 0 tels que v (o) = s} # ), on peut trouver des p,; tels
que
> Xap #0;

Aa#0
v(a)=s

on procéde par récurrence sur n > 1.
Sin =1, fixer v («) revient a fixer ay, c’est-a-dire a, donc la somme ci-dessus ne comporte qu’un terme A,
avec Ao # 0, comme voulu. Pas de p, dont se soucier.

Sin > 2, en posant
n—2

o a;
p =TT s,
=1
on a

S

Z )\alfva/ _ Z Z )\a,ua’

v(a)=s anp—1=0 \a1+...+an_2=8s—an_1

S

= 2 > Mt !

an—1=0 \a1+...+an_2=s—an_1

S

= Z Z )‘a/ia” :uﬁflv

k=0 \ai+...4a,_2=s—k

=&y

et puisque s — k > 0, on peut choisir par hypothése de récurence py, ..., u,,_o de facon a ce que &, # 0. Alors
Sor—oén pF | est un polynéme non nul en y,_; a coefficients ¢, dans un corps infini, donc on peut trouver une
Aap® #0, CQFD.

valeur de p,,_; ou le dit-polynéme ne s’annule pas, c’est-a-dire Zv(a):s

Démonstration du théoréme.
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A est une algebre de type fini, donc s’écrit A = k [z, ...,x,]. On fait une récurrence sur le nombre n de
générateurs de A.

e Sin=0,onaA=k, et alors

kECckll) =AcCA

\ 7 \V—/

algébrique pure finie

e Supposons n > 1.
Si les z; sont algébriquement indépendants, on pose y; = x;, d’oll

A=Eyt, s yn] = kw1, 0] = A,
donc A est bien une Zl—algébre finie, et A est algébrique pure sur k.

Sinon, le lemme s’applique : on écrit A = A* [x,] ou z,, est entier sur A* =k [x’{, vy T
A*

*

nfl]. On récurre sur

kCklyt,nyl] = A C A*.
algébrique pure finie

Alors A = A* [z,,] est finie sur A* (car x,, est entier sur A*) et A* est finie sur A*, donc A est finie sur A*, d’ott

kCky,...y5] = A* C A.
| S ———— ~—

algébrique pure finie

5 Nullstellensatz

5.1 Nullstellensatz faible k-algébres de type fini qui sont des corps

Proposition.
Soit A C B une extension entiére d’anneaux intégres. Alors

A est un corps <= B est un corps.
Démonstration.
Soit x € B, x # 0. = est entier sur A, donc
"+ a4 ... +a, =0.

On peut méme supposer a, = 0 car B est intégre. Alors

( 2" Va2 4+ an_l)
x| — =1
an

donc x est inversible.
Soit x € A, © # 0. x est inversible dans B, mettons d’inverse y € B, qui doit étre entier sur A,
disons
Y a4 4 ag =0.
On multiplie par 2”1, d’ou
y+ar+ax+...+ax" =0
et
Y= —ai — T — ... — apxz" € A.

Théoréme (Nullstellensatz faible).
Soit k un corps, K une k-algébre de type fini qui est un corps. Alors lextension de corps k C K est algébrique

finie.

13



Démonstration.

K = k[z1,...,x,). Le lemme de Noether dit que Jy, ...,y € K algébriquement indépendants tels que K
soit finie sur k [y1, ..., ym], donc entiére, donc la proposition précédente s’applique : k[y1, ..., Ym] €st un corps.
Or k[y1, -, ym] ~ k[X1, ..., X;n] en tant qu’algebres de polynomes car les y; sont algébriquement indépendants.
C’est un corps ssi m = 0, c’est-a-dire k [y1, ..., ym] = k. Ainsi k C K est finie.

Remarque. A quoi ressemblent les k-algébres A de type fini? Ce sont, comme toute k-algébre de type
fini qui se respecte, des quotients d’un anneau de polynomes sur k, c’est-a-dire des *[X1Xnl /1 on I ideal de
k[X1,...,X,]. SiTon veut en plus que ce soit des corps, I'idéal I peut et doit étre maximal.

Ainsi, une k-algébre K de type fini est un corps ssi

K ~ k[leﬂ-yxn]/m
ot M est un idéal mazimal de k[X1,...,X,] (et alors k C K est algébrique finie).
Donnons une caractérisation des idéaux maximaux de k [X7, ..., X,,] dans le cas ou k algébriquement clos.

Corollaire (idéaux maximaux de k[X, ..., X,]).
Supposons k algébriquement clos.
Alors tout idéal mazimal de k[X, ..., X,] est de la forme

DT( = (Xl —ay, ...,Xn — an)

ot (ay,...,an) € k™.
En d’autres termes, K est une k-algébre de type fini qui est un corps ssi

P k[X1,~-»Xn]/(X1,a1,... b'e

Xn—an)
ou (ay,...,an) € k™.
Démonstration.
Soit M un idéal maximal de k [X7, ..., X,;,] et K = KIX1Xa] 200 D’apres le Nullstellensatz faible, I’extension
k C K est algébrique, donc de degré 1 puisque k est algébriquement clos (tout x de K admet un polynome

minimal g irréductible sur k& [X], donc de degré 1, mettons = X — A ou A € k, ot v = X € k).
En notant P la classe de P modulo 9, I'injection canonique

Yy s X

devient donc un isomorphisme (de corps). Posons a; = i~* (Z) € k et considérons le morphisme d’évaluation

)

f' k[Xl,...,Xn] — k
' pP —  Pl(ay,...,an)

dont le noyau vaut

En effet,

rreuee

D’autre part, Ker f contient les X; — a; car

[ (X —a;) =[X; —a)(ar,...,an) = a; —a; =0,



donc l'idéal I = (X; — a1, ..., X,, — ay,) est inclus dans Ker f = 9. Enfin, I est un idéal maximal, car ¥[X1-Xn] /;

est un corps : en notant P la classe de P modulo I ,on a

P=P(X1,..Xn) =P ()71 )’(Vn) = P (G, @) = P (a1, .., an),

donc

P#0 = P(ay,...,an) #0 = P admet un inverse P (ay, ...,an)fl.

On a ainsi I C 9 avec I maximal et M G k[X1,..., X, ], doa M =1, CFQD.

5.2 Variétés algébriques

Définition.

On appelle sous-variété algébrique de k™ une partie de k™ défini par 'ensemble des zéros d’une famille de
polynomes de k[X1,...,Xn]. On parlera abusivement de variété de k™.

Si J est un idéal de kX1, ..., Xp], on définit une variété de k™ par le liew d’annulation V (J) des polynomes
de J, c’est-a-dire

V(J)={(z1,....,x,) € K™ tels que VP € J, P(x) =0}

(V' comme variété).
Si S est une partie de k™, on définit un idéal de k[X1,...,Xn] par Uensemble I (S) des polynomes qui
s’annulent sur S, c’est-a-dire

I(S)={Pe€k[X1,..,X,] tels que Vz € S, P(z) =0}
(I comme idéal).

Remarques.

o Toute variété V de k™ peut s’écrire comme un V (J).

En effet, si V est le lieu d’annulation de la famille (F;)
par les P;.

e Les variétés V (J) sont définie par un nombre fini d’équations.

11 suffit de dire que, & [X7, ..., X,,] étant noethérien, les idéaux J sont finiment engendrés.

icr de polynomes, prendre pour J lidéal engendré

5.2.1 Variétés et idéaux maximaux

Proposition.
Si k est algébriguement clos et J idéal de k[X1,...,X,], les idéaur mazimaux de kX1 Xal /0 sont en
correspondance bijective avec les points de V (J), via

o - { points de V (J) —  idéaux maximaux de FPX1-Xal
' a — k[Xl"“’X”]/(leal ..... Xp—an)

Démontration.

Les idéaux maximaux de *X1Xnl /1 sont exactement les ™ / ; ot 91 est un idéal maximal de k [X1, .oy X0
contenant J. Il suffit donc de trouver une correspondance bijective entre ces 9 et les poins de V' (J).

Un tel M s’écrit M = (X3 — a1, ..., X,y —ap), et on a

PeJ = PeM = P=)» P,x(X;—a;) = P(a)=Pl(ar,...a,) =0,
i=1
c’est-a-dire VP € J, P (a) =0, ou encore a € V (J).
Réciproquement, soit a € V (J) et M = (X7 —aq1,...,X,, —a,). On a VP € J, P(a) = 0, donc J est inclus
dans le noyau de
k’[Xl,...,Xn] — k
p{ K

—  P(ay,...,an)
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qui n’est autre que (X1 — ay, ..., X, — ap) (cf proposition précédente), c’est-a-dire J C 9.
On dispose donc d’une correspondance entre les idéaux maximaux de k [X7, ..., X,,] contenant J et les points
de V (J) via les applications :

o - idéaux maximaux contenant J — points de V' (J)
' m — (T (X0) i (X))
points de V (J) — idéaux maximaux contenant J
v
a — (Xl—al,...,Xn—an)

Il reste a vérifier que ® et ¥ sont bien réciproques I'une de 'autre. On a déja
OV (a) = P(X1—a1,....Xn —an)

(i (X1) i (X))

= (i (@),...i " (an))

Il

)
=

5]
3
S~—

De plus,

Te M) = W(i ' (X1),..i " (X))
= (X1 - (X)), X i (X))

Sil’on note A\ = 3! (Tk), on a

Xy =i(i7" (Xk)) =i (M) = A,
d’ou X — A\ € 9, donc

e (M) = (X1—i ' (X1),. Xn —i7" (X))
= (X1= AL X — Ap)
c m,

et on conclut I’égalité par la maximalité de (X1 — A1, ..., X, — ).

5.2.2 Variétés et idéaux en général

On dispose d’une correspondances entre les parties de k" et les idéaux de k[X1,...,X,] via I et V. Que
peut-on en dire ?

Propriétés.

J, J1, Jo des idéaux de k[X1, ..., X,]
X, X1, Xy des parties de k™

o Les applications V et I sont décroissantes pour l'inclusion, c’est-a-dire

Soient . Alors :

J1CJ2 —— V(JQ)CV(Jl) .
XXy, = I(XQ)CI(Xl) ’
o JCI(V(J)) avec = ssi (cf théoréme suivant) ;
e X CV(I(X)) avec = ssi X est une variété de k™.

Démonstration.

e Soit z € V (J3). x est annulé par tous les polynomes de Ja, a fortiori de Ji, c’est-a-dire x € V (J7).

Soit P € I (X3). P annule tous les points de X5, a fortiori de X7, c’est-a-dire P € I (X7).

e Soit Pe J. Pourz € V(J)onaP(z)=0,et ceVeeV(J),donc PeI(V(J)).

e Soit z € X. Pour PeI(X)onaP(x)=0,etce VP e I(X),doncz eV (I(X)).

Si on a égalité, X est la variété associée a I (X). Réciproquement, si X est une variété V (J), le deuxiéme
point nous donne J C I (V (J)), d’ou (en appliquant le premier point) V (I (X)) =V (I (V (J))) CcV (J) =X,
et on dispose déja de l'inclusion inverse.
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Types de problémes pour le cas d’égalité J =1 (V (J)) :

e Lk non algébriquement clos :

Typiquement, R. Prendre par exemple J = (X2 +Y?) : on a V (J) = {(0,0)} puis I ({(0,0)}) = (X,Y),
d’ou linclusion stricte J & I (V (J)).

e les puissances :

Si Pek[Xi,..,X,], onaen effet V((P)) =V ((P")) pour r > 1. Donc si I'égalité était vraie partout, elle
le serait en P et en P2, d’'ou (P) =1 (V (P))=1(V (P")) = (P?), absurde.

5.2.3 Nullstellensatz fort

Théoréme (Nullstellensatz fort).

Soit k algébriquement clos et J un idéal propre de k|[X1, ..., X,]. Alors :
oV (J) 7& (Z);

e I (V(J))=RadJ.

Lemme.
Soit I un idéal de k[X1,...,X,] engendré par des poynémes n’ayant aucune racine commune. Alors I =
k[Xy,..., X,] tout entier.

Démontration.
Sil G k[Xy,...,X,], on peut I'inclure dans un idéal maximal (X; — a4, ..., X,, — a,), donc tous les éléments
de I s’annulent en (a1, ...,a,), absurde.

Démontration du théoréme.

e Soit M un idéal maximal contenant J (possible car J & k [X1, ..., X,,]). A 9 correspond un point de V' (J)
via la derniére proposition, donc V (J) # (.

e Soit P non nul dans I (V (J)). On plonge J dans k[X1,..., X,,, Y] —ou Y est 1a pour inverser P. Posons
J' = (J,PY —1). Montrons que 1 € J" a l'aide du lemme.

Soient j1, ..., jr des générateurs de J. Alors les j; et PY — 1 ne peuvent avoir de racines communes. En effet,
si da = (a1, ...,any1) € k"1 annulant tous les j;, on a que @’ = (ay, ..., a,) annule tous les j;, donc a’ annule
tous les éléments de J, c’est-a-dire o’ € V (J), d’ou [PY — 1] (a) = P (a/) apy1 — 1 = —1 # 0. Par le lemme, on
en déduit que J' = k[X,..., X,, Y], cest-a-dire 1 € J'.

On décompose ensuite 1 sur les générateurs j, ..., j5, PY — 1 de J' :

k
1= X (X1, Xp, Y) 5 i 4 Ao (X1, 000, X0, V) X (PY = 1)
i=1
On envoie tout ¢a dans k (X1, ..., X,,) via le morphisme

k[Xl,...,Xn,Y] E— k(Xl,...,Xn)

X — X; ;
Y — %
ce qui donne
ul 1 1 1
1= il X1y, Xy = i+ Mo [ X1,..., X0, = P—--1),
Do (Koo ) s (X1 X5 ) (P -1)
c’est-a-dire
k

1
1= Z)\Z (Xl,...,Xn, P) X jl
=1

On multiplie alors par un PN2! pour retomber dans k[X1, ..., X,,], ce qui donne

k
PN = ZAZ (Xl,...,Xn)in
i=1
e J,
c’est-a-dire P € Rad J, dou I (V (J)) C Rad J comme voulu.

Réciproquement, soit P € Rad J. Alors 3n > 1 tel que P" € J, donc Vz € V (J), P™ (z) = 0, c’est-a-dire
P(xz)=0,donc P €I (V(J)).On aainsi RadJ C I (V (J)).
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5.3 Topologie de Zarinski sur k"

Proposition.

Les variétés V (J) ot J idéal de k [ X1, ..., X,] sont les fermés d’une topologie de k™. On a plus précisément :
e NV (i) =V (i)

L] V(Jl) uv (JQ) = V(J1 N Jg) =V (JlJQ)

Démontration.
ezx eV (J;) < z annulé par les J; <= x annulé par > J;;
o 1J,CJinNJy CJ;, donc
V(Jl) cVv (Jl n JQ) C V(Jljg),
d’on
V(Jl) @] V(JQ) C V(Jl n JQ) C V(J1J2)

Sixz ¢ V(J1)UV (J2), 3P; € J; tel que P;(x) # 0 (Vi = 1,2), donc [Py P](x) = Py (z) Py (x) # 0; or
PP, € J1Js, donc z ¢ V (J1J2). Ceci montre I'inclusion inverse.

Cette topologie est assez grossiére.

Proposition.
Pour n = 1, les fermés sont (, k, et les parties finies de k. Si de plus k est infini, alors la topologie de
Zarinski n’est jamais séparée.

Démonstration.

e Soit V' (J) un fermé. J est un idéal de k [X] principal, donc J = (P), et V (J) n’est autre que I’ensemble
des racines de P, qui est soit k tout entier (si P = 0), soit @ (si deg P = 0), soit fini (si deg P > 1)

e Soit a,b € k distincts. Si on peut les séparer par deux ouverts U, et U, non vides, alors U, N U, = 0,

c’est-a-dire F, UF, =k ou F, et I} sont des fermés, mettons { ?‘Z z 58:)) , avec { ﬁ: : ((é; donc

k=V(L)UV (Iy) =V (1.0 1) =V ((A) N (B) =V (AV B,

d’ou AV B = 0 car k infini, ¢’est-a-dire A = B = 0, c’est-a~dire I, = I, = {0}, c’est-a-dire F, = F}, = k, ou

a €U,
encore U, = Uy = ), absurde car { be U,

Propriété.
Soit X une variété de k™. Les fermés de la topologie (de Zarinski) induite sur X sont encore des fermés
pour la topologie de Zarinski sur k™.

Démonstration.
Tout fermé F pour la topologie induite s'écrit F = X N F’ ou F’ fermé de la
Comme X est par définition fermé, X N F’ est fermé, c’est-a-dire F est fermé.

"vraie" topologie sur k™.

Définition.
Une variété X est dite irréductible si elle n’est pas réunion de deux fermés propres de X.

Propriété.

Soit X une variété. On a équivalence entre :
e X est irréductible ;

e Si X1 et Xo sont des variétés,

X=X1uUuXy = X=X1011X:X2;

e Deux ouverts non vides de X ont une intersection non vide ;
e Tout ouvert non vide de k™ est dense dans X.
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Démonstration.

) = (i) Les X; = X; N X sont des fermés de X, donc 'un d’eux n’est pas propre, c’est-a-dire
X = X pour un ¢ = 1 ou 2, c’est-a-dire X C X, ; comme de plus X; C X; UXs = X, on en déduit 1’égalité
X

(1) = (i) Soit U; et Uy deux ouverts non vide de X. Ils s’écrivent U; = X N Q; ol ; est un ouvert
non vide de k™, c’est-a~dire Q; = ¢V (J;). Si Uintersection Uy N Us était vide, on aurait

X = Xnk"
= Xn “(UiNnUy)
= XN XN N(XNO)
= XN XN V()N V()
= XN [ XUV (h)UV (J2)]
= XnV()ulxXnV ()],

d’ou (pour un i =1 ou 2)
X=XnNnV (JZ)

Q= V() cC X
U=XnNnQ =0,

Ll

absurde.

(13i) = (iv) Soit € un ouvert non vide. Soit z € X, et U un ouvert de X contenant z. Alors QN X
et U sont deux ouvert non vides de X, donc ont une intersection non vide, a fortiori 2 et U également, d’ou €2
dense dans X.

(iv) = (4) Soit X7 et Xo des fermés de X tels que X = X3 U X5. On a alors

(XN X)N(XN °Xy) = XN (CX1N °Xy)
= XN °(X;UXy)
- XN °X
— 0,

donc 1'un des ouverts (de X) X N °X; est vide, c’est-a-dire X C X;. Comme de plus X; C X; UX5 = X, on en
déduit ’égalité X; = X.

Un corollaire immédiat du troisiéme point est que la topologie induite sur une variété irréductible n’est
jamais séparée.

Donnons maintenant un critére sur Iidéal J pour que V (J) soit iiréductible.

Proposition.
Soit X une variété. Alors
X irréductible < I(X) premier.

Démontration.

On montre la contraposée

e Si X =X;UXs0uX,; CX (Vi=1,2), cest-a-dire V(I (X;)) & V(I (X)), dou I(X) & I(X;), on peut
prendre un P; € I (X;)\I (X), c’est-a-dire P; ¢ I(X) qui annule X;. Alors P, P5 est nul sur X; U Xy = X,
c’est-a-dire Py P, € I (X), donc I (X) ne peut étre premier.

e Supposons I (X) non premier : 3P, Py € k[ X1, ..., Xp] \I (X) tel que P P> € I (X). Soit I; = (I (X),F;)
I(X)+ kP, et X; =V (I;). On veut X = X7 U Xo. On a déja X; UXy C X. Deplus, siz € X, PP (z) =
alors P; (x) ou Py () =0, c’est-a~dire € X; ou X5. Reste a voir que X; & X, sinon X; = X et

;
I(X)=1(X;)=I1(V(X;))=Radl; DI; 2 I(X),

absurde.
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Définition.
Une topologie est dite noethérienne si toute suite croissante d’ouverts stationne.

Remarque. Soit T une topologie. On a clairement équivalence entre :
e T est noethérienne;

e toute suite croissante d’ouverts stationne ;

e toute famille non vide d’ouverts admet un élément maximal ;

e toute suite décroissante de fermés stationne;

e toute famille non vide de fermés admet un élément minimal.

Proposition.
La topologie de Zariski sur k™ est noethérienne.

Démontration.
Soit (X, ), cq une famille non vide de fermés. La famille (I (X)), cq d'idéaux de k[X1,..., X,] (qui est
noethérien) est non vide, donc admet un élément maximal I (X, ). Alors Vw € Q, on a I (X,,) C I (X,,), dou

V(I (Xu,)) CV(I(Xy)), cest-a-dire X, C X,,, donc X,,, est un élément minimal de (X,,),,cq-

Proposition.
Toute variété X se décompose en réunion finie de variétés irréductibles, c’est-a-dire

X=XU..UX,

ot les X; sont irréductibles.
On peut de plus supposer que pour i # j, X; € X;. Alors les Xy, sont uniques (a permutation prés). On les
appelle les composantes irréductibles de X.

Démontration.

Soit S 'ensemble des variétés ne possédant pas la propriété. Si S # @), par noethérianité, il existe un élément
minimal X. X n’est pas irréductible (car € §), donc X = X3 U X5 avec X; & X. Par minimalité, X; ¢ S, donc
se décomposent, et leur décomposition donne une décompostion de X, d’ou X ¢ S, absurde. Donc S = (.

Pour I'uncité, supposons X = X; U...UX, =Y, U...UY,;. On a Y; C X, donc

Y, = YinX

(s

(Yin X;)

.
j=1

qui est une décomposition en fermés de Y; (qui est irréductible), donc 3j tel que Y; = Y; N X, c’est-a-dire
Y; C X;. On fabrique ainsi une application

o {1, _..,5} — {1, ...,’f‘}

telle que Y; C X;(;). De méme, on a
T:{1,..,r} —{1,...,s}

telle que X; C Y7 ;). Ainsi, V; C X, C Yr0(:), et Phypothése X; ¢ X; pour i # j donne Y; =Y, (;y pour tout
i, d’olt o inversible.

Corollaire.
Un idéal radical est une intersection finie d’idéaux premiers.

Démontration.
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Soit J un idéal radical. On décompose V (J) = V(I;) U ... UV (Iy) = V(I; N...N1I};) en composantes
irréductibles, ou les I; sont donc premiers. On a alors successivement :

IV() = I(V({Iin..NnI))
RadJ = Rad(l;N..NI)
J = Ln..NI

car une intersection finie d’idéaux premiers (donc radicaux) est un idéal radical.

Exemple : hyersurface de k".

On appelle hypersurface de k™ une variété définie par un idéal momogene de k[X1, ..., X,].

Soit P € k[Xy,...,X,] (anneau factoriel, rappelons-le), que 'on décompose en P = P ...P"" ou P; est
irréductible — et donc 'idéal (P;) est premier. Notons par abus V (P) pour V ((P)). On a alors

z eV (P)

PM..P (z) =0

3i tel que P;(z) =0
3i tel que z € V (F)

xeV(P)U..UV(P),

1o

d’ou

V(P)=V(P)U...UV (P),
et c’est la décomposition en composantes irréductibles. En effet, d’une part les (P;) sont premiers, donc les
V (P;) sont irréductibles, d’autre part

V(P) CV(F)

LV () = L(V(F))
Rad (P;) = Rad (F;)

P; € Rad (P;)

In > 1 tel que P} € (P)
In > 1 tel que P; | P}
i=j

Lrreel

car les P; sont irréductibles.

Bilan du dictionnaire.

idéaux quelconques variétés quelconques : parties X de k™ telles que X =V (I (X))
idéaux radicaux variétés X =V (J) telles que I (V (J)) =J
idéaux premiers variétés irréductibles

Si k est algébriquement clos, on peut aussi regarder le cas des idéaux maximaux 9 :

V(Dﬁ) = V((X1 —al,...,Xn—an))
= {(alv“van)}a
donc aux idéaux maximaux correspondent les variétés "singletons".
En raffinant encore (sans grand intérét, d’ailleurs...), on peut regarder le cas ou l'idéal est l'espace tout

entier, auquel cas
V(k[X1,... X)) =0;

En effet, tout élément a de V (k[X1,..., X,]) doit étre annulé par (X —aq1)... (X, —an) + 1, donc ne peut
exister.
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On peut donc prolonger le bas du dictionnaire si k est algébriquement clos :

idéaux quelconques variétés quelconques : parties X de k™ telles que X =V (I (X))

idéaux radicaux varietés X =V (J) telles que I (V (J)) =J
idéaux premiers variétés irréductibles
idéaux maximaux variétés singletons
idéal maximum variété vide
Remarque. Soit J un idéal de k[Xy, ..., X,;]. On a vu que V (J) paramétrise les idéaux maximaux de

kiX10Xnl /5 (on dit aussi le spectre mazimal de *1X1-Xnl /1) via
(a1, .y an) — (X1 — a1, ..., Xp — ap) .

On peut ainsi reconstruire une variété X en étudiant le spectre maximal de FX1Xal / 1(x) puis en utilisant
la correspondance ci-dessus pour avoir en retour les points de V (I (X)) = X.
Ce qui nous ameéne a I'étude des quotients k[Xl"“’X“]/I(X)

5.4 Fonctions polynomiales.

Soit X une variété de k™.

Définition.
On appelle fonction polynomiale sur V' la restriction d’une fonction polynomiale sur k™.
On dira que f:V — W est polynomiale si chacune des applications coordonnées [’est.

Proposition.
L’algébre des fonctions polynomiale sur une variété V peut se voir comme le quotient

k‘[V] = k[Xl,...,Xn]/I(V).

Démonstration.

Soit f polynomiale sur V. On a donc f = Py ot P polynome de k[Xy,..., X,]. Si @ est un autre tel
polynéme, alors

O=f—-f=Pv-Qyn=PF-0Q),
c’est-a-dire P — Q € I (V).

Si f:V — W est polynomiale (ou V C k™ et W C k™ sont des variétés), elle détermine un morphisme

d’algebres
e W) — kY]

P — Pof

(ou les barres et les tildes représentent les classes des polynémes modulo ce qu’il faut).
Réciproquement, on montre que tout tel morphisme d’algébres provient d’une telle application polynomiale.

Proposition.
Soit ¢ : k[W] — k[V] un morphisme d’algébres. Il existe f:V — W polynomiale telle que ¢ = f*.

Démontration. N
Soit ¢ : k[W] — k[V] morphisme d’algebre. En notant k[W] = #3710 et V) la classe de Y;
modulo I (W), remarquons que k [W] est engendrée par les Y;. Posons

fF@(ﬁ).

fi € k[V], donc s’écrit
fi=PF;
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ot P; polynome de k [X7, ..., X,,] et P; sa classe modulo I (V). On pose ensuite
f=(P1,....Pp)

polynomiale sur V' a valeurs dans k™.
On aimerait que f soit & valeurs dans W, car on pourrait alors définir f* sur k [IW] et on aurait

; (V) =Yiof=Pi=fi=¢ (%),

donc ¢ et f* coincideraient sur des générateurs de k [WW], donc seraient égales comme souhaité.
Soit z € V;on veut : f(z) € W=V (I(W)). Soit donc @ € I (W); on veut Q (f (z)) = 0. On regarde

Q(f (#) =Q(PL(x),.... P (z)) = [Q(Pr, ., Pm)] () -

Puisque z € V, pour tout polynéme A de congru a Q (P4, ..., P;,) modulo I (V), on a [Q (P, ..., Pn)] (z) vaut
A (z). On calcule donc le résidu de Q (P4, ..., P;,) modulo I (V) :

QP Pn) = QPLnPr) =Q (¢ (V1) (Vi) )
v Von ¥
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