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Dans tout ce qui suit, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1 Dual

1.1 Définitions

Définitions.
On appelle dual de E [’ensemble des formes linéaires sur E, et on le note

E*:=L(E,K).

Si (e1,...,en) est une base de E*, on définit des formes linéaires e}, par

. E — K
LS e = A

appelée projection selon la k-iéme coordonée dans la base (eq, ..., en).
En introduisant le symbole de Kronecker

5Y — lsiz=y
¢ Osiz#£y

on peut redéfinir les e} par la formule

* k
ey (e;) =05

Remarque. Attention & ne pas dire qu’a un vecteur u € E on peut associer une forme linéaire u* € E*

de maniére intrinseéque ; le choix de la base dans laquelle on prend la coordonnée selon u est crucial.
. . =(0,1 By =
Par exemple, si E = R?, fixons u = (1,0) et considérons v =(0,1) , de sorte que 1= (u,v) sont
vy = (1,1) By = (u,v2)
l-u+1-v;

deux bases de R%. Maintenant, le vecteur = = (1,1) se décompose comme x = { 0-ustl-v douu* (z)=1
. g

ou 0 selon que I’on considére u dans la base By ou Bs.

1.2 Base duale

Proposition.
Si B=(e1,...,en) est une base de E, alors B* = (e}, ...,e}) est une base de E*, appelé base duale de B.
De plus, on dispose de l’isomorphisme

Dg: { E — E* , de sorte que dim E* = dim E.
e — el

Démonstration.
Montrons que B* est libre :

i)\ief =0 = Vk=1,..,n, [z": )\ief] (ex) =0

i=1

= Vi=1,..n, Z)\ief (ex) =0
i=1

= Vk=1,..n, Y Xy =0
=1
— Vk=1,..,n, A\ =0.



Le caractére générateur s’obtient en écrivant, pour ¢ € E*

n
p=> olex)e;
k=1

En effet, en évaluant en un x = Z?zl Aie; quelconque de E | les deux expressions coincident :

oo - [ () s ()

Zg@ ex lzl)\zez (e;) = ;go er) Ap = ¢ (;M@) =p(x).

o

® envoie par conséquent une base sur une base, donc est un isomorphisme, d’ou ’égalité des dimensions.

1.3 Matrices et bases duales

Propriété.
Soit B une base de E et { ;55* . On a alors

¢(@) = ("Mate) Mata = * ¢l [a]5-
Demonstration.

Posons B = (e1, ..., €,), et décomposons x dans B : z =Y | Aie;. On a alors

A1 "

(t l\ggt(p> (MBatx> =(p(e1), ..., o(en)) = Z ip(e) = (Z)\ el> =p(x

by =1
n

Proposition.
Soit By et By deux bases de E. Alors

Pass (BY, B3) = 'Pass (By, Bs) "

Démonstrgtiorz. ) (B1. By)
= P = Pass
Notons ! ClresCn) ot { D@2/ On veut ‘QP = I,,, ce qui découle de
:(flv---afn) Q:Pass(Bl7B2) v Q q
[In]i7j = fz f] lZQk z@;| (Zpl,jﬁ) ZQk7zleek el
=1 k=1 _51
qu,ika = Z [tQ] ik [P]k:J = [tQP]Z"j .
k=1 k=1
Corollaire.

Notons (V') Uensemble des bases d’un espace vectoriel V. Alors lapplication

J.{ B(E) — B(E)
' B — B*



(o comme "Star") est une bijection.
Démonstration.
e injectivité : si o (B1) = o (B), i.e. By = B3, alors
Pass (By, B2) = 'Pass (B;,B5) ' = 'I-' =1, dou By = Bs.

e surjectivité : soit C une base de E*. On se fixe une base By de E de référence, puis on considére une base
B de E telle que Pass (By, B) = ' Pass (B,C)”" (possible car la matrice de droite est inversible), de sorte que

Pass (B, B*) = 'Pass (By,B) ' = ! (t Pass (BS,C)_l) = Pass (Bg,C)
et donc C = B* = o (B).

On dispose ainsi pour toute base C de E* d’une base B de E dont la duale vaut C. B est appelée base préduale
ou antéduale de C.

2 Bidual

La chose fascinante de la dualité en dimension finie est qu’elle agit comme un miroir.

FE et E* sont isomorphes, mais ils ne peuvent étre naturellement identifiés — I'isomophisme dépend du choix
d’une base de E —, de méme qu’un objet et son image dans un miroir se ressemblent en tous points, mais ne
sauraient étre confondus pour une histoire de chiralité (I'image d’une main droite est une main gauche...).

Cependant, quand on considére le dual du dual de E, on retombe sur nos pieds, via I'identification suivante.

Définition.
Le bidual de E est par définition le dual de E*, i.e.
E* = (E")" = L(E*,K).

2.1 Identification d’un espace a son bidual

Proposition.
L’application

E N E**

J: ~ { EFr — K
x — I:
¢ — o(z)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

J identifie ainsi de maniére intrinséque E & son bidual E**.

Démonstration.
e J est tout d’abord bien définie, car T est linéaire :

A +9) = Do+ 9] (z) = Ap (2) + 9 (2) = A2 (9) + T () .
e Montrons ensuite la linéarité de J :
ey (p) = (e +y) =X (@) + 0 (y) = A () + 7 ().
o Il reste a prouver que J est injective, ce qui concluera par ’égalité des dimensions
dim E** = dim (E*)" = dim E* = dim E.

Soit donc x € Ker J. Si z # 0, on compléte la famille libre (z) en une base de FE, et on considére la forme linéaire
z* dans la base considérée, de sorte que

0=2(z") =z () = 1, absurde.

Il en résulte o = 0 et l'injectivité de J.



2.2 Crochet de dualité

L’isomorphisme entre E et E** étant maintenant établi, on voit que ’écriture

() =7 (p)

comporte une certaine symétrie (ou dualité) : il n’y a plus de raisons de choisir qui est ’application et qui est
le vecteur.
On introduit par conséquent le crochet de dualité

() = (x,00) =0 () =T (),

notation symétrique qui remplace avantageusement les précédentes — noter que I'on parle de crochets, alors qu’il
s’agit en vérité de chevrons —, la dualité entre E et E* s’exprimant & travers la propriété (x,p) = (J (z), ¢).
L’isomorphisme J peut maintenant se réécrire de maniére beaucoup plus concise :

r <.’E,>

2.3 Bidual et bases duales

Un aspect sympathique de l'isomorphsime J est qu’il se comporte bien vis-a-vis des bases duales.

Proposition.
Soit B une base de E. Alors J (B) est la base duale de B* :

J(B) = B*.

Démonstration.
Ecrivons B = (e1,...,en). On a J (ex) (ef) = (ef, er) = 67, ce qui est précisément la formule définissant (ef)*.

On en déduit une formule explicite pour la base préduale, dont 'existence a déja prouvée a I’aide de matrices
de passage.

Corollaire (expression de la base préduale).
Soit C une base de E*. Alors la base B préduale de C peut s’écrire

B=J"'(C).

Démonstration.
Si un tel B existe, on doit avoir C* = (B*)" = J (B), d’ou 'idée de définir

B=J"1(C").
Posons €= (1,0 0m) avec e; = J 1 (¢F). On veut C = B*, i.e = ¢} pour tout k, ce qui s’obtient en
62(61,...,6n) T Pi)- - ) L€ QP = € P ’ q
calculant
o (€1) = (o e) = (oo (€0)) = (p 0]) = 67
Synthése.



On dispose d’une bijection "duale" et intrinséque entre B (E) et 8 (E*) donnée par

J BE) — B(EY)
Of { B N B* et
S BE) — ()
B C —  J7L(CY)
E 5  FE*
On peut tout résumer sur le digramme commutatif suivant : J N\ log .

e+

Démonstration.
Construisons 0;31 en utilisant les propositions précédentes. On définit.

T.{B(E*) —  B(E)
N o J(e)

qui va étre 0;31.
Soit C = (¢4, .., p,,) une base de E* et B = (ey, ..., e,) I'image de C par 7. On a donc e; = J =1 (¢}).
Pour montrer que og7 (C) =C, i.e. [J ! (C*)]* = C, ou encore ¢}, = ¢, pour tout k, on calcule

o (€) = (pp, i) = (@1, T (€5)) = (o, ©) = 0%, qui est la formule souhaitée.
Par ailleurs, on sait que
rop (B)=1(B*)=J"" ((B*)*) =J B =J"1(J(B) =8B

T est donc bien ’application réciproque de 0.

3 Orthogonalité

3.1 Définitions et propriétés basiques

Définition.
On appelle orthogonal de A C E le sous-espace vectoriel de E* défini par
At = {peE*;Vac A, ¢(a)=0}
= {peE"; {(p,A) ={0}}.
On appelle orthogonal de B C E* le sous-espace vectoriel de E défini par
B° = {xe€eFE;VbeB, b(z)=0}
= {zeE; (B,x)={0}}.

Il est clair que A+ et B° sont des sous-espaces vectoriels de E et E*.

Remarque. Pourquoi le terme orthogonal est-il le méme pour A+ et B° alors que, dans le premier cas,
on rajoute une étoile a I'espace de départ, et dans le second on en retire une ?
Il s’agit encore de l'identification de E et E** via J, car on dispose de 1’égalité
Bt =J(B°).
En effet :

Bt = {yeE™; (y,B)={0}}
{J(x)e B ; (J(z),B) ={0}}
{J(z) e B ; (2,B) = {0}}
J({z € £; (B,x) ={0}})

— J(B°).



Cette identité est a retenir. Toutes les démonstrations concernant des orthogaux B° peuvent étre copiées
mutatis mutandis sur celles des orthogonaux AL, mais il vaut mieux utiliser directement les résultats des A+
sur les B puis 'isomorphisme J pour conclure.

Propriétés.
o Tel un miroir, l'orthogonalité duale inverse l’ordre de la taille des objets :

Ay C Ay = Ay C A}
By C By = B; C B}

e Lorsque l'on parle d’orthogonalité, on peut toujours se ramener & des sous-espaces vectoriels :

(Vect A)" = Vect (A+) = A+
(Vect B)° = Vect (B°) = B°

Démonstration.
e Par implications directes :

peAy = (p, A1) Clp,A) ={0} = (p,41) ={0} = p €Ay
Le second cas se traite en passant par J et en utilisant le premier cas :
By =J ' (By) cJ ' (By) = B.
e Par équivalences :

p € Vect (AL) @ € At car A1 est un sous-espace vectoriel

(0, A) = {0}
(p, Vect A) = {0} par linéarité de ¢
o € (Vect A)*.

111e

Le second cas se traite encore avec J, en appliquant le premier cas :

(Vect B)" = Vect (BY) = J((Vect B)°) = Vect J (B°)
= J((Vect B)?) = J (Vect (B°)) par linéairité de J
= (Vect B)° = Vect (B°) par injectivité de J.

3.2 Description des orthogonaux

Il existe une maniére trés simple et en méme temps trés riche de voir les orthogonaux.

Proposition (construction des orthogonaux).

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour obenir F* :

e on prend une base (e1,...,e,) de F,

e on la compléte en une base (ey, ...,e,) de E,

e on la dualise,

e on prend l’engendré Vect (€;+17 e e:) des vecteurs hors de F' dualisés.
Ceci peut se résumer a laide du schéma suivant :

F
E . ’ N
: €1,-.,€p  €Ept1,...,€En
* . * * * *
E*: ef,...ep €pyqsnty

L



Soit V' un sous-espace vectoriel de E*. Pour obenir V° :

e on prend une base (<p1, ...,gpp) de V,

e on la compléte en une base (@4, ...,,,) de E*,

e on la prédualise, mettons en (eq, ..., ey),

e on prend l’engendré Vect (ept1, ..., €5) des vecteurs hors de V' prédualisés.
Ceci peut se résumer & l'aide du schéma suivant :

VO
—N—
E: e1,..,ep epyisensty
*
EX o @1y 0p Ppirsens
———
v

Démonstration.
11 suffit d’écrire :

peF+ (o, F) = {0}
Vi=1,...,p, {p,e;)=0
Vi=1,...,p, {p,el™) =0
Vi=1,...,p, e (p)=0

@ € Vect (e;H, ...,efl) )

rreey

Pour V°, on répéte le procédé ci-dessus en passant par J ! pour retomber dans E :

14

E*
. ()017"'7301) Sop+17"'790n
. * *
E* 1Py Ppisees Pn
—_———

VL
E: €1, .y Ep €pt1y s En
—— ———
I n0h) JTHVE)

On se souvient alors que V° = J~! (V1) et quune base préduale de (py,...,¢,) est J~! (7, ..., %), ce qui
conclut.

Corollaire (dimensions des orthogonaux).
Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors

dim F+ = codim F
(FH)°=F
Si V est un sous-espace vectoriel de E*, alors

dim V° = codim V'
(Vo)yr =V

Démonstration.
Tout tombe en reprenant les constructions décrites a la proposition précédente.



3.3 Quelques corollaires

Corollaire 1 (comportement de | et o vis-a-vis de + et N).
L’orthogonalisation transforme les + en N et les N en +, au sens suivant.
e Si I’ et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors

(F+G)" =F+tnaGt
(FNG): =F++G*

e 51V et W sont deuzx sous-espaces vectoriels de E*, alors

(V+W) =venwe
(VW) =Ve+Wwe

Démonstration.

Premiére méthode (utilisation de la construction explicite des orthogonaux).
Soit (hy, ..., hy) une base de F' NG, que 'on compléte en

(hi, ..., b, f1, .., fp) base de F'
(h1seoy hry g1, -oe, fq) base de G

Vect (f1,-.s fp)
Vect (g1, .-, 9q)
F NG qui ne serait pas dans Vect (hq, ..., hy).

On applique alors la construction des orthogonaux. On compléte la base (fi1,..., fp;s g1, -y Ggs P1, .., hy) de
F 4+ G en une base de F :

Remarquer que les espaces { sont en somme directe, sinon ils contiendraient un élément de

(ela "'aem,flv "'7fpvgl7 ~~~7gqa hla () hr) .

Résumons :
FNnG
—
E el onem fionfp by he g1, 99
F
G
E 617"'7e’maf17"'7fp7h17“~7h7‘7glu"'ng'
F+G

Les résultats devraient maintenant apparaitre clairement sur le schéma ci-dessus en réécrivant tout dans le dual.
De maniére plus explicite, on a

{ Ft = Vect (6T7 o €y G1 ""g:;)
GYL = Vect (6’{, "'ve;kn?ff7 ’f;) ’

d’ou
(F+G)" = Vect(el,....ef)
= Vect (ei*, s s 1 ...,f;) N Vect (e*{, ey € G5 ...,g;‘)
= FtnG*
et
1 * * * * ok *
(FNG)~ = Vect (el,...,em7f1,...,fp,gl,...,gq)
= Vect (ef, v 1y ...,f;) + Vect (e’{, ey €y 1 ...,gZ)
= F++G*



Pour V et W, on applique comme toujours ce qui précéde en y incorporant du J :
VW) =g (VW) ) =g (VEaw) = 7 (V) na Tt (W) = venwe

puis
VAW =7 ((VAW)h) =g (V2 Wh) = 7 (V) £ (W) = Ve e,

Seconde méthode (utilisation des dimensions).
On raisonne directement par double inclusion. On a d’une part

— (F+@)" c FtnaGt,

FCF+G = (F+G)" cFt
GCF+G = (F+G) cag*t

d’autre part
peF NGt = (o F)=(pG) ={0}
= (o, F+G) c {0} + {0} ={0}
— pe(F+0)"
d’ou ’égalité
(F+G)" =F-naGt.

Par ailleurs,

peEFL+Gt = 9= ¢op + 9o
—~ =~
EFL eGL
= (p,F'NG) C{pp, FNG) + (pc, F'NG)
g <@7FQG> <90Fa > <90G3G>
= (p, F'NG) C {0} + {0} = {0}
= e (FNG)*

d’ou
Fr4+ Gt c(FnG)*
et puisque l'on a toujours l’identité dimensionnelle
dim (F+ 4+ G*) +dim (FF NG*) = dimF* +dimG*
= (n—dimF)+ (n—dimG)
= (n—dim(F+@Q))+ (n—dim (FNG))
= dim [(F+6)"] +dim [(Fn &),

on conclut grace a la premiére égalité que

dim (F* + G*) = dim [(F N G)L] .

On recommence ezactement la méme chose pour V et W. On a d’une part

WcCcV+W = (V+W)° cWwe

d’autre part

zevVenwe = (V,z)=(W,z)={0}
= (V+W,z) C {0} +{0} = {0}
= ze(V+W)°,

10



d’ou I'égalité
(V+W) =vVenwe.

Par ailleurs,

reVe4+WwWe T= zTy + Tw

NOSNy

(S cWwe
(Vnw,z) c(VnWay) +(VWzw)
(VnW,z) C (V,zy) + (W, zw)
(VnWw,z) c {0} + {0} = {0}
re(VNWw)®,

Fery

1.€.
Ve+WeCc(VnWw)®,

et puisque l'on a toujours I’identité dimensionnelle
dim (V° 4+ W°) + dim (V° N W°) = dim [(V + W)°] + dim [(V N W)°],
on conclut grace a la premiére égalité que

dim (V° + W°) =dim [(V N W)°].

Remarque. L’avantage de la seconde méthode est qu’elle permet d’obtenir les trois quarts des résultats
sans utiliser la dimension finie.

Corollaire 2 (calcul du rang d’une famille de formes linéaires).
Soit ¢y, ..., p, des formes linéaires sur E. Alors

p

rg (1, ...,cpp) = codim () Ker ¢;.
i=1

1=

Démonstration.
Il suffit de remarquer que

p
Kerp, = {xeE;Vi=1,..,p, {(g;,z)=0}
=1

= {zeE; (Vect (¢1,...0,) ) = {0}}
Vect ((pl,...cpp)O,

7

d’ou

dim fp] Kerp, = dim (Vect (901, ...<pp))°
i=1

1=

= dim F — dim Vect ((pl, ...<pp)
= dimFE —rg (<p1, ...cpp) .

Corollaire (décomposition d’un sous-espace vectoriel en intersection d’hyperplans).
e Tout sous-espace vectoriel F' peut se décomposer comme intersection de codim F' d’hyperplans :

codim F’
F= Ker ;.
=1

1=

11



e Réciproquement, pour toute décomposition de F en q hyperplans

q
F= ﬂ Ker(ﬁia
i=1

1=

d’une part on a q > codim F', d’autre part on peut extraire de la décomposition une sous-famille de codim F
hyperplans dont Uintersection reste inchangée, i.e. (quitte a réindexer les ;)

codim F

F= Ker ;.
=1

1=

Démonstration.
Concernant I'existence, on considére 9y, ...,,, une base de FL avec p = dim F- = codim F, de sorte que

zeF <+— =zxc¢ (Fl)O
— (F*z)={0}
= Vi=1,..,p, (¢;,x)=0
— Vi=1,...,px e Kervy

P
<~ z€ ) Kery,.
i=1

1=

Soit réciproquement F' = ﬂgzl Ker ¢; une décomposition de F' en ¢ hyperplans. Quitte & renuméroter les
©;, soit (¢y,..., ,.) une sous-famille libre de (¢, ..., ,). Puisque

q
codim F' = codim () Ker ¢; = rg (¢4, ...,(pq) =18 (01, ,) =T,
i=1

1=

on a ¢ > r = codim F' et la minoration voulue sur le nombre d’hyperplans utilisés. D’autre part, on dispose de
I'implication

P € Vect (1, ...,p,) = [) Kerp, C Ker,
i=1

1=

ce que montre que ﬂgzl Ker g, = ﬂ;=1 Ker ¢, ;), prouvant que 'on peut élaguer les hyperplans restants.

4 Application transposée

Transposer une matrice est une opération miroir, tout comme la dualité. Voyons un lien plus précis.

4.1 Définition — relation matricielle

Définition.
Soient E et F deux espaces vectoriels et uw € L(E,F). On appelle transposée de u lapplication linéaire
définie par

. F* — E*
u
v2) — you

Proposition (justification de la terminologie "transposée").

. . . . ) B base de F
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, { C base de F et we L(E,F). Alors

Mat ‘u = *Matu.
Cc*, B* B

B

12



Démonstration.
= (e1,. €n)
= (f1, s fm)

forme linéaire ¢, on obtient

Posons et notons A = Matpcu. En utilisant la formule ¢ = >";'_; ¢ (ex) €} pour une

fu(f) = fjfkouzz [f5ou] (er) e, :Zf;(u ex
k=1 =
= ( a; kf?,) ek = Z Zal kfj* (f )ez = Z a/_],k;ek,
k=1 i=1 SN——"

3
k=11i=1
_57

d’on

t _ ** * _ ok o
Ll\*/l%t* u]zj T (ffou) =¢; (Z%kek> Zajke (er) =aj;= [ Matu}

k=1 sk 0

)

En corollaire immédiat :
rg ‘u =rgu

tluowv)= two tu
Xty = Xu
Sp (*u) = Spu

4.2 Lien entre applications transposées et bidual

On sait que * (*A) = A pour A matrice. Qu’en est-il des endomorphismes et de leur transposées ?

Propriété (calcul de ! (‘u)).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L (E). Alors

t(tu):Jouoj_l.

Démonstration.
reFR
Pour oec B on a

[ ("u) (T @)] (9) = [J(z)o "u](p) =T () ("ulp)) = (=, uly))
= (@pou) =(pu() =[J(u(@)](p),

dou’ (*u) (J (z)) = J (u(x)) pour tout z, i.e. * (*u)oJ = Jou. Le résultat en découle étant donnée l'inversibilité
de J.

Remarque. On retrouve la relation * (*u) = u & peu de choses pres, le J étant juste une passerelle entre
les espaces de définition.

13



4.3 Calcul du noyau et de I’image

Proposition.
Im (‘u) = (Keru)™

Soit w € L(E,F). On dispose des égalités suivantes : { Ker (u) = (Imu)* °

Démonstration.
e On a les implications
pelm('u) = o= "u(y) =vou = (p,Keru) ={0} = pe (Keru)™
On obtient ’égalité en prenant les dimensions :
dimIm (*u) =rg (*u) =rgu = co%im Keru = dim [(Ker u)ﬂ .
e On a les équivalences

peKer('u) <= pou=0 < (p,Imu) ={0} < ¢ € (Imu)*

4.4 Espace stable et dualité en dimension finie

Proposition (trés utile).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E et u € L (FE). On a l’équiva-
lence
F stable par v <= F* stable par "u.

Démonstration.

Premiére méthode (par le calcul).
e Supposons F stable par u. Soit ¢ € F-; on a

("w(p), F) = (pou,F) = (p,u(F)) C (p,F) = {0},

d’ou tu (p) € F*.

e Supposons réciproquement F- stable par ‘u. On dispose alors de deux approches, 1'une utilisant la dé-
composition de F' en intersection d’hyperplans, I’autre le bidual.

* On décompose F' = (_, Ker ¢, en intersection d’hyperplans. On a alors les implications suivantes, &
ied{l,..,p} fixé:

FCKerp;, = (g, F)={0} = ¢, e F* = ‘'u(p,) € F* = ¢,ouc F*
= (piou, F)={0} = (p;u(F))={0} = u(F)CKerg,

don u(F) C (i_,Kerp;, = F et F est bien stable par .

* On applique le sens direct : (FL)L est stable par * (*u). On sait déja que

(FH)" =7 ((F)°) = 2P,
et une propriété précédente nous donne ! (*u) o J = J o w. Maintenant, pour z € F, J (z) € J (F), donc son

image par * (‘u)
"(*u) o J (z) = Jou(x)

doit rester dans J (F'), donc u (z) reste dans F' par injectivité de J. C’est-y pas plus joli comme ¢a ?

Seconde méthode (par les matrices).
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Soit F une base de F que I'on compléte en B = (F, &) base de E, de sorte que F+ = Vect (£*). On a alors
les équivalences suivantes :

F
=
F stable par u <= Matu = ? ?
B
0 ?
70
. (T
<— MBatu = ( 2 9 )
FL
<= Mgt (tu) = ? 0
B 2 2

<= F* stable par ‘u.

C’est quand méme bien plus classe comme ¢a, non ?

La proposition précédente s’avére trés utile pour mener des raisonnements par récurrence.

Ilustrons en montrant par exemple qu’un endomorphisme u € £ (E) est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique x,, est scindé.

On commence par faire passer les hypotheéses dans le dual. Dans notre exemple, si A est une matrice
représentant u, alors *A représente ‘u, donc xi, = Xt4 = X4 = X4, C€ qui montre que x:, est scindé.

On montre ensuite que *u admet une droite stable. Pour le cas qui nous intéresse, x:,, est scindé¢, donc admet
une racine, d’otl une valeur propre pour ‘u et la droite stable cherchée.

On peut alors appliquer la proposition précédente : on dispose d’une droite D dans E* stable par ‘u, donc
son orthogonal D° dans F est stable par u. Or, dim D° = dim F —dim D = dim £ —1, donc D° est un hyperplan
H.

On conclut en appliquant I’hypothése de récurrence & u restreint & notre hyperplan stable. Soit eq, ..., e,_1

r *>01‘1Test

une base de trigonalisation de u. On compléte par un vecteur e,, d’ot Mate, . e, u = < 0 A

triangulaire supérieure, ce qui montre que u est trigonalisable.
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