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Enoncé. Soit n € N, soit a € R™ injectif. Etablir I’égalité

aa; 11— (=1)"
ZH a; _aj] - 2 ’

i=1 j#i

Stratégie : (on notera S la somme de gauche)

1. montrer la constance de S en tant que polynéme évalué en a,,
(la symétricité de S en les a; montrant alors que cette somme ne dépendra pas des a;);
0 si n pair

2. choisir des a; judicieux afin de faciliter le calcul de S, attendue valoir { - .
1 si n impair

Reéalisation. La somme S est I'image de a,, par le quotient de polynémes
J# .

1—aja; | 1—a; X 1— Xa, dont nous allons faire
fo= Z H a,_;.j a._lX +H X—a? ap(paraitrelespélesa' )

i<n \j<n J v j<n J j<n

1 7 1—a;a; 7
1
- sty (I ex-0TTa-a) +[T0-x0)
j<n J i<n \j<n " J j<n j<n

Notons P le gros polynome dans le crochet. La fraction f sera alors constante ssi P est multiple scalaire du
produit H;<n (X —a;), cad (par injectivité! de a) ssi P s’annule en aj, pour chaque k < n.

Soit donc un tel k : dans I'image P (ay), le facteur H]<n( —a;) évalué en ay sera nul dés que ¢ # k, ce
qui réduit la somme ), au seul terme indexé par i = k, & savoir

e, j#k j#k
— -1 —a)=—(1- 1 — aga,
I, | o= T (- ) = = (1= o) [T (0 - vay),

Jj<n j<n j<n

lequel est 'opposé du dernier terme [];_,, (1 — Xa;) de P (évalué en ay), d’ott la nullité cherchée.

Pour faciliter le calcul de la somme S, il serait bon de chercher & annuler ses termes, ¢ad & annuler des
facteurs 1 — a;a;, ce qui peut étre réalisé dés que a; admet un inverse parmi les a;-;, par exemple?

1.1 1
quand a est la suite (2, 333 , 4, T ) .

En résulte la nullité de S quand n est pair. Si n est impair, en rajoutant & la suite ci-dessus un a; = 1, la
somme S se réduira au seul produit d’indice i, dont le facteur général vaut & =10 =1,dou S=1.

—a; 1—a;
(Une variante est d’imposer a; := w’ oll w est une racme (n+ 1)-iéme prlmltlve de I'unité. Nous disons
« variante » car les a; forment ’ensemble {w, w2, AW L } lequel contient un —1 isolé ssi n+1 est pair,
w w w

auquel cas le terme-produit correspondant dans la somme S a pour facteur général —1 et vaut donc (—1)"_1 =1))

1C’est I'unique endroit o Ion utilisera ’hypotheése d’injectivité, laquelle a donc une utilité technique au-dela de simplement

donner sens aux inverses — LL_ pour ¢ # j.
J
2Pouvait-on simplement imposer ajy1 = L ? L’injectivité nous obligeait alors & éviter a; = 1 — et surtout les boucles a;42 =
11 = a; ! Ces derniéres seront évitées en 1mposant ag;y1 = 7 et l'injectivité vérifiée avec n’importe quels ag; # 1 distincts.
a; i

3Les a; étant imposés réels, le polynome P (constant) est un réel. Or pour évaluer P rien ne nous oblige & rester dans R :
n’importe quelle extension (de COI‘pb) de R fera l'affaire! Sortir du cadre..



