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Soit E :=1?(N) @ I2 (R).

1. Montrer que toute famille orthogonale de E est incluse dans 12 (R) sauf un nombre au plus dénom-
brable.

(bonus) Montrer que dim [? (N) = 2%o,

[\

Soit (ay) une base linéaire de 12 (N) et (by) une b. on. de I? (R).
On pose F := Vectacr {aa + ba}

3. Montrer que F est en somme directe avec 1 (R)
4. Montrer que F n’est pas séparable
5. Montrer que F n’est pas de base hilbertienne

Solution proposée.

1. Soit (e;) une famille orthogonale de E. Pour tout n € N, Parseval nous dit que 3 (¢; | 6,)° < [|6,]> =
1, donc les (e; | §,) sont sommables, donc & support I,, fini, donc e; L 1* (N) pour i ¢ U, 5 In-
2. La famille des (a"),,- lorsque a décrit |0, 1[ est R-libre, d’ott dim 12 (N) > 2%o,

Par ailleurs, on a 'inégalité dans 'autre sens

dim 2 (N) < card 12 (N) < card RY = (2%)° = 28 = 2%,

3. Supposons >" A, (aa + ba) = - p1,be. Séparant [2 (R) de 1% (N), il vient > Mpaq = 0, d’oit (\y) = 0.
4. Supposon F séparable. Alors F'+1? (N) aussi, donc son adhérence aussi. Or, F' + {2 (N) contient /2 (R)
car N N
%Anban = lim zoj M (@, + Do) zoj Anbn,

Donc [? (R) est séparable : soit (c,) une suite dense. La réunion D des supports des c, est au plus
dénombrable. De plus, ¢, (o) = 0 car {c,} ne peut atteindre que les suites de [? (R) & support C D :
contradiction.

5. Soit (e;) une base hilbertienne de F. Les points 1 et 3 montrent que (e;) est dénombrable, de sorte
que F' est séparable, contredisant le point précédent.

1 Théoréme de Grothendieck

Soit E un sev fermé de LP N L sur un espace de proba avec p > 1. On veut montrer que E est de dimension
finie.

1. Montrer que l’injection canonique ¢ : E C LP — L est continue.

2. Montrer que
38, Ve S, Ifle <BIfl;-

(on pourra distinguer les cas p < 2 et p > 2)

On fixe & présent fi, ..., f,, une famille orthogonale dans E C L? dont on souhaite borner le cardinal.
Pour a € B boule unité de C™, on pose

fa = Zaifi-

On considére B’ une partie dénombrable dense de B.

3. Montrer || fo|lo < B pour tout a € B.



4. Conclure par un bon choiz de a.

Solution proposée.

1. Soit ¢ : E C LP — L*° l'injection canonique. Montrons que ¢ est continue par le théoréme du graphe
fermé. Soit f, dans E qui converge vers f dans L*°. Puisque [|-[|, < [|-[|,, (on est dans un espace de
proba), on bien f, — f dans L”, et comme E est fermé, on a f € F, ce qui conclut.

Ainsi, il y a un o tel que Vf € E, | fll < ol f],

2
2. Pour 1 < p < 2, Jensen a z» donne (’/ffp < f(fp)%, ie |Ifll, < £l

Pour p > 2, on a
p
(M) <usy = [157 < [usi 1 =020,

d’ott en prenant la racine carré || f]| < a% || f],-
On conclut en prenant  := max {1, a® }
3. Pour a € B/, on a

[falloo < Bl fally =8,

donc f, () < B p. p. en z, donc pareil Va € B’ car B’ dénombrable. Or, a x fixé, application a — f, ()
est continue (car linéaire), ce qui permet d’obtenir 'inégalité ci-dessus pour tout a € B.

__Ji@) _{e sorte que
Vol @ O sore du

fulr) = ZLEE@ SR,

VI @)

d'ou 3|5 (2)]* = | fa (2)]* < B2 Intégrer en z donne

ST @)

. emn

4. On prend ensuite a; =

2
)

5%, CQFD.

IA
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2 Sev de L?(R) invariant par le shift

Pour f € L! (R, C), on pose f (z) = Jo f () e~ dt.
Soit E un sev de L? (R) invariant par translation :
feE = [Va€eR, f(-—a)€ E].

Montrer qu’il y a une partie A C R mesurable telle que

E:{feLz; ﬁA:Op.p.}

Solution proposée.
E est un sev fermé de L? (car = est une isométrie) stable par translation : f € E = f(-—a) € E =
fe @ c E.
~—
On consideére la projection orthogonale P sur E: pour tout f,g € L? et pour tout a € R, ona f— Pf L
(Pg) ea, iLf (f — Pf)Pge, = 0, et ceci Va, d'ou (f — Pf)Pg = 0. Or, f—Pf,Pg € L?, donc le produit
(f — Pf) Pg est dans L', et par injectivité de ~ on en déduit (Pg) f = PfPg.



Echanger les roles de f et g donne (Pg) f = gPf. En particulier pour g > 0 (par exemple g (t) = e~ Ith), on

obtient (avec ¢ := %)

VfeL? Pf=¢p-f.

Or, puisque P? = P, on doit avoir ¢*> = ¢ p. p., i. e. ¢ € {0,1} p. p..
Enfin, en notant A le lieu d’annulation de ¢ (défini & un ensemble de mesure nulle prés), on a les équivalences

f=1fsur A

F=0f sur A <~ f=0sur A

fEE = Pf=f = f=of < {
3 Caractéres de ’algébre de convolution L'

Pour f € L! (R, C), on pose f (z) = Jo f (&) e~ dt.
Pour a € RU{co}, on pose (a, f) := <]?, a>.

On veut montrer que les @ sont les caractéres non nuls de 'algébre L' munie du produit de convolution.

1. Donner un sens a 0.

2. Montrer que tout caractére ¢ d’une algébre de Banach satisfait |||p]|] < 1.

On fixe par la suite un caractére ¢ non nul.

3. Montrer qu’il y un @ € L* tel que, en notant f; := f (- —t), on ait pour tout f € L*

o (ft) =@ (f)@(t) presque partout en t.

>

Montrer que @ peut étre pris dans C° (R, C) puis que 1 transforme sommes en produits.

(@1

Conclure.

Solution proposée.

1. Tentons de définir oo par la limite simple des @ quand a — oo :

<667 f> = lim <Zi, f> = lim f (t) e*iatdt Rieléann 0.

On trouve le caractére nul.

2. Supposons par 'absurde que |||¢||| > 1. Il y a donc un point a de norme < 1 tel que || (a)|| = 1.
Alors la série s, := —a — a? — a® — ... — a™ converge absolument, donc converve vers un certain s. Mais
puisque s, +a =as,—1,ona s+a=as, dott ¢ (s)+¢(a) =p(s)p(a), i e p(s)+1=¢(s), ce qui est
impossible.

3. D’apres le lemme, ¢ est une forme linéaire continue, donc 'intégration contre un ¥ € L.

Alors le complexe ¢ (f * g) vaut d’une part

oo [1a-ng0a)

L/tf<w—t>g<t)w(x)dmdt

/tg@)/ftw:/tg(t)Mdt,

(¢ = [90) 2B

t

d’autre part

D’aprés 'unicité de Riesz, on conclut & I’égalité presque partout en ¢

e (f)=e Ny (H).



4. En prenant un f tel que ¢ (f) # 0 (on peut car ¢ # 0), ’égalité ci-dessus se réécrit

_ o (ft)
o (f)

Or, lapplication ¢ +— f; est continue pour la norme?? 7?7, donc la formule ci-dessus montre que 1 se
prolonge en une application continue partout définie.

¥ (t)

Ensuite, on peut voir que 9 transforme sommes en produits :

ooy _?(U) _o(r)v
Y(r+y) = = = =¢(x)Y(y).
CHI=T00 T e T e YEvw
5. Ce qui suit est un classique des équations fonctionnelles.
Faire x = y = 0 donne 1 (0) € {0,1}. Si ¢’était 0, alors faire y = 0 donnerait ¢ = 0, d’ou ¢ (f) =
J fv =0, ce qui n’est pas.
On a donc

¥ (0) = 1.

Par continuité, il y a un § > 0 tel que f06 1 > 0, ce qui permet de déduire de 1’égalité

g g g S+x
(/0 ¢>¢(w)/0 T/J(t)d)(x)dt:/o Y (t+ax)dt = v
la dérivabilité de 1.

Dérivant selon x puis faire z = 0, on trouve ¢ = At (avec A := ¢’ (0)), d’ott ¢y = Be?". Mais la
condition ¢ (0) = 1 impose B = 1, d’ou ¢ = e, Enfin, le caractére L™ de 1 impose A € Ri, disons
A = —ai, ot ¥ (t) = e~ % et finalement

o (f) = / £ () (1) dt = / f (t) e~ itdt =@ (f), CQFD.

4 La composée de deux foncions Riemann intégrable n’est pas Rie-
man intégrable

on peut prendre f = la fonction de Weierstrass qui vaut 1 sur un rationnel 2 en forme irréductible, et 0 sur
un irrationnel, et g = xjq 1) : alors la composée g o [ est la fonction xg indicatrice des rationnels, qui n’est pas
intégrable au sens de Riemann, tandis que g et f le sont

5 Fubini pour les fonctions continues sur des segments

si tu veux faire démontrer Fubini pour les intégrales de fonctions continues, tu peux faire comme ceci :
Soit f : [a,b] X [¢,d] — R une fonction continue.
Je veux montrer que :
b ( rd d [t
J (fc f(z,y) dy) do = [ (fa’ f(z,y) dfc) dy

Pour cela, je pose :

g(X) = [ ([ f (@) dy) deo

h(X)= [} (faX f(@,y) dy) dx

Alors g est dérivable (intégration des fonctions continues : fj f (-, y) dy est continue par continuité sous I'inté-
grale) et ¢’ (X) = fcd f(X,y). De méme, h est dérivable (dérivation sous 'intégrale) et h' (X) = fcd f(X,y)dy =

g (X).
Comme g(a) = h(a) =0, on a g(b) = h(b), CQFD.



6 SUr les partitions de rectangles a cotés entiers

Soit un rectangle R que l'on partitionne en rectangles R; . On suppose que chacun des R; a I'un de ses cotés
de longueur entiére, démontrer qu’alors R a l’'un de ses cotés de longueur entiére.

On peut supposer, quitte a rajouter toutes les abscisses et ordonnées, que les petits rectangles quadrillent le
grand (gni??77?7)

L’astuce consiste a regarder l'intégrale de e2™(#+¥),
(le bon invariant)

7 Une limite

Il me semble que f : a +— fooo uimTiz)dx a une limite quand a tend vers 0 (1 en l'occurence). Quelqu'un a
une preuve simple de ce resultat qui me semble completement contre-intuitif ?

si & = a, alors f =t[7 Sﬁ(;i) dx qu’on intégre par parties en ¢ ([—% 1_:30 } 2 e (”ij_og:‘zt)"’; ) qui
vaut 1 — 2 [° g (z) cos (tm) dx avec g (x) = ﬁ qui est L' sur R, donc par riemann lebesgue le deuxiéme

terme tens vers 0 quand t — o0, ie f(a) — 1.
Rmq : f est de toutes facons calculable par le thm des résidus (si a > 0 au moins)

GAga, 4 juillet 2000, 18h43
8 Une fonction dérivée pas Rieman intégable

21nxsm(1)
CL’QSIH(; )

9 TUne condition [?

Montrer qu’'une suite positive pour laquelle le "produit scalaire" avec toute suite carre sommable est bien
defini est carre sommable elle-meme.

Pour ne pas faire de provocation, voici une version non-physicienne :

Soit (a,) suite de termes positifs tq Y a,b, converge pour toute b,, de I (R), montrer que (a,) est dans
2 (R).

On suppose que a,, n’est pas [2, donc que la somme des a2 diverge.

Jaffirme qu’on peut alors construire une suite ¢,, qui soit pas trop petite, de telle sorte que >_ ¢,a? diverge
encore, mais assez petite quand meme pour que Y t2a? converge.

Alors en posant b, = t,a, on a que b, est I2 mais que Y a,b, diverge, d’ou la contradiction.

Pour construire les t,,, ¢’est un peu du bricolage, il y a plein de facons possibles, en voici une.

Comme Y_ a2 diverge, on peut trouver une suite d’entiers n; croissante telle que pour tout k la somme Sy,

des afl pour ny < n < ngyq verifie S, > 1. Alors pour ny < n < ngy1 je pose t, = ﬁ

En sommant par paquets, on a bien Y t,a2 =3 ¢ diverge mais > t2a2 < > 75 converge.

Application de Banach-Steinhaus ?



10 Dual topologique de S!

Une autre fagon de voir ¢a que ce qu’a dit Yves, c'est que si f était un caractére (continu) autre que
en : z— > 2", il serait orthogonal & tous les e; (pour le produit scalaire usuel sur L?(S1)) (car l'intégrale sur Sy
d'un caractére non trivial est nul), ce qui contredirait la densité des e,, dans L%(S;).

Pour étre str de comprendre pourquoi l'intégrale d’un caractére x non trivial fait zéro :

En tout cas, tu peux toujours adapter la démonstration usuelle : par un changement de variables (la mesure
est invariante par translation), tu obtiens que l'intégrale de x (xt)sur Sp s’identifie a I, intégrale de x, mais aussi
a x(z)I, d’ou la nullité de I si tu choisis au départ x tel que x (x) # 1.

Ah oui, c’est beaucoup mieux, ¢a... Je voulais & tout prix utiliser la continuité dans un argument de densité,
mais tu ne 'utilises que pour dire que l'intégrale est bien définie, ¢a a I'air magique.



