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Parler des [P, mq ils sont complets
intro sur > 2, 3" L trois valeurs de ) (—1)", > 2™ —> pb convergence.

def (une séire & valeurs dans E est une suite de la forme n — . wu;o0 u est une suite de F), nature,
sommes parieilles, retes partiels, on n’en rien & cirer des premier termes pour la cvgernce, mais ils sont
importat pour le calcul de la somme
évoquer la défintion formelle de bourbaki.
critére de cauchy -> apparitions des tranches de Cauchy

EXO soient Y ap et > b, cvtq Y anz cv. Mg > ¢, = { @n SLTLPAS CAILE
b./m sinon
DEM  Regardons les tranches de Cauchy Y27 c, — > 0 an = 30 oy bk — D <2<, ar2. Trois séries cv,

donc la quatriéme aussi.

1 Termes positifs

critére comparison : si 0 < a,, < by, alors > b,cv=>>" a,cv (d’ou la contraposée!!)
cor a, = O (by,) avec) b, : alors ) a, cv
CP fatt o bt
~ b "— série de meme nature
Rq : il suffit qu'un terme soit > 0 APCR : par exemple % +o0 (%) ~
> an et > In(1+ a,) de méme nature
COR : [T (1 + a;) cv vers une limite non nulle ssi a; cv
EXO :si Y aycv, alors Y a2 cv. Plus généralement : > a, etd b,cv => 3 a,b, cv (tranche de Cacuhy)

{07
. o _n NeY _ 2 C
EG : acs 4T = acs (1 7n+1)’\’1/7n+1 NT%,CVbbla>2

ATTNETINO : toutes ces propsition sont fausses sans ’hypothsé > 0 (ou de signe constant)

8’il n’y pas le control 0 < a,a gauche, la suite a,, peut Evidemment faire ce qu’elle veut dans les négaifs (et
ce n’est pas un signe uniforme qui va changer la nature de la série),par exemple diverger grossiémenet : —n! < 0,
et pourtant Y0 cv.

Pour les autres, attendre Leibniz

Si=

1.1 Critére usuels pour positives

cauchy : cv si : lim {/a, < 1, div si lim{l/ﬁ > 1, pas conclure sinon (L et 1)

d’alembert : cv si hmu’”’l < 1, div si hm , pas conlure sinon

rq : au vue des 1negahte lim Z:l < hm\/@ < hm\/@ < hmM (car {L/ﬁcv=>u;?cv), cauchy est pus
fotrt que dalmenert, et stricemtn : u,, = 2% si pair et 5 si impair.

raab duhamel soft (corollaire de critére logarlhme) 11 précise d’alembert qui plante (les > —)

no

1.2 Séries de références

exponentielle
, . . o 1 r
Neumann (géomtrique) : >~ a" = 1= si |a| < 1.
Riemann : soit comparaion série intégrale, soit ni =0 f Pl (W — na%l)’ soit Raab Duhamel

(car D’alembert ne marche pas)
Bertrand : ) — lnﬁ cv ssi (o, B) > (1, 1) pour lexico
EXO : ZWCV ssi (OZ,B,’)/) > (1,1,0)??7?



EXo: )" ﬁ oua,b>07? TG:H_“%. Regardons qui pilote en bas. si b < 1, c’est 1, donc TG~ a™ cv
2vn
ssia < 1.8ib> 1, clest le second terme, d’oit TG ~ (2)"2V™. On regade Cauchy : £2 29vE — — 2. SEul cas

tangent : a = b, mais alors TG~ 2V™ qui dv

ATTETIon : ce n’est pas parce qu’on converge qu’on est eq au TG d’une série de référence... En particulier,
un TG n’a aucune raison d’étre un o ( 1)

CEG prendre 1 = sur les2” et 0 ailleurs

(mais ok 51 hypohtse croissance)

DE plus, & = n’est pas la série divegente minimale pour o :)

EXO : aucunde divergente mimal pour o

div

nlnn

1.3 Comparaison séries intégrales

f >0 décroissant = Y7 f (n) — [|" f converge en décroissant (borne inf irrelevant)
DEM par croissance on a f:“f < f(n) dout en sommant de n = 1,..., N linégalité f1N+1f <

N t(n , de srote que la suite N f(n)— N est minorée par N+l > 0; cette suite est de plus déroissante :
1 q 1 1 par p
n
Op —0p_1 = f (’I’L) - fn71 f <0.

si pas décroissant, les deux sens sont faux
CEG : f(x) = [sin27z| dv en [ mais ) f(n) = Ocv
CEG : prendre f = pics de plus en plus haut et resserés

Application : H,,
EXO : a a > 1 fizé, équivalent de Zf L Vi ?
(mmlnorer Z \[ > Efl 1 \/ f() n = 1+1 {x,ll-‘rl}o = nLHan-‘rl ~ gnt! :deme"me, majorer Z % <
n+1 ntl n+tl n
Sy =Ry h [#1] ™ @) Lo @+ ) e 55 )

EXO : eq de Z T
(a0 <z <1 fixé, on a une série de tg < l%nw, donc géom qui converge. Pour comparer, on introduit f : ¢t —

ot
=t —1=4 (‘“Ellnz )) qui décroit. Alors Y0 f(n) <N " f= [N = _ (e ?n;““ x) Nog
UNA41) 2
1nglim)et dans Pautre sens Y0 f(n) > S5 f:H = 2N+1f _ (e _l)rmln(l **) Nog (- “’1);13“(1*“’) ~
In(1—x)

ey carln(l4+z)~In2<In(1-=x).)
EXO caleuler Y270 (—=1)" 2. Poser S, := S7_, Bk et écrire 327 (—1)" B2 4 Gy = 21 ln(%)

n

(In2) Hy+Sy. Or, par décroissance positive de ¢ +— lr‘—t ,la sulte >N lr‘—"ffsN ntgr = CstJrSfo?) Int d (ln t)

n=3 n

converge, d’ou Sy = (lnn +Cst+o0(1). En réinjectant, il vient
2N 2 2 2N 2
1 In2N In N 1 In2
S :(—1)”%+% = (In2) (InN +7) + (“2 Y o1, cad 3 :(—1)”% o yln2— (HQ) , CQFD

(on peut le faire direct)

RQ :si f/ LY, alors Y f (n) — fn+1 f acv
COR : si en plus f L! alors Y f (n) acv mqu f acv)

EG??



1.3.1 Euler Maclaurin

On définit une suite () de fonction 1-périodiques par Qg =y et fol ay, = 0et ap = 1sur [0, 1] prolongées
sur R (il correspondent aux «,, := ]'2 o B, est la fonction 1-périodiqu coincidant avec B, sur [0, 1]).

Onaag=1,a; =X — é,a = an—1 sur R\Z et a, (1) = ay, (0) noté A,, pour n > 2.

ATETNON : les a,, sont tous continus a ’exceptino de aq !

pour f CH , Inq
1 F(O) F(]) P 1 1

DEMDes ipp sucessivies donnent

/ f=1forl = [flasl+ o+ ()P £ Vay | + (-1 / fPa

et il suffit de vérifier que [faq] = f (1) a1 (17) = f(0) a1 (0F) = f (1) 2 — £ (0) (—3). puis que les ay, pour k > 2

donnent la méme valeur évalué en 0 et 1. Pour le signe, vue la nullité des Ay pour k > 2 impair, on peut
remplacer les (—1)k Ay, par Ay.

un coro immédiat est par sommation et 1-périodicité

jél)+f<2>+-~-+f(n—1)+f(2m:/1nf+;‘4’“ [f(k_”}?‘(‘”p/lna‘”f@'

I(

s - 1
La moitié des crochet ainsi que ?) donne une constante :

fFO+f2)+---+f(n)= Cste+ /f+ Apf*=Y (n) + R,

2< k pair <p
avec R, = (—1)P7! [, f®) mais aussi —A, 2 S0 fOHD) () avec i < x; < i+ 1
Application : f =1In . On a In® (t) = % pour k > 1.

La somme étudié est Inn!.
Elle commence par

1 " 1 n
C’ste—l——nn—k/ In = Cste+ — 4 nlnn—n=In (C’ste\/ﬁ(ﬁ) )
2 2 e

1
Puis vient la somme

nk—1 nk
k=2 (pair 1
et enfin le reste n ( )
p—1)!
R, — /1 o (6) L Lt

qui vaut une constante (I'intégrale sur [1,00] & mettre dans le In) plus un grand O de [*° % = O (-L1). Le
reste TL serait plus précis, mais comme p > 2 est quelconque, on peut conclure :
By 1 By 1 By, 1 ( 1 )

1 !:1("+% *") t gy B2l Bl 0
B U SR B PO B PRy O D

k
Application : f (t) =1 ona fF) (t) = (;,Brlkl pour k > 0.
La somme étudiée est la série harmonique
Elle commence par

1 " dt 1
Cste—i———i—/ — =Inn+ Cste + —.
2n t 2n

. A (k—1)!
La somme ensuite vaut > 5 %



" 220) gt soit une constante plus un grand O de [ 44 = O (L).

Puis le reste R, vaut —p! n np

On en déduit

Application : f (t) = t% pour A\ > 0 autre que 1 On a f®) (t) = (fl)k t’}% pour k > 1,
La somme étudiée est 1% + 2% + n—&
Elle commence par

C'ste + ! + "t Cste + ! ! !
ste + —~ —~=Cste+ — — —————
2nA 1t 2nr A —1nr1

N -1 Tk
La somme d’aprés vaut )} A;Hl#

Puis le reste Rpvaut —\'? [ ‘;ﬂ? dt, soit (pour p > 2) une constante plus un grand O de [ tpdfx =

1
0 (k).

d’ott le DL

, &1 11 1 By A By \¥® By, AP~ 1

R D e T Il W P e ] W
1

, "1 gl 1 By, A By \'3 By, NP7 1

si0 < )\<1:¥§:m+65t+%ﬁ+7m+zn)‘+3+'”+%W (M)

1.4 critére condensation Caucy

si apdécolt vers 0, alors Y a, et Y 2"agn sont de méme nature

CEG: a, = % sur les 2% et 0 sinon
CEG : a, = 0 sur les 2 et % sinon

INTERET 777

2 Se ramener a terme positifs

2.1 Absolue convergenc

acv=>cv dans R; poser 0 < ul < |u,| et écrire Y u, = > uf — > u;,
(pour preuve, dire 0 < uy, + |ug| < 2|uy))

Réciproque fausse : attendre Leibniz
on se rameéne a du positif avec a,, = O (by,) et > b, acv => acv

EG : Z sine_:;hlnn — ZO (7%2)
ATTNETINo : pas de version divergente : O (1) peut div (siO constant), cv (si =(—1)"), voire étre nul!

EXO : Ya, acv => a2 acv : en effet, a,, — 0, donc 0 < |a,| < |a,|* APCR

évidememet, sans les signes, pb.

INtro : que dire de Y a, > by, 7 le calul formel fait apparaitre un produit de cauchy.
produit de caucyr de deux séreis acv est acv



(dvelopper!)
généralise en remplacant produit usuel par forme bilinéaire (continue).

Th Mertens : acviev = cv :
montrons |Cy,, — A, Bp| — 0 et |Cop1 — A By| — 0

Faire un dessin : triable isorect 2n x 2n (les couple p, ¢ apparaisant dans Cs,,) vidé d’un carré n x n (ceux

de A, B,,) : il reste <deux termes Y |a,||>_ by| o0t p,q > n, donc tend vers 0.

mais cv¥cv peut div : perndre (7\/15)” pour les deux, le TG du * est > —2+, donc # o(1)

1+1
rigolo : dv¥*dv peut cv : (2,2,2%,2%) et (—1,1,1,1,...)

PROP dans un evn, si a, ~ Aya ot A, > 0,alors > ancv ssid | A, cv.

2.2 Leiniz

dessin...

EG: Z(fl)n cvssia>0

no

En particulier, pour r,, = (?/%)n, > rpcv mais pas Y. r2 = H,, d’oi plein de contre exemple

AUCUNE THeorém sur les SATP n’est valable en génrale sans ’hypothése de signe : tout véirifer a la main

. , . —1)" .
CEG si pas décroissance : (1 02 > : somme partielles
n

CEG pour TG équivalent : (—1)"r,, + 12 ~ (=1)" r,, multipier par (—1)" fait cv & gauche mais diverger a

droite
CEG pour |a,| < |bplet) bpev => > ancv : ﬁ <Tn
CEG éq TG sipas > 0: 7, +72 ~ 1y

IMPORTANT : ce ne sont pas nécessairement les terme prépoondérant qui font diverger la

série !
CEG an, = o(by)etd byev =>> ancev : a, = (=1)"rZ et b, =1,
CEG : > r, cvmais Y In(1+7,) div
CEG : > e™ —1divmais Y In(1+a,) => r, div

-nH" . 1 Inx . . —u .
eg: >y D On veut la croissance de # — 2% Inz = ¢'5" Inx, qui croit comme u — ue®® . On dérive :

Inn ¥Yn
on factori I'exp, il reste 1 4+ u-L (ue=*) = 1+ue™" (1 —u) — 1,donc >0 Apcr

RQ :mq > # =1In2 : appliquer TL & In entre 1 et 2
2.3 Abel & ITP

b, =o0(1)

>~ (o8], acv

ALORS > anb, Cv

(idem pour les intégrale)

cp : les hphothése sur b,, sont vérifiée pour b,, décroissante ->0
cp : a, = e ou 0 ¢ 2nZ -> DESSIN!

pour # = 7, on rrtouve Leibniz, ce qui monrte que ABel est plus fort que Leibniz ; Dailleurs %Vériﬁe

les hypod’abel, mais n’est pas monoto

L : .3
EG - sin sinn — sinnm _ sSin-n _"_O(

T e 6 ) ON linéairse tous les sinus -> Abel!

1
5
n3



2.4 La méthode ultime qui utilise tout ce qui précéde : DLifier le TG

On vient de la voir :

DL : séries de références plus un OACV (souvent O-;)
EG: > In (1 + =0 ) ) EV L0 ( ) pas beosin d’écrire le terme d’ordre 2 du DL, la constante ne nous
apportera aucune mformatlon sur la nature de la série -> on met tout dans la poubelle O ()

EG : cos (W%‘W) = cos (7rn +5+22+ %) = (_1)n+1 sin (ﬁ + %) = (_1)n+1 (% +0 (#))

alternée plus acv
si ACV pas controlable (présence d’un parameétre?), on DL & un signe constant (besoin de o, méme s’il
n’inlfue pas le dernier terme car éuivalent a signe consstane, il faut s’emmerder a le réécrire)

EG: Y th (( D ) = (_nla)” — 3n3a +o0 (nza) le dernier terme est ~ ﬁ quicven ) ssia> g (car tout
le monde est > 0)

BG (fanx paramotee) cos (5T ) = cos (§ — Frin i) = sin (5 [a+ 0 (3)] L+ 0 (2)]) = 32 +
O(#) cvssia#0

. n (=" 5 : s NS ED 1) — gt 1
EG : équiavalent de []5 (1 + ) ? Onfaitun DL ao (1) duln:d N TR (7375) = est—% Inn+o (1)
d’ou ~ \e/—% (qui du coup— 0).

Rq : des fois, pour montrer que TG tendd vers 0, on a besoin de faire un DL pour voir la limite. Ne pas
hésiter a pousser le DL jusqu’au premier terme acv.

3 Lien suites séries : dérvie et intérgales discretes

I’intégrale discret d’une suite a,, est U a]n =a, + ap_1+ ... +ag

La dérivée discret d’une suite a,, est [0al],, = a, — an—1 (avec a_; = 0)

on retrouve [ da = a — ag (télescopage) et d [a = a (un terme suirvant).

Ainsi, pour étudier a,, on pourra regarder . a, — an—1, ou »_ f (an) — f (an—1) si f est gentille.

Cela permet d’obtnir un équvalent de la suite cf théo fin cours

EG: H, =lnn+ v+ 0(1) : on regarde la série des différences de H,, — Inn pour avoir v (ou on applique
compa série intégrale)

EXO : tupy1 = un + ﬁ (up > 0) : CNS pour que u, cv?(a > 1) Rapidité convergence ?

1

B S T
n>N

EXO : eq de [} (2 — e%) ? On fait un DL duIn 4 0 (1), d'oit ~ £

3.1 Un peu de Produits

le produi [] (1 + uy) cv (vers # 0) si > u, acv :
DEM : |Pn - Pn,—l‘ - ‘u'rLPn—1| S Unp H (1 + |uz|) S unezmi‘ =0 (un)-

DM de randé



3.2 Systéme dynamique

si o :=|f"(a)| < 1 (point attractif), on mq qu'il y a une constante C' tq |u, — | ~ Ca™. Cest dire In "g;l
cv, ie série des différences converge. on mq le tg vaut In (O (Ju,, —1])) = O (A") pour a < A < 1, CQFD

EG:v2+-en2

si point attraticif lent (dérviée vaut 1), eg f () =  + o (x) en l'inifni
EXO : %t = 1 + u% pour A > 0 et 0 < @ < 1. Mq u,, — o0, puis (comparaison »_ [ de t*) que

Un
1

Up ~ (Aan)=

EXO : u, — 00 > 1 en croissant, t,11 — up ~ Inn : Mq u, ~ nlnn (comparaison » f de & )

Int
EXO: =2t =1+ —L- pour a < 1. Mq (comparaison Y [ de t) que u, ~ |/ 2=-n' "

Plus généralement, si @ =1-— X%+ 0(t*), on regarde u’g_H — 4 pour une bonne puissance (8 = —a),
d’ou Cesaro et équivalent.

VOIR TOSEL FIN COURS SERIES NUME

3.3 FAF

par exemple : > {/n+1— ¥/n.
Il n’ s’agit pas d'un > f (ups1) — f (uy,), mais presque : ici le f dépend du n. Cela ne nous empehce pas

d’pplqiver la FAF :{/n+1— {/n = % 1ii ~ % ey ~ # Cv

Cn

On aurrait aussi pu DLifier :

Yn+1— n= {Vﬁ(@”/Hi—l) =5 (e%‘“(1+%)—1) —0(1) (eo(%z)—1> =o<n12).

3.4 Raab Duhamel

forme optimisée???? chercher e, = 0 (1) > 0 tq “25% =1 — ¢, +0(en) => > ancy

EG : Y Vnlsinzsin TSI On écrit [] vk sin 7> et on écrit = nsin 7=~z (si z # 0), d’on
réglé si x # 1. Si z = 1, on regarde plus loin :
Uy, T 1 1
— = —=1-—4+0(—=
Up_1 e Vn 61 + <n2>

A c
Donc cv (et méme wu,, ~ 67%)

EG : soit f C2. Regarder " [17_, f (£)

3.5 Stirling

t ~ V2 (2)"

APP - <2n> o
n

3



4 Somamtion par paquest

On ne peut pas regourpe comme on veut, puisqu’une série est une suite et qu’on peut changer le comporte-
ment d’une suite en réordonnément ses termes! (cf th Riemann)

Un = anSK%H i

> upcv => > U, cv.

Recip fausse : paquest pairs de (—1)".

Il faut w,, — 0 de toute fagon. Sil ’on rajoute "tout paquet chacun de signe constant" ou "taille paquet
borne", alors ok.

(Autre cas ot ok : si la série est ACV : en effet, la différence entre la somme partielle et celle des pasquest
est majorée par une tranche, laquelle est majorée par le reste de la série des modules)

(=pbvl

2

EG paquet signe constant : ) ~———— : on regarde 222”" +=Hpy0, — Hpz=In(1+2) ~ 2 CV par
alternance.

EG taille bornée ) %= ou a, périodiqe : cv ssi ) a, = 0. Pour a, = (1,—1,1, 1), on retrouve classique.

(parallel avec [ @ ou f périodique, qui cv ssi (f) =0 : EG %)

EXO Soit (an) positive décroissante vérifiant a, > % pour une infinité de n. Montrer que Y a,, diverge.

DEM Notons ny une infinité comme dans 1’énoncé. La série étant a termes positifs, sa divergence équivaut
a celle de ses paquets :

1
Z a; 2 Z Any, Z (nk - nk’—l) a
np_1<i<ng ne_1<i1<ng

Si ce dernier ne tend pas vers 0, on a terminé. Sinon ==L ~ —1In (1 - n"fniz’“‘l) = In ;" donc la divergence

de > "’“272’“1 équivaut a celle de 3 In ", donc a celle de la suite ny, ce qui est vrai.

5 Th de Fubini : cas des familles sommables

n
funbini faux : > > anp — Gnp_1 OW Gy p = % <1 — %)

Th Riemann sur semi convergentes

6 Accelération convergence

soit unesérie cv de TG a,,
Idée générale : trouver un b, tq le TG a, — db, tende plus vite vers 0 que a,.
Alors la somme partielle de a,, — db,,, qui vait Sy — by, approchera miux la somme

EG : Suppos un DL du TG ayen puissance de £ (de d a D). Alors S, = O (—7)

On cherche b,, en pusisance de % (ded—1aD-1)tqa, —db, =0 (ﬁ)

Le calcul montre qu’on a un systéme triangulaire & résoudre.

Alors le rete paritle 3 a,, — dbnest un O (n%), Donc S,, — b, approche mieux S que S, (si D > d+1)

marche aussi pour DA des restes : si a,, — db, = 0(cy,), alors Ry, (a) — by, = o (R, (¢)).

si > ay div, on cherche b, tq a, — b, cv. Alors S, = b, + (?) + R, (a — b'). La contate est a deviner, mais
on est ramner au cas précédent.



7 Thoéréme de comparaison

grande analogie discret continu

TH : sous Phypothése f/ L1, on a I'équivalence > f (n)ev ssi [ f cv
dem : montrons ) ‘fnﬂ f(n )’cv. On borne par Zf:“ lf=fm)] <> f:H
J1f'|- Alors [ f =37 f (k) ev

dt <Y [ de =

EG : ©¥" Sommation par paquets pas évidente : la taille croit, contrairement a Sinn,

n3

On regarde % — ‘;W (z — %) =0 (r ) On mulitplie par la dérivée de r = z3 , qui est O (xs ) d’ou un tout

en O ( ) qui est L'. On est donc ramne & l'intégrae J 3tdr ou x = r3 et doz = 3r2dr,d’ou [ cosr =sinry,

qui dv par oscillation.

7.1 cas continu : les intégrales

Enoncé six théo sur intégrale div/cv avec © € {0,0, } et x € RT
DIV : fOg = [ fO [ g (vestes [’° pas définis de toute fagon)
CV: fOg = [ fO [ g (les intégrales cv, donc on connait I'ordre 0 de [[)

EG:en0, ["S8tdt~ [ % ~ 1

t3 1 t2

EG:en0, acs(1—x) = 01—9; \/;d% 1_75 —1dft = ff % =2z

: T dt o
EG :en oo [ = ~ f

. T atn tdt T *dt
EG :enoo [, %05 ~ |y fme

glnlnt

Utiliser 'ipp pour rendre négligeable la nouvelle intégrale (heursique : si polynéme, dériver ralentit la
croissance)—> juste a se oucier du corchet

EG (dvi) :f; l‘fltt = [h’ft]g N lf—ft : la nouvelle intégrande est un o (1;), donc un o de lintégrande de

départ ! D’ott I'équivalent -
\/Et
EG : fl e—\/ln,dt — |: e \/Et:| :tfl 2\/715 —+nt > e—lnt — % pas Ll) ~ xe” Inz
Py oo
EG (cv) [Ze 2t = [ 2; L — = SQTdt : la nouvelle intégrande est un o (e_tz), donc un o de l'intégrande
1‘2
de départ, d’ou I’équivalent <
.2
EXO :eqde f(z)= [ @ en 17 heuristige :~ f = lnr;%l — In2.

dt df

Int t—

Propre : |f (z) —In(z+ 1) |§fx

, et l’1ntegrane est bornée, donc 'intégrale tend vers 0.

TH : si f — [, alors moyenne de f (2 foz f) tend aussi vers | (dem : différencier les cas [ =0 et [ # 0)

7.2 Cas discrte : les sésries

méme 6 théos!
DIV : a,0b, = > ] ax® > 7 by (restes pas définis de toute fagon)
CV :a,0b, = > " ar®> > by (les sséries cv, donc aucune info en comprant des constntes)

EG : soit Y a, de somme nulle. Mq Eiv na, = o(N)
DEM On écrit

N-—-1 N N
Znan—z ( _Tn+1 ann_z n+1)Tn:—NTN—ZTn
0 1 1
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puis r, = o (1) implique > 7, = o(n) et la conclusion.
EG : Cesaro
v ST 1L S _L
EGle.ZlW 21\/,72 Inn ., 1
NG ¢
EG cv: En (k2+5) In(k+1) ~ Zn k2Ink lnk ?f 2Int ~ ninn

sur dernier exxemple, il nous faut un PONT :
théo de comparaison série intégrale pour fonctions mono
(d’abord cas ou varie lentement, ied “2+2 — 1, Puis cas ou vairation rapide, ie “2: — [ > 1)

7.3 Comparaison série intégrale pour vairation lente

f mono sur [1,00[, f(n) =o([{" f) >Z1 (k) ~ n—Hf
(pour décroissant, on salt déja que 37 f (k) = [[" f + cst —I— o(1))

f >0 L' décroit sur [1,00[, f(n) =0 (f:o f) => Y f(k)~ [7f

EG: Y5 e ~ /" : on veut =o " @ or = o(L;), puis intégration. POur finir, IPP donne

1 k Int ° lnn Int>? t

n
Inn*

EG: (@ > 0): 7k ~ 220 - on veut n® = o ([ t*dt) = o (n*T') ok. PLUS simple : passer par les

] a+1
sommes de Riemann

EG Y In’k ~ [ = [(tInt —t)Int] — [(Int — 1) = [(¢tInt —¢t)Int] — [tInt — 2t] ~nln’n

. oo 1 1 1
EG: Zn ke ™ a—1no-1

SN 1 11
EG : Zn kInk ~ a—1lm° In
EG : YV e Vink ~ e —VInigi car IPP mq [~ =

lnn

EG : DA de H, : on a vu que si x,, := H, lnalorsxn_H— nrv2;12,(1’01‘17—91:,1:—22;1'02,1€2 ~21n

EG : DA de n! : on a vu que si z,, := In 2
e (L g +o ()

+1

7.4 Comparaison série intégrale pour vairation rapide

si — 1> 1 ou oo, alors S, Nlllan (idée : - k)
Dem : Mq T, := S, — lflan =0(Sy). | suffit de mq T, — T),—1 = 0 (un)

Un1
Un

EG: Y28 (k—1)In*k ~ 522" (n+1)In’n ~ 2"nInlnn
EG : Y7k ~nle

Pour les restes :
si%—>l<1,alorsR ~ 1

n

. 1
EG . Zk,zn W ~ nl(x (l — 0)

: 1 11
EG : Zan eFInk 1—% e lnn

11

alors xp41 —xpy ~ 12 , d’ou x,, — ccst ~ 12 , dou n! =



