Travaux dirigés de probabilités

Rémi Peyre et Frédéric Simon

Printemps 2009

Voici les énoncés des exercices que nous avons donnés en travaux dirigés dans le
cadre du cours « Probabilités » de Christophe Sabot pour les éléves de L3 de ’ENS Lyon
au second trimestre de I’année universitaire 2008/09. Chaque semaine, la séance de TD
aborde les themes traités en cours le matin méme. A I’intérieur de chaque feuille, nous
avons tenté de ranger les exercices par difficulté croissante.

Afin de se repérer plus facilement dans les exercices, nous avons inséré quelques
reperes dont voici la 1égende :
— Concernant la difficulté des questions :
— Une étoile (x) indique une question plus difficile que les autres ;
— Deux étoiles (xx) indiquent une question tres difficile, que ceux qui veulent
peuvent faire chez eux.
— Concernant I’intérét pédagogique des exercices :
— Un cceur (V) indique un résultat particulierement intéressant du point de vue de
la culture mathématique ;
— Un carreau (<) indique un résultat qu’il est particulicrement utile de connaitre
quand on fait des probabilités.

A vos neurones !

les moniteurs
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Feuille 1 : Théorie de la mesure

19 janvier 2009

Exercice 1 (Tribus)

1. Soit F une tribu de {2 et B C (2, pas nécessairement mesurable. Montrer que la
classe de parties de B définie par {A N B, A € F} est une tribu de B, que I’on appelle
tribu trace de F sur B.

2. Montrer que toute intersection dénombrable de tribus (sur un méme ensemble) est
une tribu. Peut-on enlever « dénombrable » ?

3. (x) Montrer que la réunion croissante d’une suite de tribus n’est pas forcément une
tribu. (On pourra chercher un contre-exemple avec {2 = ).

Exercice 2 (Théoreme d’Ulam)

@ Dans tout cet exercice, le recours a I’axiome du choix est autorisé.

1. Soit (X, F) un ensemble mesurable non vide. Montrer qu’il existe toujours au
moins une mesure de probabilité sur (X, F).

Dans la suite de ’exercice, on admet [’existence d’un ensemble totalement ordonné wq,
non dénombrable, tel que pour tout x € wy I’ensemble {y € wy ; y < x} est dénombrable.

2. Montrer qu’il existe une fonction f : w; X w; — Ntelleque z < y < z =
f(x, z) # f(y, z). A votre avis, peut-on construire une telle fonction explicitement ?

3. A partir de la fonction f, construire des ensembles F”, pour (z,n) € w; x N, tels
que le tableau

FO F° F?
x y z

F' F! F!

T y z

F? F? F? W
x y z

dont les lignes sont indexées par N et les colonnes par wy, vérifie les propriétés suivantes :
— Chagque ligne est constitué d’ensemble deux a deux disjoints ;
— Pour tout z € wy, la réunion des ensembles dans la colonne d’indice z est {y;
y >z}
Nous allons maintenant démontrer qu’il n’existe aucune mesure de probabilité sur
(w1, P(w1)) qui soit diffuse, cad. qui donne une masse nulle a chaque singleton. Pour
cela, nous allons nous donner une probabilité i sur (w1, B(w1)) et montrer qu’elle a

feuille 1, page 1



R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

nécessairement un atome, cad. un point de masse non nulle.

4. (O,x) Pour (g;);c; une famille non dénombrable de réels strictement positifs, mon-
trer qu’il existe nécessairement J C I dénombrable tel que ) _,_; €; = +00.

5. En déduire que dans chaque ligne du tableau (1), il n’y a qu’un nombre dénom-
brable de I’ dont la mesure par p est non nulle.

6. Montrer qu’il existe alors une colonne du tableau (1) dans laquelle tous les F' sont
de p-mesure nulle.

Soit maintenant x l’indice d’une colonne vérifiant la propriété de la question 6.
7. Montrer que pu({x € wy; x < x0}) = 1.
8. En déduire I’existence d’un atome pour /.

L’hypothese du continu affirme que [0, 1] est en bijection avec wy. K. Godel a démontré
en 1938 que cette hypothése ne risquait pas de créer de contradiction avec le reste de la
théorie des ensembles.

9. (V) Montrer que, si on accepte I’hypotheése du continu, alors il n’existe aucune
mesure sur ([0, 1[, ([0, 1[)) qui étende la mesure de Lebesgue.

Exercice 3 (Nombres de Liouville)

Un réel x est qualifié de nombre de Liouville si, pour tout n > 1, il est possible de trouver
deux entiers p et q avec q > 2 tels que

ey

xr — —

1
-2 < L
q q"

J. Liouville a démontré en 1844 qu’un nombre de Liouville irrationnel est nécessairement
transcendant (cad. que ce n’est la racine d’aucun polynome a coefficients entiers). On
notera L ’ensemble des nombres de Liouville.

1. (O,x) Montrer le théoréme de Liouville.

2. Expliquer pourquoi L est un Gs-dense de R, cad. une intersection dénombrable
d’ouverts denses.

3. En déduire ’existence d’une infinité non dénombrable de nombres de Liouville
irrationnels.

4. (») Donner explicitement un exemple de nombre de Liouville irrationnel.
5. Démontrer qu’en fait, L a la puissance du continu, cad. qu’on peut y injecter R.
6. Pourquoi L est-il borélien ?

7. Soit U,, I’ensemble des points de [0, 1] vérifiant (1) pour une valeur de n fixée. Pour
n > 3, majorer la mesure de Lebesgue de U,,.

8. En déduire que la mesure de Lebesgue de L N [0, 1] est nulle. Expliquer pourquoi
on peut méme conclure que L tout entier est de mesure nulle.

9. Soit QNR I’ensemble des nombres algébriques réels. Pourquoi QNR est-il borélien

feuille 1, page 2



R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

et de mesure de Lebesgue nulle ?
10. En déduire I’existence d’un nombre transcendant qui n’est pas de Liouville.

11. (x) En utilisant I’exercice 6, définir explicitement un nombre transcendant qui
n’est pas de Liouville.

Exercice 4 (Limite projective de mesures)

Soit Q = ]0,1] muni de sa tribu borélienne F. Sur ), on définit les tribus F, =
0{]0,1/i],i < n} pour tout n > 1.

1. Construire des mesures de probabilités P, sur (€2, F,,) compatibles, i.e. P,11(A4) =
P,(A) pour tout A € F,, telles qu’il n’existe aucune mesure de probabilité sur (2, F)
dont les restrictions aux JF,, soient les P,.

Exercice 5 (Complétion des mesures)

Soit (2, F, u) un espace probabilisé. A C S est dit négligeable pour 1 s’il existe B D A
tel que B € F et u(B) = 0. La tribu complétée de F pour p est alors la tribu engendrée
par les éléments de F et les ensembles négligeables. Nous la noterons F'.

1. Pour A C €2, montrer que A € F" si et seulement si
sup u(B) = inf u(B).

BDA
her Ber

2. (¢) Montrer qu’il existe une unique extension de p a F", et la décrire.

Exercice 6 (Régularité automatique)

Soit d > 1 un entier; la tribu borélienne de R® est notée B.

1. Montrer que tout ouvert de R peut s’écrire comme une union dénombrable de
compacts.

2. ($,%) Soit P une probabilité sur (IR?, B). Montrer que pour tout B € B, pour
tout £ > 0, on peut trouver un compact K et un ouvert U tels que K C B C U et
PU)—-e<P(B)<P(K)+e.

3. Est-il vrai que tout borélien est réunion dénombrable de compacts, resp. intersection
dénombrable d’ouverts ?

Exercice 7 (La mesure de Lebesgue et la topologie)
On travaille sur R muni de la mesure de Lebesgue, laquelle est notée .

feuille 1, page 3



R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

1. Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné ?
2. Un borélien de mesure strictement positive est-il forcément d’intérieur non vide ?
3. Un ouvert dense de |0, 1| a-t-il forcément une mesure 1 ?

4. (») Construire un borélien A de R tel que pour tout intervalle ouvert borné non vide
Tonait0 < A(ANI) < A().

Soit (dy,)n>0 une suite d’éléments de |0, 1] et posons Ky = [0,1]. On définit la suite
(Kp)n>o de la maniére suivante : connaissant K, qui est une réunion d’intervalles fer-
més disjoints, on définit K, en retirant dans chacun des intervalles de K, un inter-
valle ouvert centré au méme point, de longueur d,, fois celle de ’intervalle. On pose

K=, K.
5. Que vaut \(K)?

6. (V) A I’aide de la question 5, construire deux compacts de [0, 1] homéomorphes,
I’un de mesure nulle, I’autre de mesure strictement positive.

Exercice 8 (Construction d’un ensemle non borélien)

@ Cet exercice est donné a titre de complément culturel. Sa résolution utilise massi-
vement la théorie des ordinaux ; il est donc inutile d’essayer de faire ’exercice si vous ne
connaissez pas cette théorie.

@ Dans tout cet exercice, les objets construits doivent étre parfaitement explicites.

On note w le plus petit ordinal non dénombrable, et c un ensemble ayant la puissance du
continu, par exemple ¢ = {0, 1}~

1. Rappeler pourquoi w; est égal a ’ensemble des ordinaux dénombrables. Montrer
que tout ordinal dénombrable est isomorphe a une partie de ( pour I’ordre naturel de ce
dernier, et en déduire une surjection explicite ¢ — w;.

On définit par récurrence ordinale les ensembles (B,)acw,, qui sont des ensembles de
parties de R, par :

— By est I’ensemble des ouverts de R, ;

— B,y1 est ’ensemble des complémentaires des éléments de B,, ;

— Pour \ un ordinal-limite, B) est [’ensemble des réunions d’ensembles appartenant

a un des B, pour o < \.

2. (¢) Montrer qu’une partie de R est borélienne si et seulement si elle appartient a

B, pour un o € wy.

3. (»*) Construire une surjection explicite ¢ — B(RR).
4. ({) S’en servir pour construire une partie explicite de R qui n’est pas borélienne.

5. Dans quelle question a-t-on utilisé I’axiome du choix ? En remplagant w; par w]
défini comme le plus plus petit ordinal stable par réunion dénombrable, refaire I’exercice
sans recourir a cet axiome.
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Feuille 2 : Variables aléatoires

26 janvier 2009

Exercice 1 (Une distraction du savant Cosinus)

N voyageurs (N > 2) s’apprétent a monter dans un wagon contenant N places numé-
rotées, chacun étant muni d’un billet avec réservation. Le premier passager n’est autre
que le savant Cosinus, qui, distrait comme il [’est toujours, ne regarde pas le numéro de
sa réservation et prend une place au hasard. Les passagers suivants, quand ils entrent
dans le train, s’asseyent alors a leur place réservée si celle-ci est encore libre, et sinon
prennent une place au hasard parmi celles qui restent.

1. Calculer par récurrence sur N la probabilité que le dernier voyageur a entrer finisse
assis a la place qu’il avait réservée.

2. (») Retrouver le résultat de la question 1 par un argument direct.

Exercice 2 (Recensement des écureuils)

On veut estimer le nombre N d’écureuils dans une forét. Pour cela on en capture k, on
leur met une petite marque sur la patte et on les reldache. Une semaine apres (on suppose
qu’aucun écureuil n’est mort ou né dans l'intervalle) on en capture { et on compte ceux
d’entr’eux qui portent la marque.

1. Calculer la probabilité qu’on trouve m écureuils marqués en fonction de IV, k et £.
@ La loi de m est appelée loi hypergéométrique de parametres N, k et (.

2. (V) Calculer la valeur de N pour laquelle la probabilité d’observer une valeur m
donnée est maximale. En déduire une estimation du nombre d’écureuils dans la forét
(Ie nombre d’écureuils évalué par cette méthode est appelé estimateur du maximum de
vraisemblance).

Exercice 3 (Inégalité de la moyenne)

Soient x1,...,x, des entiers strictement positifs. La moyenne arithmétique des x; est
(z1+ -+ + x,)/n, et leur moyenne géométrique est (1175 - - - x,,) /™,

1. (¢) Montrer que la moyenne géométrique des x; est toujours inférieure ou égale a
leur moyenne arithmétique.

2. Quels sont les cas d’égalité de la question 1 ?
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Pour o > 0, on définit la a-moyenne des x; comme

Ma((xi)lgign) - ﬁw‘ (1)

3. Montrer que M, ((x;);) est une fonction croissante de «, et déterminer les cas d’éga-
lité.
4. Identifier la limite de M, ((x;);) quand & — 0.

Dorénavant on appelle My((x;);) la limite trouvée a la question 4, et on étend la formule
(1) aux o < 0.

5. (V) Montrer que M, ((x;);) est une fonction croissante de « sur R tout entier.

6. Calculer les limites de M, ((x;);) quand o — +00, resp. « — —o.

Exercice 4 (Densité de la mesure image)

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi 11 possede une densité m par rapport a la
mesure de Lebesgue. On considere une fonction f : R — R ; le but de cet exercice est
de calculer, si elle existe, la densité de la loi de f(X).

1. On suppose f de classe C* avec une dérivée strictement positive. Montrer que f (X))
a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et la calculer.

2. Méme question en supposant que f est de classe C' avec une dérivée strictement
négative.

3. Méme question avec f(x) = |z|.

4. (&) Méme question en supposant que R est recouvert par un ensemble dénombrable
d’intervalles sur I’intérieur desquels f est C! et de dérivée non nulle.

La loi du x?(1) est la loi de X? quand X est une variable aléatoire de loi gaussienne
centrée réduite, i.e. de densité m(x) = e=*"/2/\/2m.

5. Montrer que la loi du x?(1) est a densité et calculer cette densité.

6. ({,xx) Construire une fonction f de classe C! strictement croissante et une variable
aléatoire X a densité telles que f(X) ne soit pas a densité.

Exercice 5 (Simulation d’une variable aléatoire réelle)

Soit 1 une loi de probabilité sur R et F' sa fonction de répartition (avec la convention de
continuité a droite). Pour p € |0, 1], on note

F~l(p) =inf{z € R; F(x) > p}.

1. Si U est une variable aléatoire uniforme sur |0, 1[, montrer que £~ (U) a pour loi
T8
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2. Supposons ici que p est diffuse, cad. que les singletons sont de mesure nulle. Si X
est une variable aléatoire de loi £, montrer que F'(X) suit la loi uniforme sur |0, 1[.

3. Imaginons que 1’on sache simuler la loi uniforme sur |0, 1[. Comment simuler une
loi exponentielle de parametre A ? Méme question avec la loi de Cauchy -y, définie par
dy(z) = 1/m(2? + 1)dx.

Soit a > 1 un entier. On considére une variable aléatoire X, de loi uniforme sur |0, 1],
et on définit par récurrence les X,,, n > 2, par X,, = aX,_1 — |aX,,_1], i.e. X, estla
partie fractionnaire de a.X,,_1.

4. Montrer que tous les X, ont la méme loi. En déduire que, pour tout £ > 2, la loi du
vecteur aléatoire (X, 41, Xpni2, - - -, Xmik) ne dépend pas de m.

5. (») Soient Iy, ..., I} des intervalles de |0, 1[. Montrer que, quand a — o0,
k
P|Vne{l,... .k} Xnezn} — ]I,
n=1

ou || note la longueur de I’intervalle /.

6. (O,x) Expliquer du mieux possible le fonctionnement du générateur pseudo-
aléatoire suivant (utilisé entre autres par le langage C) :

SEED = (1103515245%SEED + 12345) MOD 2%x31
X = SEED/2x%%31,

ou SEED est une valeur qui n’est jamais modifiée en-dehors des appels au générateur
aléatoire, ** note 1’exponentiation et X est censé étre une variable aléatoire uniforme sur
[0, 1] dont chaque tirage est indépendant.

Exercice 6 (Mesures et moments)

La loi semi-circulaire est la loi de probabilité o sur R définie par do(z) = 1< -
(V4 — 22 /2m)dx.
1. Calculer tous les moments de o, cad. tous les [ 2*do(z) pour k € N*.

2. Montrer que toute mesure de probabilité sur R ayant les mémes moments que o est
nécessairement a support compact, i.e. qu’il existe un compact dans lequel toute la masse
de cette mesure est concentrée.

3. (¢) Montrer qu’une mesure de probabilité sur R a support compact (donc en parti-
culier ) est caractérisée par la suite de ses moments.

Soit j1 la mesure signée sur R définie par du(x) = 1,50 sin(\/gxl/?’)e*xl/gdx.

4. Montrer que la valeur absolue de p a tous ses moments finis, i.e. que pour tout
k€ Nona [2F|dul(z) < co.

5. (x) Calculer tous les moments de f, i.e. tous les [ z*du(z) pour k € N.

6. (V) En déduire I’existence de deux mesures de probabilité distinctes sur R dont
tous les moments sont finis et coincident.
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Exercice 7 (Evénements extrémes)

Pour N > 0, on considére N variables aléatoires indépendantes X, ... X ]]\\,7 de lois
uniformes sur [0, 1]. Pour p € [0, 1], on note S™ (p) le nombre de i tels que X € [0, p).

1. Quelle est la loi de SV (p) ?
2. Pour ¢ > p, déterminer la loi de SV (q) — SN (p).

3. ($) Soient nq, ..., n; des entiers de somme N et pq, ..., pi des réels positifs de
somme 1. Calculer

]P[VJE{O,,]{} SN(p1—|—---—|—pj):n1_|_..._|_nj].

@ Laloide (SN (p1), SN (p1 +p2) — SN(p1),..., N — SN(1 — py)) est appelée loi
k-nomiale de parametres N et (py, ..., pk).

4. (&) Pour s > 0 un entier, x > 0 un réel, calculer
ms(x) = Nlim P[SY(z/N) = s].

Vérifier que ) 7s(z) = 1, et identifier la loi qui attribue une probabilité 7,(x) a
I’entier s.

On renumérote les XZN en les triant par ordre croissant : X, (]\17) <X (]g) <...<X (]X,) avec
{X{ haav = {X -

5. Montrer que la loi de N.X (]\1’) converge, quand N — o0, vers une loi de probabilité
limite sur R, et identifier cette loi. (La notion de convergence des lois utilisée ici sera la
convergence simple des fonctions de répartition).

6. (x) Pour s > 2 un entier, montrer que la loi de N .X (Jg) converge, quand N — oo,
vers une loi de probabilité limite sur R. Calculer la densité de cette loi par rapport a la
mesure de Lebesgue.

7. (*x) Sauriez-vous décrire simplement la loi limite de /N .X (];7) a partir d’une loi clas-
sique ?

feuille 2, page 4



R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

Feuille 3 : Indépendance

2 février 2009

Exercice 1 (Regroupement par paquets)

Soient By, . . ., B, des tribus indépendantes. Soient 1 < i1 < iy < ... < i, = n et notons
Dl = 0'(817 e 7Bi1); DQ == O'(BZ'1+1, oo ,Bi2), ey Dk == U(Bik,1+17 N ,Bn) L’ObjECll'f
de cet exercice est de montrer que D, . . ., Dy sont des tribus indépendantes.

1. Montrer qu’il suffit de prouver le cas k£ = 2.
En vertu de la question 1, on suppose maintenant k = 2.

2. Soient D et D5 des événements de D; et Do, respectivement de la forme By N---N
B, et B, 41 N---N B, pour des B,, € B,,. Montrer que D; et D5 sont indépendants.

3. Méme question que la question 2, sauf que cette fois-ci D est un événement quel-
conque de D.

4. ({) Terminer la démonstration du lemme de regroupement par paquets.

Exercice 2 (Loi du 0-1 de Kolmogorov)

Soient X1, ..., X,,...des variables aléatoires indépendantes, et F la tribu qu’elles en-
gendrent. On définit la tribu asymptotique 7 associée aux a la suite des X,, comme [’en-
semble des événements ne dépendant que du comportement a l’infini de cette suite, i.e. :

7=V oxn).

m>20n>m

1. Pour A et B deux événements ne dépendant chacun que d’un nombre fini de X,,,
donner une condition suffisante pour que A et B soient indépendants.

2. Pour A un événement ne dépendant que d’un nombre fini de X, et B € 7, montrer
que A et B sont indépendants.

3. Montrer que pour tout A € F, pour tout B € 7, A et B sont indépendants.
4. (¢) En déduire que pour tout A € 7, P(A) € {0,1}.
Exercice 3 (Loi ()

Soient Uy, . .., U, n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
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1. Montrer que presque-slirement tous les U; sont distincts.

Grdce a la question 1, presque-siirement il existe une unique renumérotation des U; en
ordre croissant : on notera {Uy, ..., U,} = {UD ... UMY avec U < --- < UM, et
on notera o la permutation de {1,...,n} telle que UY = U, ;.

2. Montrer que la permutation o et le vecteur aléatoire U() sont indépendants.
3. Montrer que o suit la loi uniforme sur G,,.
4. Déterminer la loi de U®).

5. (V) Montrer que les U sont des variables aléatoires absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue et donner leurs densités.

@ [ loi de U est appelée 1oi 3 de parameétres i et n — i + 1.

Exercice 4 (Loi du \?)

1. (*) Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1). Quelle
est la densité de laloide X =Y " (X;)??

Exercice 5 (Inégalité de Hoeffding)

Si Z est une variable aléatoire réelle, on appelle log-transformée de Laplace de Z la
fonction a valeurs dans R U {+o0} définie pour A € R, par :

U, (A) = InElexp(AZ)].

1. (%) Pour Z une variable aléatoire a valeurs dans un intervalle borné, dériver deux
fois W, et identifier, pour tout A, cette dérivée seconde a la variance d’une variable aléa-
toire £ dont on décrira la loi.

2. Si Z est une variable aléatoire a valeurs dans un intervalle borné 7, montrer que la
variance de Z est majorée par |I|? /4.

3. Soit Z une variable aléatoire centrée a valeurs dans un intervalle borné /. Déduire
des questions 1 et 2 que pour tout A € R,
| [|2 /\2

Vz(A) < 3

4. Soient 71, . .., Z,, des variables aléatoires indépendantes, telles que Z; est a valeurs
dans [a;, b;] ; posons Z = > " | Z; et Z = Z — E[Z]. Montrer que

n

2 9

=1
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5. En déduire I’inégalité de Hoeffding sur la concentration de la mesure : avec les
notations de la question 4, on a pour tout £ > 0 :

~ 282
PUZ\ 25] < 2exp _Zn =)
i=1\0i i
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Feuille 4 : Lemme de Borel-Cantelli,
Fonctions caractéristiques

9 février 2009

Lemme de Borel-Cantelli

Exercice 1 (Absence de mesure canonique sur N*)

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité P sur
(N*,B(IN*)) telle qu’on ait P(« étre divisible par n ») = 1/n pour tout n > 1. On va
raisonner par l’absurde en supposant donnée une telle probabilité pour aboutir a une
contradiction.

1. Montrer que, pour nq, . .., n; deux a deux premiers entre eux, les événements « €tre
divisible par n; », i € {1, ..., k}, sont indépendants.

2. (V) Rappeler comment on démontre la formule d’Euler :

o0

1 1
e i 1
Vs > 0 H iy m:1ms (D

p premier

Déduire de (1) que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

3. En considérant les événements « étre divisible par p » pour tous les p premiers,
établir alors que [P-presque-tout nombre a une infinité de diviseurs premiers, ce qui est
absurde.

Exercice 2 (Loi des grands nombres L)

Soient X4,...,X,,... des v.a. i.i.d. centrées admettant des moments d’ordre 4. On
note S, = X1 + ...+ X,.
1. Calculer E((S,,)%).

2. En déduire une majoration de P (|2 — E(X;)| > ¢).

3. (V) Montrer que S—; tend vers [E( X ) presque-stirement.

Exercice 3 (Nombres-univers)
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Soient © € [0,1] un réel et b > 2 un entier. On dit que x est un nombre-univers en
base b quand n’importe quelle séquence finie de chiffres b-aires peut étre trouvée dans le
développement de x en base b.

1. (¢) Soit z une variable aléatoire uniforme sur [0, 1[ et 0,252525 . .. son développe-
ment en base b. Montrer que les 2¥ sont i.i.d. et de loi uniforme sur {0,...,b — 1},

2. Pour ¢ > 1 un entier, montrer que les nombres X z’g de développements b-aires
respectifs

bt _ b b
X = Thogr - Thope
sont indépendants et de loi uniforme sur {0, ..., 0" — 1} .
3. (V) En déduire que, presque-slirement, x est un nombre-univers en base b.

4. En déduire I’existence d’un élément de [0, 1] qui est un nombre-univers en toute
base.

5. (»x) Définir explicitement un tel nombre.

Exercice 4 (Records)

Soient X1, Xs, ... des v.a. i.i.d. réelles de fonction de répartition F' continue. On pose
Ay, = { Xy > sup;, X} I'événement qui exprime que le record est battu au temps k.

1. Montrer que Vj < k, P(X; = X}) = 0.

On réordonne alors les X; par ordre décroissant ce qui nous définit une permutation
aléatoire de {1,...,n}, m,(i) = j si X; est la j-ieme plus grande valeur.

2. Montrer que 7, est uniformément distribuée sur les n! possibilités.
2 . 1
3. En déduire que P(A,,) = .

4. Soient m < n et iy1,...,4, des éléments distincts de {1,...,n}. Calculer
P(A,,|m,(j) =i; pour m + 1 < j < n). En déduire que les A, sont indépendants.

5. Soit R, = > _, 14, le nombre de fois que le record a été battu au temps n.
Montrer que % tend vers 1 en probabilité.
m=1 m

6. (x) Montrer que
cice 2.)

In

’?;l ) tend vers 1 presque-stirement. (On pourra s’inspirer de I’ exer-

Fonctions caractéristiques

@ Dans tous les exercices suivants, on admettra que deux lois sur R? qui ont la méme
fonction caractéristique coincident.

Exercice 5 (Calcul de fonctions caractéristiques)
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1. Soit X de loi I de parametre («,3). Calculer la fonction caractéristique de X. (On
rappelle que la densité de la loi I' de paramétre («,[3) est f(x) = BEgo-le=Br i g > 0,

; NE)
Osiz <0.)

2. (V) Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, respectivement de loi
(v, B) et de loi I'(9, 3). Calculer la fonction de répartition de X + Y. Que remarque-t-
on?

3. Mémes questions avec X et Y des variables aléatoires binomiales indépendantes
de paramétres (n, p) et (m, p).

Exercice 6 (Critere d’indépendance de variables aléatoires bornées)

1. (O) Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire bornée est ana-
lytique.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées. Montrer que pour que X
et Y soient indépendantes, il faut et il suffit que V(k,1) € N?, E(X*Y!) = E(X")E(Y?).

Exercice 7 (Lois stables)

@ pPuisque la fonction caractéristique d’une mesure de probabilité sur R? peut étre
vue comme la transformée de Fourier associée a cette mesure, on peut retrouver une pro-
babilité a partir de sa fonction caractéristique par transformée de Fourier inverse. Ainsi,
si j1 est une mesure de probabilité sur R de fonction caractéristique [i(€) = [ €**du(z),
la densité de . par rapport a la mesure de Lebesgue peut formellement s’écrire :

du 1 [t
—(z) = — (&) da 1
4@ =5 /_OO e p(€)de, (D)
I’égalité (1) devenant vraie stricto sensu dés lors que [i est L.

1. (&) Montrer que la fonction caractéristique d’une mesure de probabilité sur R? est
toujours continue.

Soit |1 une mesure de probabilité sur R qui n’est pas une masse de Dirac. On suppose que
pour tout n > 2, si Xy,...,X, sont des variables i.i.d. de loi i, alors, pour un certain
A(n) > 1, (X1 + -+ X,,)/A(n) a encore pour loi ju.

2. (x) Montrer qu’il existe une constante complexe c, de partie réelle strictement po-
sitive, telle que la fonction caractéristique de j vaut :

<£> _ { eXp(—Cga) Slf =03
exp(—cl¢|) si € <0,

ol @ = Inn/lnA(n) pour n’importe quel n — remarquez que cela implique que la
connaissance d’un seul \(n) détermine tous les autres.

m

@ es lois j ayant une fonction caractéristique de cette forme sont appelées lois
a-stables.
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Dans les trois questions suivantes, on suppose que [ a tous ses moments polynomiaux
finis, i.e. que [ |z|Fdu(z) < oo pour tout k = 0.

3. Déterminer la valeur de a.
4. Montrer que jz est deux fois dérivable en 0.

5. (¢) En déduire la loi de i, a un parametre réel pres. Reconnaissez-vous cette famille
de lois ?

Dans les deux questions suivantes, on suppose que o = 1 et que |1 est symétrique, i.e. que
si X a pour loi u, alors — X aussi.

6. Montrer que 1 est symétrique, i.e. que j1(—&) = fi(§) pour tout &.

7. (©) En déduire la loi de p, a un parametre réel pres. Reconnaissez-vous cette famille
de lois ?

8. (*%) Notons ug = €™/, Pour tout £ > 0, montrer que

6_1/5

+o0o

Dans les deux questions suivantes, on suppose que o = 1/2 et que ji est portée par R ;.
9. (x) Déterminer une densité possible pour x, a un parametre réel pres.
10. () Montrer que p est nécessairement de la forme trouvée a la question 9.
@ Cette famille de lois s appelle les lois de Lévy.

Soient T, T, . . . des variables aléatoires i.i.d. de loi Exp(1). Pouri > 1, on pose :

i -2
P, = (ZT) :
j=1
puis :

S
=1

11. Montrer que, presque-sirement, A < co.
12. (O,xx) Montrer que A suit une loi de Lévy.

13. (x) Déterminer le parametre de cette loi de Lévy.
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Feuille 5 : Notions de convergence

23 février 2009

Exercice 1 (Comprendre 1’énoncé d’un théoréme de convergence)

Si X1,Xs,... sont des v.a. i.i.d. sur R? de loi i, on appelle mesure empirique de p
~ N PPRURN

au temps N la mesure iV = % > it 0x,. Le théoreme de convergence des mesures

empiriques affirme alors, informellement, que « les mesures empiriques convergent |i ».

1. Donner un énoncé rigoureux formalisant la proposition entre guillemets, dans le-
quel on précisera soigneusement ou on utilise quel concept de convergence.

Exercice 2 (Contre-exemples)

1. (V) Construire des variables aléatoires X7, X5, ... et Y telles que X} converge en
loi vers Y, mais pas en probabilité.

2. (V) Construire des variables aléatoires X, Xo,... et Y telles que X, converge
presque-siirement vers Y, mais pas dans L.

3. (V) Construire des variables aléatoires X1, X, ... etY telles que X converge vers
Y dans LP pour tout p < oo, mais pas presque-siirement.

Exercice 3 (Utilisation de I’inégalité de Kolmogorov)

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes centrées et admettant des mo-
ments d’ordre deux. On note Sy, = Zle X.

1. En introduisant les ensembles Ej, = (|Si| > €) N [N (|9i] < )], montrer que

pour tout £ > 0,
k
> Xi
i=1

P | max
1<k<n

1 n
>e | < 5—25 0%,
i=1

Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes centrées admettant des
1 . [e.e] 2
moments d’ordre deux ; on suppose de plus que » .~ o X, < 00.

2. On pose A, = supyen+ |Smik — Sm|- Montrer que

1 1

reN+ ISksr
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3. En déduire une majoration de P(A,, > ).
4. Montrer alors que S,, converge presque-siirement vers une variable aléatoire.

5. Montrer que S,, converge également dans L.

Exercice 4 (Criteres de convergence presque-siire)

1. Soit (X, ),en une suite de variables aléatoires. Montrer que, s’il existe une série de
terme général ¢,, > 0, convergente, telle que

D P(IXpi1 — Xl > £5) < 00,

n=0
alors la suite de variables aléatoires (X,,),en converge presque-sirement.

2. Soit (X}, )nen des variables aléatoires. Montrer que si X est une variable aléatoire
telle que pour tout € > 0,

oo
Y P(IX, - X|>¢) < 0,
n=0
alors la suite de variables aléatoires X,, converge presque-siirement vers X .

3. (») Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes qui convergent
presque-sirement vers 0. Montrer qu’alors, on a pour tout € > 0,

> P(IX,| > ) < o0.
n=0

Exercice 5 (Convergence étroite et fonctions de répartition)

1. Soient ji et ji1, f12, . . . des mesures de probabilité sur R¢ muni de sa tribu borélienne.
Montrer que p; converge étroitement vers g si et seulement si, pour toute fonction ¢
continue 2 support compact sur R, f]Rd wdpg — f]Rd wdu.

—00

2. () Soient p et pig, g, . . . des mesures de probabilité sur R, et F, F7, Fy, ... leurs
fonctions de répartition respectives. Montrer que si les Fj; convergent simplement vers [,
alors les ju; convergent étroitement vers /.

3. Mémes notations, et on suppose de plus que p est diffuse. Montrer que si les g
convergent étroitement vers 4, alors les [}, convergent simplement vers £

Exercice 6 (Pas de théoreme de Cesaro pour la convergence en probabilité)

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, la fonction de réparti-
tion de X,, étant F, définie par 0 si x < 0 et par 1 — = sinon. On note S,, = Zzzl Xy

x+n
etY, = %
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1. Montrer que X,, converge vers 0 en probabilité.

2. (x) En utilisant M,, = max;<,<n Xk, montrer que Y,, ne converge pas vers 0 en
probabilité.

Exercice 7 (Convergence en loi et somme)

Soient, sur le méme espace probabilisé (2, F,P), deux suites (X, )nen €t (Yn)nen de
variables aléatoires réelles qui convergent en loi respectivement vers les variables aléa-
toires indépendantes X et Y.

1. (¢,x) Si, pour tout n € N, X, et Y,, sont indépendantes, démontrer que la suite des
variables aléatoires (X,,,Y,), n € N, converge en loi vers (X,Y).

2. (Q) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi de
Bernoulli (6o + d1)/2. On pose, pour tout n € N*,

1 1
Xp=X+— e YV, =1-X)——.
n n
Etudier la convergence en loi des trois suites (X, )nen, (Yo )nen €t (X + Y, )nen. En
conclure que la suite des variables aléatoires (X, Y,,), n € N*, ne converge pas en loi
vers (X, Y).

Exercice 8 (Topologie sur les mesures)

Soit E un espace métrique muni des sa tribu borélienne, et C = C)(E) I’espace de
Banach des fonctions continues bornées sur I munies de la norme du supremum des
valeurs absolues. On note C' le dual topologique de C, qu’on munit de sa topologie
faible-+, sauf mention explicite du contraire. On note P(E) I’ensemble des mesures de
probabilité sur E.

1. Montrer que P(FE) s’identifie & une partie de C’, et que cette partie est fermée et
contenue dans la boule-unité (pour la norme de la topologie forte) de C”.

2. (») Si E est compact, montrer que C' est séparable.

3. (¢) En déduire que si E est compact, P(E) muni de la convergence faible est un
compact métrisable.

4. Pour E = [0, 1], donner un exemple de métrique qui métrise la topologie faible sur
P(E).
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Exercice 9 (Convergence vers une constante)

Soient E un espace métrique, (X, )nen une suite de v.a. a valeurs dans E et x un point
de E ; on note également x la variable aléatoire égale a x p.s..

1. () Montrer que X, tend vers = en probabilité si et seulement si X, tend vers x en
loi.

Exercice 10 (Théoréme de Skorohod sur R)

Le but de cet exercice est de montrer le théoréme suivant : soit (u,) une suite de lois
de probabilité sur R, qui converge étroitement vers une loi de probabilité . On peut
alors définir, sur un méme espace probabilisé, une suite de variables aléatoires (Y,,) et
une variable aléatoire Y, telles que pour chaque n la variable Y, ait pour loi i, et Y
ait pour loi 1 et telles que l'on ait Y,, qui converge presque-siirement vers Y. On notera
Fo(t) = pn((—o00,t]) et F(t) = p((—o0,t]) les fonctions de répartition de y,, et de .

1. (¢) On considere [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue et
les variables aléatoires
Y,(s) =inf{t € R, F,(t) > s}.

On définit Y'(s) de la méme maniere. Montrer que Y,, a pour loi x,, et que Y a pour loi .

2. (V) Montrer que Y,,(s) converge vers Y (s) en tout point ol Y est continue. En
déduire que Y, converge presque-siirement vers Y .

3. (x) Montrer que si P(X,, < ) — P(X < z) en tout point de continuité de
P(X < -), alors pour toute fonction continue bornée ¢, E(g(X,,)) — E(g(X)).

Exercice 11 (Théoreme de Slutsky)

Soient X,, et Y,, deux suites de variables aléatoires réelles convergeant en loi resp. vers
une constante x et une v.a. Y.

1. (&) Montrer que X, 4+ Y, converge en loi vers Y + x, et que X,,Y,, converge en loi
vers Y (théoreme de Slutsky).

2. (V,x) Montrer qu’en fait, (X,,,Y,) converge en loi vers (z,Y’), et en déduire que
pour toute fonction continue de R? dans R, f(X,,,Y,) converge en loi vers f(z,Y).

@ e théoreme de Slutsky est souvent utilisé en statistiques quand on doit calculer
des grandeurs faisant intervenir un parametre du modeéle qu’on ne sait qu’estimer asymp-
totiquement, pour montrer que le résultat obtenu en utilisant ’estimation est asymptoti-
quement le méme que si on avait utilisé le vrai parametre.
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Feuille 6 : Loi des grands nombres

9 mars 2009

Exercice 1 (Convergence des mesures empiriques)

Soit |1 une mesure de probabilité sur R". On considére une suite de variables aléatoires
iid X, Xs,...deloipu, etpour N > 1onnote i la mesure (aléatoire) % Zfil 0x,. Le
but de cet exercice est de montrer que, presque-siirement, 11" converge faiblement (cad.
au sens de la convergence en loi) vers |i.

1. Rappeler comment on peut exprimer la propriété « 11" converge en faiblement vers
v » en fonction de la donnée de tous les 7Y (U) pour U C R" ouvertet N € N.

2. Soit V un ouvert fixé de R™; montrer que 12" (V) N p(V') presque-siirement.

3. (x) Pourquoi ne peut-on pas en déduire que « presque-siirement, pour tout ouvert
V c R, ™V (V) — u(V) » ? Montrer que par exemple, si j est la mesure de Lebesgue
sur [0, 1], alors presque-sirement il existe un ouvert (aléatoire) V' tel que 2™ (V)= u (V).

4. (V) Pour X un ensemble dénombrable, montrer que 1’ensemble des parties finies
de X est dénombrable.

-~

5. (V) Montrer qu’il existe une famille dénombrable (V;);cn d’ouverts de R tel que
tout ouvert U de R" s’écrive comme réunion de ‘A/z cad. qu’il existe J C I tel que
U= UiEJ Vi.

6. En déduire qu’il existe une famille dénombrable (V;);cn d’ouverts de R telle

que tout ouvert U de R" s’écrive comme limite croissante de V;, cad. qu’il existe une
application ¢ : N — N telle que U = 1imk/ oo Vilk)-

7. (V,x) Montrer le théoreme de convergence des mesures empiriques.

Exercice 2 (Loi des grands nombres L')

Soit | une mesure de probabilité sur R ayant un moment d’ordre 1; notons m =
fR xdp(z) la moyenne de p. Soient X1, X, ... desv.a. i.i.d. de loi ju; pour n > 1, posons
Sp=>1 Xiet M, =S,/n.

1. Si y a une variance 0% < oo, montrer que E[(S,, — nm)?] = no?.

2. Toujours si /4 a une variance finie, déduire de la question 1 que M, converge dans
L' vers m.
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On ne suppose plus que . a une variance finie. Pour A > 0 fixé, on pose
—A si X, <-A;
X,=4q¢ X, si—A< X, <A;
A si X, = A,
eth, = X, — X,,.
3. Pourquoi les X,,, resp. les h,,, sont-ils i.i.d. ?

4. Déduire de la question 2 que

Tim | M = ELX[lz < g

5. Montrer que, quand A — o0, ||hy||1 — 0 et B[X;] — m.

6. (¢) En déduire que M,, converge vers m dans L'. Ce résultat s’appelle la loi des
grands nombres L.

Exercice 3 (Loi des grands nombres L?)

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes admettant un moment d’ordre
deux. On suppose que :

1. Caleuler || 1 377, (X; — E(X;))[3.
2. A I’aide d’une intégration par parties discréte, montrer que lim % 2?21 ag(j = 0.

2 . 1 n 2
3. En déduire que -~ >, | X}, converge dans L* vers m.

Exercice 4 (Réciproques de la loi forte des grands nombres)

@ Dans tout cet exercice, pour i une loi de probabilité sur R, on appelle suite
des moyennes empiriques de p la suite de variables aléatoires Ey = % Zfil X, ou
X1, Xo,...sonti.id. selon .

N

1. (¢,%) Pour X une variable aléatoire a valeurs positives, montrer que E[X]| =
[2,P(X > 2)du (Indication : utiliser le théoreme de Fubini).

2. En déduire que, si i est une loi sur R n’ayant pas de moment d’ordre 1 et X7, Xo, . ..
une suite de v.a. i.i.d. de loi p, alors p.s. il existe une infinité de ¢ € IN* pour lesquels
| X;| > i (Indication : utiliser le lemme de Borel-Cantelli).

3. En déduire que, si  est une loi de probabiité sur R n’ayant pas de moment d’ordre
1, alors presque-siirement les moyennes empiriques £/ ne convergent vers aucune limite
finie.
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4. Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes et que Y n’est pas
intégrable, montrer que X + Y n’est pas intégrable non plus (Indication : utiliser le
théoreme de Fubini).

5. En déduire que, si ; n’a pas de moment d’ordre 1, ses moyennes empiriques E N ne
sont pas intégrables.

6. (V) En quoi le résultat de la question 3, resp. de la question 5, est-il une réciproque
de la loi forte des grands nombres, resp. de la loi des grands nombres L' ?

Considérons la construction consistant a tirer au sort un y de loi uniforme sur [—1/2,
1/2], puis a définir a partir de y la variable aléatoire 1/y~/|In|y||; on note y la loi de
cette derniere variable.

7. Montrer que j(T—M, M]) = o(M~") quand M tend vers I’infini.

8. Montrer que néanmoins p n’a pas de moment d’ordre 1.

9. Au fait, sauriez-vous montrer que le résultat de la question 7 est toujours vrai des
que 1 a un moment d’ordre 1 ? (Indication : utiliser [’'inégalité de Markov).

10. Montrer que la fonction caractéristique de p est réelle.

11. (*) Montrer que la fonction caractéristique de j est dérivable en 0 et de dérivée
nulle.

12. En déduire que la loi des EN converge faiblement vers &y (Indication : utiliser le
théoreme de Lévy).

13. (¥) En déduire que les E N convergent en probabilité vers 0.

14. () Décrire qualitativement le comportement de la suite des EN(w) pour une réa-
lisation w typique.

feuille 6, page 3






R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

Feuille 7 : Théoreme-limite central,
Variables gaussiennes

30 mars 2009

Exercice 1 (Vecteurs aléatoires et opérateurs affines)

Soient n,m = 0 et ® un opérateur affine de R" dans R™, défini par I’expression matri-
cielle :

d(z) = Az + B,

pour A une matrice m X n et B un vecteur-colonne de taille m.

1. (&) Soit X un vecteur aléatoire de R™ intégrable. Exprimer [£[®(X )| en fonction
de E[X].

2. (¢) Supposons en outre que X est L2. Exprimer la matrice de covariance de ®(X)
en fonction de [E[X| et de la matrice de covariance de X.

Exercice 2 (Contre-exemples sur les lois gaussiennes)

1. Soit X une variable aléatoire A/ (0,1) et soit Z indépendante de X telle que
P(Z=1) = P(Z = —1) = 1/2. Soit Y = ZX. Montrer que Y est de loi NV/(0,1),
que X et Y sont décorrélées (cad. que leur covariance est nulle), mais que (X,Y") n’est
pas gaussien.

2. Montrer qu’il existe X7, Xo des variables aléatoires complexes non corrélées (ce
qui signifiera ici que leur covariance complexe est nulle) telles que la variable aléatoire
(X1, X3) (vue cette fois-ci comme un quadruplet réel) soit gaussienne mais que X; et X
ne soient pas indépendantes.

3. (»x) Montrer qu’il existe trois variables aléatoires gaussiennes X7, X5, X3 deux a
deux indépendantes telles que (X7, X5, X3) ne suive pas une loi gaussienne.

Exercice 3 (Densité des lois gaussiennes)

@ Dans cet exercice, les lois gaussiennes sont toutes implicitement supposées cen-
trées.

1. Pour n > 0, soient &1, ..., &, des variables aléatoires réelles i.i.d. de loi NV (1).
Montrer que le vecteur aléatoire X = (&;,...,&,) est un vecteur gaussien et calculer sa
matrice de covariance.

feuille 7, page 1



R. Peyre & F. Simon Travaux dirigés de probabilités

2. Soit M une matrice n X n inversible. Montrer que M X est un vecteur gaussien et
calculer sa covariance.

3. Montrer que M X a une densité sur R" et calculer cette densité.

4. (V) Déduire des questions 2 et 3 que, si C' est une matrice symétrique n X n positive
et définie, alors le vecteur gaussien Y de R"™ de matrice de covariance C' a une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue, et calculer cette densité.

5. (V%) Si C n’est pas définie, soit r son rang ; montrer que le support de Y (cad.
le plus petit fermé contenant Y presque-slirement) est un sous-espace strict de R" de
dimension 7, et déterminer ce sous-espace.

Exercice 4 (Introduction au mouvement brownien)

Soit i une loi sur R ayant un moment d’ordre 2, avec [, xdu(x) = 0 et [, *du(x) = 1.
Soient X1, Xs, ... des v.a. i.i.d. de loi . Pour n € N, notons S,, = Z:-L:l X, et pour
t € R4, notons Sy = S|y (ot |t| désigne la partie entiere de t). Soient 0 =ty < t; <
tg < - < .

1. Pour n € N, montrer que Sy, , Snty — Sntys - - - s Ont, — Snt,_, sont indépendants.

2.Pouri € {1,...,k}, montrer que (S, — Sni,_,)/+/n converge en loi vers N(0, ¢; —
ti_l).

3. (V) En déduire que (Sni/+v/M, ..., Su,/+/1) converge ne loi vers un vecteur
gaussien dont on déterminera les parametres (Rappel : Si p, — p et v, — v, alors
oy @V = L Q V).

Exercice 5 (Test du x?)

On partitionne §) en k événements A; de probabilités py,...,pr > 0. On répete alors
n fois I’expérience aléatoire et on compte le nombre de réalisations respectives des A; :
Ni, ..., Ng.

1. Montrer que (N, ..., Ni) suit une loi multinomiale d’effectif n et de parameétres
DPis- - Pk

2. Calculer ¥, la matrice de covariance de (Ny, ..., Ny).

3. Laloi limite de (n "' Ny, ..., n"1N;) étant dégénérée, on considere le vecteur X =
\/iﬁ (N1 — np1, ..., N — npg). Appliquer le théoréme central limite et calculer la matrice
de covariance X de la loi limite de X.

4. (¢) Montrer que (1, ..., 1) estdans le noyau de . Quelle interprétation probabiliste
donner a ce résultat ?

5. (x) Montrer que > est de rang n — 1. En déduire que la matrice >* obtenue en
supprimant la derniere ligne et la dernieére colonne de X est inversible.

6. On rappelle qu’une variable aléatoire suit une loi du x? 4 p degrés de liberté quand
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elle peut s’écrire comme Y »_, ZZ ol les Z; sont indépendants de loi A(0,1). Posons
X* = (X3,..., Xp_1) et soit D = 'X*(X*)~1X* ; montrer que sa loi limite est une loi
du x? 2 k — 1 degrés de liberté.

7. (V) S’inspirer des questions précédentes pour expliquer comment on peut mettre en
place un test (appelé test du x?) pour affirmer qu’un dé est vraisemblablement pipé.

Exercice 6 (Moyenne et variance empiriques)

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi |1 ayant
un moment d’ordre deux. On définit les variables aléatoires suivantes, la moyenne et la
variance empiriques, par

1 < 1 <
Mn:E;Xi et Zn:E;Xf—Mg.

Onnote X = (Xy,...,X,).

1. (*) Si u est la loi gaussienne N'(m, o?), quelle est la loi de X ? Soit C' une ma-

trice orthogonale de dimension n telle que pour tout j = 1,...,n, on ait C;; = in

Exprimer M,, et X, a I’aide des composantes de C'X et en déduire que M,, et X, sont
indépendantes.

On s’intéresse maintenant a la réciproque : on suppose que M, et 3., sont indépendantes.
On supposera dans un premier temps les X; centrées. On notera o la variance de i, ¢ la
transformée de Fourier de p, S, = nM,, et V,, = nX,.

2. (V) Calculer E[V,,] en fonction de o.

3. (x) Montrer que ¢ est deux fois différentable, et calculer E[V,, exp(iuS,,)] a I’aide
de p, Q' et Y.
4. Montrer que

Vue R E[V,exp(iuS,)] = (p(u))"E[V,].

5. () En déduire que ¢ est solution d’une équation différentielle. Montrer alors que
1 suit une loi gaussienne N(0, 02).

6. Démontrer que p est nécessairement gaussienne méme si on ne suppose plus les X;
centrées.

Exercice 7 (Un TCL pour des variables sans moment d’ordre 2)

On note i la loi sur R a densité du(z) = 1y 51dz/(222).

1. Montrer que ;+ a un moment d’ordre p pour tout p < 1, mais qu’elle n’a pas de
moment d’ordre 1, ni a fortiori d’ordre 2.
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2. Expliquer pourquoi la fonction caractéristique de p, notée i, est réelle et symé-
trique.

3. Calculer un équivalent que 1 — 7i(£) quand £ tend vers 0 par valeurs positives.

Soient X1, X, ... desv.a. i.i.d. deloi pet o« > Ounréel; onpose Y, =n=*(Xy+---+
X,). Le but de I'exercice est de déterminer la convergence en loi des Y," pour un « bien
choisi.

4. Avec ce formalisme, a quelles valeurs de o correspondent la loi des grands nombres,
resp. le théoreme-limite central « ordinaire » ?

5. (¢) Exprimer la fonction caractéristique de Y,* en fonction de 7.

6. En déduire que, pour une valeur de o qu’on précisera, les fonctions caractéristiques
des Y, convergent simplement vers une fonction ® non identiquement égale a 1 dont on
donnera I’expression.

7. Pourquoi sait-on a I’avance que P est la transformée de Fourier d’une loi de proba-
bilité v sur R ?

8. Calculer la mesure v dont ® est fonction caractéristique. Reconnaissez-vous cette-
loi?

9. (V) Résumer les résultats obtenus dans cet exercice sous la forme d’un « théoréeme-
limite central pour i ».
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Feuille 8 : Statistiques

6 avril 2009

Exercice 1 (Maximum de vraisemblance)

On considere le modele statistique consistant a tirer n variables aléatoires i.i.d. de loi 1y,
avec§ € © = R x Ry ef iy o2 = N(m, o?).

1. Donner I’estimateur de maximum de vraisemblance pour 6.

2. Soit § = (m, 5?) cet estimateur. 7, resp. 02, est-il convergent ? sans biais ?

Exercice 2 (Intervalle de confiance non asymptotique pour des gaussiennes)

Soient X1, ..., X, (2 < n < oo) des variables i.i.d. selon une loi ;. = N'(m, 0%) dont on
cherche a évaluer les parameétres. On définit la moyenne et la variance empiriques par

RS 1 ¢
~ 1 ' /\2:_ 2_/\2
m—nElXZ et © néle m”.
1= 1=

1. (x) Notant X = (X7, ..., X,,), soit C' une matrice orthogonale de dimension n. telle
que pourtout j =1,...,n,onaitCy ; = \/iﬁ Exprimer 7 et 52 a 1’aide des composantes

de C'X et en déduire que i et 52 sont indépendantes étant donnée ji. (Remarque : cette
question a déja été posée en VI-1).

2. Donner les lois suivies par 7 et 62 en fonction de (m, 0?) et de n.

3. Quelle propriété remarquable vérifie la loi de la variable aléatoire 0%/52 ? En dé-

duire comment contruire un intervalle de confiance non asymptotique de niveau « arbi-
traire pour o

4. (») En considérant la variable (m — m)/v/ 02, indiquer comment construire un
intervalle de confiance non asymptotique de niveau arbitraire pour m.

5. En déduire un « rectangle de confiance » non asymptotique de niveau < « arbitraire
pour (m, o?).

La loi de Student a k degrés de libertés (k > 1) est définie comme la loi d’une variable

T = ﬁ_/k o (Z,U) ~ N(0,1) @ x*(k).

6. (x) Déterminer la densité de la loi de Student.

7. (V) Expliquer I'intérét de rabuler les valeurs des lois de Student (pour £ < ©0),
cad. de calculer (I’inverse de) leurs fonctions de répartition et d’éditer les résultats de ces
calculs.
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8. (V) Déterminer la limite de loi de Student a £ degrés de libertés quand £k — oc.
En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau arbitraire pour m quand
n — oo. Reconnaissez-vous cet intervalle ? A quelle famille de lois (plus vaste que les
gaussiennes) s’ applique-t-il ?

Exercice 3 (Intervalle de confiance non asymptotique dans un cadre non paramétrique)

Soit m la mesure de Lebesgue sur [0,1] et F' sa fonction de répartition. On considere
X1,..., X, i.i.d. selon m, et on note F™ la fonction de répartition empirique des X;.

1. (V%) Pour A € R, p € [0, 1], calculer E[e*™®~F®))]. En déduire que pour tout
p € [0, 1], pour tout a > 0,

n a —a?/8
P(|1F"(r) - Fo))| > =) <20
(Indication : c’est un avatar de l’exercice 5 de la feuille 3).

2. L’espace des fonctions cadlag de [0, 1] dans R est muni de la norme du supremum
| - |sup- Déduire de la question 1 que pour tous a > 0 et b € N*,

1 2
n —a*/8
]P(‘F |Sup _\/_ + 2b> 2be .

2\/

3. En prenant a = ==, en déduire que pour tout ¢ > 0,

(- Pl > ) < [+

On s’intéresse maintenant a une mesure de probabilité . inconnue sur [0, 1], dont on veut
déterminer ’espérance a partir de réalisations i.i.d. X1, ..., X, de [.

4. On suppose que p est diffuse et de support [0, 1] tout entier (cad. qu’elle ne charge
aucun point mais qu’elle charge tout ouvert non vide de [0, 1]). Soit G la fonction de
répartition de y et G™ sa fonction de répartition empirique. Montrer que pour tout ¢ > 0,

JP(|G" Gl > %)<[%+2] /9,

(Indication : utiliser I’exercice 5 de la feuille 2).

5. On considere I’estimateur £ = (X1 4+ ---+ X,)/n. Comment appelleriez-vous cet
estimateur ? Est-il convergent ? A-t-il un biais ?

6. (&) Montrer que, si v est une mesure de probabilité sur [0, 1] de fonction de répar-

tition H, )
=1- / H(z)d
0
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7. En déduire une famille d’intervalles de confiance autour de £ dont on majorera le
niveau de facon non asymptotique.

8. Relaxer I’hypothese selon laquelle x4 est diffuse et sans atome.

Exercice 4 (Test de Mann et Whitney)

On dispose d’échantillons indépendants de deux populations différentes, que I’on note
Xi,...,XnyetYy,...,Yy, oules X; et les Y; sont des réels, et on suppose que les lois
les ayant engendrés sont diffuses. Le but du test de Mann—Whitney est de mélanger les
deux populations en un unique ensemble de données, et a partir de considérations sur le
rang des élements d’une des deux populations de pouvoir affirmer ou infirmer I’ hypothése
que les deux populations suivent la méme loi.

1. Montrer que presque-siirement, il n’y a pas d’ex-a&quo dans les populations.

2.0npose Z = (Xy,..., Xy, Y1, ... Yy ). On considere la statistique d’ordre de ce
vecteur et on note R le vecteur des rangs correspondants (7 est la place de la valeur X,
dans la suite ordonnée de facon croissante). Posons

M
M(M+1
Uy x = ZRN+j — ¥7

, 2
J=1
montrer que
N.M
Uyx = E Lx,<y;-
ij=1

3. On pose H, I’hypothese selon laquelle les deux échatillons sont issus de la méme
loi. Montrer que sous cette hypothese la loi de Uy x sous Hj, nedépend pas de la loi
commune des individus des deux échantillons.

4. Montrer que sous H|

NM
E[UY’X] - T

5. Sil’on note iXi<§/j = 1 x,<y, —1/2, montrer que, sous Hy, pour tous 7 # i’, j # j':

~ ~ 1
E[:H-X7,<YJ ]]‘Xi<}/j/] - EJ
~ ~ 1
Ellx,<v,1x,<v;] = I

~ 1
E[(Lx,<y;)’] = T

En déduire la variance de Uy x.

6. (xx) Montrer que sous I’hypothese H, lorsque N et M tendent vers I’infini avec
M /N possédant une limite finie non nulle, on a la convergence suivante :

Urx =75 @, pro, )
Var(Uy x)'/? e
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7. (*) Montrer que si par exemple P[X > Y] > 1/2, ce rapport tend presque sirement
vers +00.

8. En déduire une procédure de test.

Exercice 5 (Test de Neyman—Pearson)

Soit X un espace mesurable et soient i, v deux lois de probabilité distinctes sur X. On
considere le modele statistique consistant a tirer une variable aléatoire x, soit selon |,
soit selon v, de sorte que I’espace des parameétres © = {u,v} ne contient que deux
points. On veut tester I’hypothese que la loi utilisée pour tirer v est . Compte tenu de
la nature de l’espace des parametres, I’hypothéses alternative sera donc ici réduite a la
seule mesure v.

On note f et g les densités respectives de . et v par rapport a la mesure A = 1 + v, de
sorte que f + g = 1. Soit p €]0,1]; on considere le test consistant a répondre « yi » si
f = pet«v»sinon (c’est le test de Neyman—Pearson).

1. Exprimer le niveau de confiance « du test en fonction des données.

2. Soit (3 la probabilité que le test échoue quand on est dans I’hypothese alternative.
Exprimer 3 en fonction des données.

3. Montrer qu’on a toujours o < p/(1 — p), resp. 5 < (1 — p)/p.

@ 3 s’appelle I’erreur de deuxiéme espece de notre test (par opposition a « qui est
I’« erreur de premiere espéce ». Dans le cas général, 3 est en fait une fonction de O,
(I’ensemble des paramétres de I’hypothése alternative) dans [0, 1], alors que « est un
nombre (c’est le supremum du risque d’erreur sur ©, I’ensemble des parametres sur
I’hypothése nulle). Ici ©¢ et © sont toutes les deux réduites a un point, de sorte qu’« et
(3 jouent en fait des rdles symétriques.

4. (V) Montrer que le test de Neyman—Pearson est optimal : pour tout test de niveau «
ou moins, I’erreur de deuxieme espece est supérieure ou égale au [3.

@ Dans la pratique, il peut étre difficile de connaitre précisément | et v. Dans ce
cas-la, plutot que d’étudier directement les lois de probabilité, on va plutot étudier leur
mesure-image par une certaine statistique de x. De plus, il arrive que méme ces mesures-
la soient difficiles a déterminer, auquel cas on peut recourir a une approximation. C’est
ce que nous nous proposons de faire dans la suite de cet exercice.

On dispose d’une suite S de N bits soi-disant aléatoires (hypothése nulle), qui a en fait
peut-étre été écrite par un humain tentant de simuler le hasard (hypothéese alternative).
Comme, d’apres les psychologues, 1’étre humain n’a en fait pas une trés bonne idée du
hasard, on se demande s’il existe un test fiable permettant de trancher entre le hasard
véritable et le pseudo-hasard des humains.

Pour s une suite finie de bits de longueur < N, de longueur ((s), on note ;Zé(s) le nombre
de fois que s apparait dans S.
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On appelle taux d’alternance de la suite de bits la proportion a de fois ou deux chiffres
consécutifs sont distincts, i.e.

5 _ #01) + #(10)

N -1

5. Déterminer la loi-limite de N'/?(@ — 1) sous I’hypothése nulle.

6. Il parait que le taux d’alternance des €tres humains tentant de simuler le hasard
est en général nettement supérieur a 1/2. Une expérience réelle sur 22 participants avec
N = 64 a donné les résultats suivants pour le taux d’alternance sous 1’hypothese ©; :
Eq, [a] = 0,538 et Varg,[a] = 0,112. En admettant que la loi de @ est gaussienne (ce
qui est clairement faux en pratique), calculer la réponse du test de Neyman—Pearson en
fonction de la valeur de @ pour p = 1/2. Evaluer avec une calculatrice les valeurs de o et
( pour ce test.

Soit k > 0 un (petit) entier. Appelons statistique de prévisibilité a I’ordre k le nombre :

Pio= e O (D)~ F(:0))”
L(s)=k

7. Que mesure py ? Exprimer @ en fonction de py et p.
8. (*) Montrer que sous I’hypothese nulle, on a exactement E[p;] = 1.
9. (x*) Montrer que, quand N — o0, la loi de p;, converge vers la loi x%(2%) /2*.

10. (V) Quel sens donneriez-vous a pj, ? Pourquoi attend-on d’un mauvais simulateur
que, pour k valant quelques unités, pj, ait tendance a étre de 1’ordre de grandeur de NV ?

11. L’expérience dont nous parlions précédemment a donné, pour k = 2, Ey, [p2] =
1,628. En admettant que la loi de p, sous I’hypothése alternative est proportionnelle a
un x?(4) (ce qui est pour le coup a peu prés raisonnable), refaire la question 6 avec la
statistique de test ps.

12. Entre les deux tests évoqués, lequel choisiriez-vous pour discerner un générateur
véritablement aléatoire d’un €tre humain ?

@ Remarquez que notre expérience ne nous permettait pas réellement de connaitre
les lois de a et py, sous 0y : en fait, on s’est servi d’estimateurs a partir de I’expérience
effectuée pour déterminer les paramétres de ces lois. Cette technique est courante en
statistiques : quand un des parametres du modele n’est pas connu parfaitement, mais peut
étre estimé avec une bonne précision, alors, si de petites variations de ce paramétre ont
une faible influence sur le résultat, on fait souvent comme si ce parametre était exactement
égal a sa valeur estimée.
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Feuille 9 : Espérance conditionnelle

27 avril 2009

Exercice 1 (Statistiques bayésiennes)

L’autre jour, un de mes amis est revenu d’un voyage enchanteresque dans un pays scan-
dinave. Malheureusement, il avait oublié de quel pays il s’agissait. Il y avait donc cing
possibilités qui étaient le Danemark, la Finlande, I’'Islande, la Norvege et la Suéde. Je lui
ai posé deux questions pour le savoir :

1. La langue du pays ressemblait-elle a [’allemand ?
2. Tu m’as dit t’étre baigné dans la mer : était-ce la Baltique ?

Il m’a donné, pour chaque question, une réponse qui était « oui », « non » ou « je ne sais
pas ». Je me pose la question de statistiques suivante : comment deviner le pays dans
lequel il est allé a partir de ses réponses ?

1. Les réponses attendues pour les questions sont les suivantes :

__pays [QI [Q2]
Danemark | oui | non
Finlande | non | oui
Islande non | non
Norvege | oui | non
Suede oui | oul

En définissant une distance sur I’espace des couples de réponses, donner un algorithme
«naif » pour deviner le pays visité.

2. Soyons un peu plus fin : en fait, les gens se trompent parfois dans leurs réponses.
Admettons que, pour un pays donné, les deux réponses soient indépendantes. La facons
dont les gens répondent en fonction du pays est la suivante :

Ql Q2
pays oui \ nsp \ non | oui \ nsp \ non
Danemark || 70% | 25% | 5% || 25% | 20% | 55%
Finlande | 10% | 40% | 50% | 50% | 35% | 15%
Islande || 20% | 40% | 40% | 5% | 20% | 75%
Norvege || 60% | 25% | 15% | 10% | 25% | 65%
Suede 60% | 25% | 15% || 60% | 30% | 10%

En calculant la probabilité d’obtenir une paire de réponses données en fonction du pays,
déterminer I’ estimateur du maximum de vraisemblance du pays visité par mon ami.
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3. (V) Encore plus fort : je connais les statistiques de tourisme de chacun des cinq pays.
Le Danemark est visité annuellement par 2 000 000 touristes, la Finlande par 2 800 000
touristes, I’Islande 700 000, la Norvege 3 500 000 et la Suede 3 000 000. Construire un
modele probabiliste qui modélise le pays visité par mon ami et les réponses qu’il donne.
Calculer alors la loi de probabilité du pays conditionnellement aux réponses données, et
en déduire I’ estimateur bayésien du pays visité par mon ami.

4. Aller jouer quelques parties sur http://www.akinator.fr et commenter I’effica-
cité des méthodes bayésiennes :-)

Exercice 2 (Espérance conditionelle et indépendance)

Soient X € L'(Q, A, P) et deux sous tribus A, et A; telles que la tribu engendrée par
Ay et 0(X) soit indépendante de A,. On note B la tribu engendrée par A, et A,.

1. Montrer que si A est de la forme A; N A, avec A; € A; et Ay € As, alors on a
E(14X) = E(LAE(X|A)).

2. Rappeler quel argument nous permet alors d’affirmer que E(X|B) = E(X|A;).
Comment interprétez-vous ce résultat ?

3. (¢) En déduire que si A; et A, sont deux sous-tribus indépendantes et que X est
Aj-mesurable et L', alors E(X|Ay) = E(X).

4. (&) Montrer que la réciproque est également vraie : si A; et A sont deux sous-
tribus telle que pour tout X A;-mesurable et L' on ait E(X|A) = E(X), alors A, et A,
sont indépendantes.

Exercice 3 (Espérance conditionelle par rapport a la somme)
Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi . Soit
Sn - Z?:l Xj.

1. Montrer que E(X/]S,,) = E(X;|S,,) pour tout 1 < i < n.

2. En déduire E(X|S,,).

3. Soit A, = 0(S,+;]7 € N). Utiliser la question 2 de 1’exercice 2 pour calculer
E(X:|A,).

Exercice 4 (Calcul d’espérance conditionelle)

1. Soit Y une variable aléatoire exponentielle de paramétre 1. Calculer E(Y|Y A t).

Exercice 5 (Une égalité presque siire)

1. Soit Y € L*(Q, A, P). On suppose que E(Y|X) = f(X) et E(Y?X) = f(X)?,
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pour une certaine fonction f mesurable. Montrer que Y = f(X) P-p.s..

Exercice 6 (Variables a densité)

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires réelles de densité f(x,y) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R

1. Soit g une fonction borélienne bornée. Calculer E(g(Y)|X).

2. Soit (X,Y) de loi uniforme sur [0,1]? et S = X + Y. Calculer la densité de X
conditionellement a S = s.

Exercice 7 (Loi conditionnelle)

@ Dans tout cet exercice, les espérances conditionnelles ne sont pas considérées
modulo 1’égalité presque-siire. Il faudra implicitement rajouter « pour tout choix d’espé-
rance conditionnelle » (ou parfois « pour un choix ») dans les questions chaque fois que
nécessaire.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et soit B une sous-tribu de F. Pour A € F,
notons P[A|B] = E[14|B].

1. On suppose dans un premier temps que (€2, F) est isomorphe a (N, 3(IN)) en tant
qu’espace mesurable. Montrer qu’on a p.s. I’égalité suivante entre fonctions sur {2

S Pl{w}IB) = 1.

weN

2. En déduire qu’on peut définir une famille (P, ),co de mesures de probabilité sur
(Q, F), qui soit B-mesurable (cad. que pout tout A € F I'application w +— P, [A] est
B-mesurable), et telle que pour tout A € F on ait P,[A] = P[A|B](w) (en tant que
fonctions de w). Montrer que cette famille est unique a équivalence presque-siire pres.

3. (V%) Si (£2, F) est un espace polonais non dénombrable muni de sa tribu boré-
lienne, montrer qu’il est isomorphe a {0, 1} muni de sa tribu borélienne (pour la topo-
logie produit).

A partir de maintenant, on suppose que (Q, F) est {0, 13N muni de sa tribu borélienne.

4. (x) Montrer que, si on se donne une application p de 1’ensemble {0,1}™) des
suites finies d’éléments de {0, 1} dans [0, 1], telle que p() = 1 et pour toute suite s,
p(s) = p(s0) + p(s1), alors il existe une mesure de probabilité P sur {0, 1}N telle que P
attribue la masse p(s) a I’ensemble des éléments de {0, 1} commengant par s (que ’on
notera s{2), et que cette mesure est unique.

5. Montrer que p.s.,

{PQB] =1 et (Vse{0,1}N)(P[sQB] = P[s0Q|B] + P[s1Q(8B]) }.
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6. (V) En déduire qu’il existe une unique (2 équivalence p.s. pres) famille (P,,),cq
de mesures de probabilité sur (2, F), qui soit B-mesurable (cad. que pout tout A € F
I’application w — [P, [A] est B-mesurable), et telle que pour tout A € F on ait P[A] =
P[A|B](w). Quand F = o(X) pour une v.a. X, P, (a noter I’abus de langage puisque la
fonction w — [P, n’est définie qu’a équivalence p.s. pres) est appelée loi conditionnelle
de P sachant que X = X (w).

7. (V) Lespérance sous la loi conditionnelle est-elle la méme chose que 1’espérance
conditionnelle ?

Exercice 8 (Vecteurs gaussiens et espérance conditionelle)

Soit (X,Y,Z) un vecteur gaussien a valeurs dans R>. On suppose que Var(X) > 0,
Var(Y) > 0 et que E[X] = E[Y] = E[XY] = 0.

1. (*) Montrer que E[Z | X, Y| =E[Z | X]+ E[Z | Y] — E[Z] p.s..
2. Montrer que E[X | XY] = 0p.s.,resp. E[Y | XY] =0p.s..
3. En déduire E[Z | XY].

Exercice 9 (Comment gacher une bonne soirée)

@ ATTENTION ! L’exercice suivant est réputé pour engendrer des débats houleux et
stériles quand on en discute avec des non-probabilistes. . .

@ Dans tout cet exercice, on est implicitement censé modéliser les situations de ma-
niere réaliste.

Je sais que ma voisine a deux enfants.

1. Supposons que je sache que I’ainée est une fille. Quelle est la probabilité que I’autre
enfant soit également une fille ?

2. (V) Supposons que je sache que ma voisine a au moins une fille. Quelle est la
probabilité que ma voisine ait en fait deux filles ?

3. (V) Supposons que je sache que parmi les enfants de ma voisine, il y a une fille
appelée Mathilde. Quelle est la probabilité que 1’autre enfant soit également une fille ?
(On fera I’hypothese que la proportion de filles appelées Mathilde est tres faible et on
négligera les termes d’ordre inférieur).
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Feuille 10 : Martingales

4 mai 2009

Exercice 1 (Etude de la convergence d’une martingale)

Soient X1, Xo, ... des variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n > 1, PX,=0=1—-1/netP[X, =1] =P[X,, = —1] = 1/(2n).
On définit par récurrence M, := 0, et

(X, $i M, 1 =0
" | nM,_1|X,| sinon.

On pose F,, = 0(Xi,1 < k < n), la tribu engendrée par X, ... X, (pourn > 1), et
.,Iro = {@, Q}

1. Montrer que pour tout n > 0, E[|M,,|] < occ.

2. Montrer que (M,,),, est une martingale.

3. Soit A := {Il existe une infinité de n tels que X,, = 0, X,,,1 = 1}. Montrer que
P[A] = 1.

4. Prouver que lim,, M,, > 1.

5. Calculer P[M,, # 0 | Fo—1].

6. Etudier la convergence en probabilité de M,,.
7. Etudier la convergence presque siire de M,,.

8. En considérant E[|M,,| | F,,—1], établir une relation de récurrence pour E[|M,,|].

9. Etudier la convergence dans L'(Q, F, P) de M,,.

Exercice 2 (Variation quadratique)

Soient X1, X5, ... des variables indépendantes, chacune étant L? et centrée.

1. Montrer que
n 2 n
(Xx) - 2B
i=1 i=1

est une martingale pour la filtration naturelle associée aux X;.

Exercice 3 (Fonction harmonique)
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On consideére la marche aléatoire biaisée sur 7., cad. une chaine de Markov sur 7 telle
que P(X,11 =i+ 11X, =i) =pet P(Xy41 =i —1|X,, = i) =1 — p, pour un
p€L/2,1]

1. Déterminer quelles sont les fonctions f : 7Z — R telles que f(X,,) soit une
martingale.

@ Ces fonctions sont appelées fonctions harmoniques pour la marche aléatoire biai-
sée.

Je fais un combat de fleuret contre un ami qui est plus fort que moi : a chaque assaut il
a une probabilité p €]1/2, 1] de faire la touche (il n’y a pas de double touche en fleuret).
La regle est que le premier qui a k touches d’avances a gagné. Ayant été chanceux, je me
retouve a mener par { touches d’avance (0 < { < k).

2. Quelle est ma probabilité de remporter le duel ? Application numérique avec p =
60%, k =3etl = 1.

Exercice 4 (Inégalité de Doob)

Soit (M,)nen une martingale qui stationne presque-siirement; on note M, la valeur
terminale de la martingale. On pose également

M. (w) = sup | My ().

neN

Le but de I’exercice est de borner 5[M?] en fonction de T5[M2]. On supposera ici que
M, est uniformément bornée par une variable L.

1. (¢) Montrer que | M,,| est une sous-martingale.
2. Montrer que pour tout A > 0, E[Ly, >4|Mo|] = AP(M, > A).

3. (V) Montrer que si X est une v.a. positive,

E[X?) = 2/0o 2P(X > z)de.

4. (x) En déduire I’inégalité de Doob :
E[M?] < 4E[MZ] (D

(Indication : utiliser I’inégalité de Cauchy—Schwarz).

5. (»x) Montrer que la constante 4 dans (1) ne peut pas €tre améliorée.
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