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Exercice 1 (Convergence en loi et fonctions de répartition)

Soit Xn une suite de variables aléatoires réelles dé�nies sur le même espace de
probabilisé (Ω, A,P), indépendantes, de même loi, de fonction de répartition F . On
dé�nit les variables aléatoires In et Mn par

In = min
16i6n

Xi et Mn = max
16i6n

Xi.

1. On pose xi = inf(x|F (x) > 0). Montrer, en utilisant la convergence des
fonctions de répartition de In, que si xi > −∞, alors In converge vers xi en loi. Que
se passe-t-il si xi = −∞ ?

2. On pose xs = inf(x|F (x) = 1). Montrer, en utilisant la convergence des
fonctions de répartition de Mn, que si xs < +∞, alors Mn converge vers xs en loi.
Que se passe-t-il si xs = +∞ ?

3. On suppose que les Xn sont de même loi exponentielle exp(λ) où λ > 0. On
pose Zn = Mn

ln(n)
. Montrer que la fonction de répartition de Zn est nulle si x 6 0 et

vaut, si x > 0 :

FZn(x) = (1− e−λx ln(n))n.

4. Montrer que Zn converge en loi vers 1
λ
.

Exercice 2 (Contre-exemples sur les lois gaussiennes)

1. Soit X une variable aléatoire N (0, 1) et soit Z indépendante de X telle que
P(Z = 1) = P(Z = −1) = 1/2. Soit Y = ZX. Montrer que Y est de loi N (0, 1),
que X et Y sont décorrélées (càd. que leur covariance est nulle), mais que (X, Y )
n'est pas gaussien.

2. Montrer qu'il existe X1, X2 des variables aléatoires complexes non corrélées
(ce qui signi�era ici que leur covariance complexe est nulle) telles que la variable
aléatoire (X1, X2) (vue cette fois-ci comme un quadruplet réel) soit gaussienne mais
que X1 et X2 ne soient pas indépendantes.
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Exercice 3 (Manipulation de la fonction caractéristique / exercice technique dont
on utilisera le résultat)

Soit X une variable aléatoire L2 centrée de variance σ2. On note ϕ sa fonction
caractéristique.

1. Montrer que pour tout réel t, on a

ϕ(t) = 1− t2σ2

2
− t2

∫ 1

0

(1− u)E(X2(eituX − 1))du.

2. Montrer que pour tout réel t tel que 3t2σ2 6 1, la fonction log(ϕ(t)) existe et
admet la représentation

log(ϕ(t)) = −t
2σ2

2
− t2

∫ 1

0

(1− u)E(X2(eituX − 1))du+ 3θ(t)t4σ4,

où θ(t) est un complexe de module plus petit ou égal à 1.

Exercice 4 (Théorème de Linderberg / Lyapounov)

Soit Xk une suite de variables aléatoires L2 centrées et indépendantes. On note µk la
loi de Xk et on note σ2

k la variance de Xk. On note Sn =
∑n

k=1Xk et C2
n =

∑n
k=1 σ

2
k.

On pose Zn = Sn

Cn
. On suppose que pour tout ε > 0, on a

1

C2
n

n∑
k=1

∫
|x|>εCn

x2dµk(x)→ 0

quand n tend vers l'in�ni. (condition de Linderberg)

1. Montrer que 1
C2

n
sup16k6n σ

2
k → 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

2. Montrer en utilisant l'exercice 3 que pour tout réel t, on peut trouver n assez
grand tel que log(ϕZn(t)) = − t2

2
− t2An + 3t4Bn.

3. Montrer que An et Bn tendent vers 0 quand n tend vers l'in�ni (pour An,
on pourra découper l'intégrale en deux : |x| < εCn et |x| > εCn et trouver des
majorations de la fonction intégrée). En déduire que Zn converge en loi vers une
variable aléatoire de loi N (0, 1). (Théorème de Linderberg)

4. On suppose maintenant que les Xk sont dans L2+δ pour δ > 0, centrées
indépendantes. On garde les même notations et on suppose cette fois que

1

(Cn)2+δ

n∑
k=1

E(|Xk|2+δ)→ 0

quand n tend vers l'in�ni. Déduire du théorème de Linderberg que Zn converge en
loi vers une variable aléatoire de loi N (0, 1). (Théorème de Lyapounov)
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