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Les modéles de Whittaker ont été utilisés par H. Jacquet et R.P.
Langlands pour étudier les formes automorphes sur GL(2) [1Qj . Ils four-
nissent un unique modele pour chague représentation admissible de dimen-

sion infinie de GL{2,K) ol X est un corps p-adique.

Une généraligation naturelle pour un groupe réductif G quelconque ’
consiste & étudier la représentation de G induite par un caractdre "prin-
¢cipal™ d'un sous-groupe unipotent maximal. Cette situation a été étudiéde,
dans le cas du groupe SL{n) sur un corps fini, par I.M. Gelfand et M.I,
Graev [6] , et pour les groupes algébriques sur un corps fini, par R.
Steinberg [12] . On obtient alors que les composants irréductibles de
cette représentation sont de multiplicité égale a 1, et donc qu'une repré-
sentation irréductible admet au plus un modéle de Whittaker. Dans le cas
des groupes p-adiques, I.M. Gelfand et D.A. Kajdan ont démontré, sous
certaines conditions, remplies par le groupe GL(n), l'unicité du moddle
de Whittaker d'une représentation admissible irréductible LT] . Ce résultat
a €1é étendu aux représentations unitaires des groupes de Chevalley réels,

complexes et p-adiques par J.A. Shalika [18.].



On s'intéresse ici au cas des représentations admissibles d'un
groupe algébrique réductif quasi-déployé sur un corps p-adique. On rap-
pelle un résultat de I.M. Gelfand et D.A. Kajdan (Proposition 11)., On
montre ensuite une propriété d'"hérédité" des modéles de Whittaker (Théo—
réme 4) montrant qu'en induisant & G une représentation admissible d'un
sous-groupe parabolique, on conserve le modéele de Whittaker. Cela permet
d’étendre le résultat de I.M. Gelfand et D.A. Kajdan a toutes les repré-
sentations admissibles irréductibles, I1 permet également de montrer
1'existence du modéle de Whittaker pour les représentations irréductibles
induites par une représentation admissible d'un sous-groupe paraboligue

et admettant elle-m8me un modéle de Whittaker {(Théoréme 6).

La démonstration de la proposition 11 est essentiellement inspiréde
de ia démonstration du théoréme analogue dans le cas des corps finis
donnée par R. Steinberg ( [12]) , Théordme 45). La technique utilisée ici
est celle déja développée par F. Bruhat ( [4] et [5] ) permettant de cal-
culer les formes d'entrelacement de deux représentations induites & 1l'aide
des distributions sur le groupe. La méme technique est utilisée dans la

démonstration du théoréme 4.

L'organisation de cet article est la suivante. Dans le premier cha-
pitre, on étudie les relations entre les représentations d'un groupe et
les distributions sur celui-la. Dans le chapiﬁre 2 on énonce le théorime
d'unicité qui sera démontré dans les chapitres suivants. Dans le chapitre
3, on étend aux groupes quasi-déployés un résultat de I.M. Gelfand et
D.A. Kajdan. Cela permet alors de démontrer le théoréme 2 dans le cas des
représentations paraboliques (chapitre 4). Le théoréme d'"hérédité" du
chapitre 5 pour les représentations induites permet alors de démontrer
le théortme 2 dans le cas général. Le chapitre 6 présente une nouvelle
formulation du théoréme 2 en termes de modele de Whittaker, ainsi que

quelques résultats d'existence.
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Les résultats de ce travail ont été annoncés au Congrés de Wil-

liamstown (1972) [17] dans le cas des groupes déployés.

Enfin ce travail doit beaucoup a R. Godement, qui m'en a inspiré
la plupart des idées, et & P. Deligne, dant les indications m'ént aidé

a améliorer la rédaction originale.

I. ‘Représentations induites et distributions

I. 1-Représentations

Dans toute la suite, G désigne un groupe localement compact et tota-
lement discontinu (l.c.t.d.). On note dg une mesure de Haar a droite sur G,
. . +
et S le module de G: c'est un homomorphisme continu de G dans B , tel que

-G
§é(g)dg soit une mesure de Haar & gauche sur G,

Une représentation & de G dans l'espace vectoriel complexe E ezt un

homomorphisme de G dans le groupe linéaire de E. Nous sommes principalement
intéressés par les représentations qui vérifient la propriété suivante: le
stabilisateur de tout élément de E est un sous groupe ouvert de G. Une telle
représentation sera dite algébrique., Elle sera dite admissible si, de plus,
elle vérifie la propriété: pour tout sous groupe ouvert G] de G, le sous es-

pace de E formé des éléments stables par Glest de dimension finie.

N . . . . —— . -



I. 2- Exemple de représentations: les représentations induites

Soit H un sous groupe fermé de G et soit 7 une représentation algé-
brique de H dans l'espace vectoriel E. On considére l'espace1§(G;E;E) des
fonctions f sur G & valeurs dans E vérifiant: -

(i) f(hg) = §H(h)-%_11(h)(f(g)) sihel et geo.

(ii) f est localement constante sur G et & support compact modulo H.
Alors G opére par translations & droite dans cet espace vectoriel et cette
opération définit une représentatibn algébrique de G, que l'on appellera re—

G
présentation induite parq et que 1l'on notera IndH'E .

Une représentation induite apparait comme quotient de la représenta-
tion régulidre droite de G. Soitlng;E) l'espace des fonctions sur G a valeurs
dans E, localement constantes et & supporf compact et scit p l'application

(G E) —» S(G B; ™) définie par
) (g) = Jﬁé;(h) U(h) f(hg)dh ou ge G et dh est une mesure de Haar
a4 droite sur H.

Propogition 1.- L'application p est un homomorphisme de $(G;E) sur

0
EKG;E;EO commutant avec 1l'action de G par translations a droite.

——

Démonstration.- Il est clair que p(f)e S(G;E;r) et que p coumute
avec les iranslations de G & droite. Si fe¢ §{G;E;Ej, soit Gi un compact ouvert
de G tel que le support de f soit contenu dans HG1 . Alors £ est l'image par

p de la fonction sur G définie par:

o si g¢(%
g & -1
£(g) ( _qdn) sigeG,

‘ Ha G1g



I. 3- Représentation contragrédiente

Si yr est une représentation algébrique de G dans l'espace E, on défi-

nit une représentation n* de G dans le dual E' de E par:
-1 . *
<1‘I(g)x, f') = < x, lr*(g )x*> si xe E, x*¢ E , et ge G.

v oy oz % .
Le sous espace E des éléments de E invariants par un sous groupe ouvert de G
V z » F' & ) V- -
est invariant par Ef. On note 7 la représentqtion algébrique de G duns E ainsi

obtenue, qui est dite représentation contragrédiente de .

Du fait que le groupe G admet des petits sous groupes (L77J, thdordme p. 159),

on peut appliquer les raisonnements de ([7¢], §2) pour montrer que, si 1

est admissible, il en est de méme de ﬁ , et de plus, l'injection canonique
v z

'
.de E dans E est un isomorphisme.
I. 4- Opérateurs d'entrelacement

Si'w’1 et T, sont des représentations de G dans les espaces E‘ et E2

respectivement, un opérateur d'entrelacement de'@ dans_yé est une application

linéaire f-de E1 dans E2 telle que:

iug3(g) = Wé(gl¢£4 pour tout élément g de G.

L'espace des opérateurs d'entrelacement de T, dans M, est noté HomG(jzl, Eé)‘

Le lemme de Schur est valable pour les représentations admissibles [30J: si L

est une représentation admissible irréductible dans un espace I non nul, aluvs

la dimension de HomG(g,w) est égale a 1,
I. 5- Formes d'entrelacement

La notion. de forme d'entrelacement, que nos utiliserons plutdt que
celle d'opérateur d'entrelacement, permet de comparer deux représentatigns de
maniére symétrique.

Définition.~ Soit 1, et w, deux représentations de G dans E, et E, res~

pectivement. On appelle forme d'enirelacement de T, et W, toute forme biliné-

aire I sur E%sz stable par l'action de G, c'est & dire telle que:

I(x1 y X, ) = I(y_r!(g)x1 , lr'z(g)x2 } si X, € Li et ge G.
Lla proposition suivante pormet de relier les opérateurs d'entrelacement et les

-
formos d'entrelacement.



Proposition 2.- Soit L et T, des représentations algébriques de G dans

les espaces E1 et B, respectivement.

-2
(i) Si ae HomG(E] ,ffé) , la forme bilinéaire Ia suivante est une
forme d'entrelacement defz] EE.I§ : -
}3(51 » Xy ) =%, 5 alx )> six.¢E . y
(ii) L'application a —> I est un isomorphisme de HomG(ga R Ié) sur

l'espace des formes d'entrelacement de<E1 et T, .

=52

(iii) Si E% est admissible, alors a est un isomorphisme si et seulement

si la forme bilinéaire Ia est non dégénérée.

Démonstration.-

(i) est clair.
(ii) I1 est clair que si I = 0, alors a = 0, donc il reste & voir pour

démontrer (ii) que tout forme d'entrelacement I de U, et 7, est de la forme I .

1 2

Si I est une forme d'entrelacement de][1 et Eé et si X, € EI , 1'application:

xz—) I(x1 Xy ) on X, € E2

) .
est un élément de E2 . Notens 1le a(x1). On a donc: I(xl , x2) =<fx2 , a(x])> .

Comme I est invariante par G, omn a:

-1 v
LA R R RSN NOTICHEN
Par conséquent ae HQmG(§3 {EZ) et I = Ia .

(iii) I1 est clair que a est injectif si et seulement si:
%

(Pour tout x, € B, , Ia(x1 , x2) =0 ) = x

= 0.

i
I1 reste donc & montrer que pour que a soit surjectif,il faut et il suffit que:

{(Pour tout xleE1 , Ia(x] , x2) = 2) => X, = 0,

clest a diré que: v
(1:4.1.) (Pour tout x. € B, ,¢x, , a(x )>=0) = x
1€ %1 2 1777 < 2

Si a est surjectif, a(x1) décrit tout l'espace E2 . Mais si X, est annulé par

v
tout élément de E2 , i1 est nul, d'ol la nécessité de (1.4.1). Inversement, si

= G.

¥
la relation (I. 4.1) est vérifide, elle exprime, puisque Ez's’identifie a E2 ,
A

que tout élément de E qui stannule sur 1'image Im(a) de a daps.ﬁz est nul.

Comme Im{a) est invariant paaﬁiz , on en déduit une représentation naturelle
de G dans £ /Im(a) qui est algébrique. Si i?z/lm(a) £ 0, il existe une Porme li-
néaire Bon nulle sur cet espace, et ovéeut la choisir invariante par un sous
. groupe ouvert de G. Elle se remonte en un élément non nul de %2 qui s'annule

sur Im(a), d'olu une contradiction , donc a est surjectif.



I. 6~ Distributions sur un espace totalement discontinu

Définition.-~ Soit X un espace topologique l.c.t.d. et E un espace vec-
toriel complexe, On nobe_§(X;E) l'espace des fonctions sur X a valeurs dans E

b

localement constantes & support compact. On appelle E-distribution sur X

ou ar abus de lanpuaga, quand il n'y a pas d‘ambl uité, distribution) une
s P 4 ’

forme lindaire sur 1°' espaceiﬁ(X;E) On note S'(X L) l'espace des E-distributions
sur X. Si E = ¢, on note:‘§(X;€) =‘§(X) et $'(X;¢) = $'(X) et on appelle dis-
tribution une €-distribution sur X, Si T est une E~distribution sur X et f un

¢lément de'§(X;E), on note ainsi la valeur de T en f:

J”f(x)dT(x).
X

Il est clair qu'une mesure sur X définit une distribution sur X. Si x¢ X, on
~notera €(x) la mesure de Dirac en x. On définit de nmaniére évidente la restric-

tion d'une E-distribution & un ouvert de X et le support d'une E-distribution.

Produit tensoriel.~ Si X1 et X  sont deux espaces topologiques l.c.t.d.

2
et E1 et E2 deux espaces vectoriels, l'application de’gﬂxi ; E )& b(X EZ)

dans E(X1XX

2 1
53 Ef9E2> définje sur. les éléments décomposés par:

f1®f2(x1 , x2) = f1(x1)f2(x2) ol fiéQ;(Ai ; hi) et x;€ Ki
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. On définit le produit tensoriel T1®T2
de deux distributions T b'(X ; Ei) en transposant l'application inverse:

j fof,(x, , xz)d(ﬂ?]@'lé)(x1 y X5) = (£f](X)dTT(x))yfz(X)de(X)) .
ijxz !

4

1 2
On vérifie facilement la théoréme de Fubini:

fx, , x,)d(T ®T,)(x ,x)=f (f fx, , x,)d4T. (x,))dT, (x,)
fX1xK2 1 2 1727 2 X, Xz 1 277 2 1

si fei(x1xx2 ; E1®E2 ) et T.e¢ S'(X. ; E,).

Produit de convolution.- Soit G un groupe l.c.t.d. et E1 et E2 deux

espaces vectoriels., Si Ti€‘§}(G;Ei)’ le produit de convolubion de T1 et T2 est

une E1®E2 ~distribution Ti*Tz sur G définie par:

-

f{gld = j/ f a(T U S(G;E
jG (g) (T1*T2)(g) GxG (g1g2) ( l83'1‘2)(31 R g2) ol fés‘j : 1@Ez),
pourvu que cetite formule ait un sens, c'sst & dire que 1l'ensemble
; 5 £ 3 T
{(31 » 8,){ 8,2,¢ Supp }n( upp T, x Supp 1)

soit compact.




Opérations sur les distributions.- Si A est un endomorphisme de 1l'espa-

ce vectoriel E, A opére sur S(X;E) par:
[A]l: £ — Auf ol fe-_“_S_(x;E).
On peut faire opérer A sur S'(X;E) en transposant l'application précédente. On

note To[A] 1'image de la distribution T:

jgg_g(x)dT(x) = f £(x)dT,[A](x) ol feg(X;E).
X X

Distributions sur un groupe.- Soit G un groupe l.e¢.t.d., H un sous

groupe fermé de G et 71 une représentation de H dans l'espace E. On note p

1'application de E(G;E) dans E(G;Eg_r) définie en (I. 2) etg le module de H.

Proposition 3.- Soit T une E-distribution sur G telle que

: (I.6.1) Efh)¥* T :g(fi)%iorl(ﬁ)l pour tout he H.

i
Soit f_éé(g_zl_il_) et supposons _;9_(_{) = 0. Alors on a:

jg‘(g) dr(g) = 0.
& 1
Démonstration.- Soit_ﬁ(G;(L‘;_(S_z) l'espace de la représentation de G indui~

1
te par le caracidre é}de H et soit p' l'application de S{G) dans __§(G;®_;§2)
définie en (I. 2). Siggeg((}'):

p'(g:"): P ‘?[fﬁ(hg)dh ol dh est une mesure de Haar & droite.
H.
C'est une application surjective d'aprés la proposition 1. On a alors:
fp(fi‘(g)ggm?(g) =f fga_(g),cf(h)fg(h)“’f(hg)dT(g)dh
e G H . S
= §(h)dhfgo,(g)f(ng>§€h)'§qufg(h)"J
H G
[ Sm)an[ g g)e(g)ar(g) drapres (1.6.1)
J £y

- ) (g)f(g)ar(g)
[ e

Comme p' est surjective et queﬁ(G;G;éi) est formé des fonctions invariantes &
gauche par H, et & sapport ¢ompact module H, on peut choisirgg telle que p'(}ﬁ)

soit la fonction caractéristique de H.Supp f. On a alors, si p{(f) = O:

Jf(g)dT(g) =fp'(5g)(g)f(g)d’f(g)
G G

fmmw@wmug

G
0

—

i

i
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Si on prend en particulier H = G, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.- Soit T une E-distribution sur G vérifiant:
(1.6.2) e{g)* T = ’fgfg(gﬂ pour tout ge G.

Alors il existe une unique forme linéaire a sur E telle que:

-1 . N
(1.6.3) ff_(g)d'l‘(g) =g I(W(g) f(g)d_lxg, ad si fe‘g(G;E), ou dlg est une
G’ - - - G’ - '—'—'—.‘“ - — = T
mesure de Haar & gauche sur G.

Démonstration.- Soit T la représentation de G dans E telle que

m, (g) =5{;%(g)g(g) si g @G

3
G

done le noyau de 1'homomorphisme P, de S(G;E) dans §(G;E;I1) construit en (I.2).

Alors T vérifie: g (g)#T =§ (g)Tg[Lr_1(g)J. D'apreés la proposition, T annule

' La forme lindaire T sur E(G;E) se factorise donc par ‘§(G;E;L). Comme 1'appli-~

cation £ ~¥% f(e), ou e est l'élément unité de G, est un isomorphisme d'espaces
vectoriels de §(G;E;lx4) sur E, il existe donc une forme linéaire a unique sur

E telle que:

ff(g)d’l‘(g) =< pi(f)(e), a) pour tout fe S(G;E).
G s

it

1
5 -1
Et on as Pt(f)(e) f§6(8)2171(g yf£(gldg (par définition de pl )

i

G
{na™e (@ (0
G

-1 . N
.=f1(g )f(g)dlg ol d,g est une mesure de Haar 4 gauche.
G

Réciproquement, il est clair que la relation (I.6.3) définit bien une E-distri-

bution sur G vérifiant (1.6.2).
En passant de G au groupe opposé, on obtients

Corollaire 2.- Soit T une E~distribution sur G vérifiant:

-1
’_P_~¥§(g_ } = ‘Lg[l(g)_} pour tout ge G.

Alors, il existe une unigue forme linéaire a sur E telle que:

ff(g)d‘l‘(g) = (fg(g)f(g)dg, a) si fe S(G;E) et ol dg est une me-
G G

sure de Haar a4 droite sur G.

.On peut en particulier appliquer le corollaire précdédent en considérant,
si X est un espace l.c.t.d., la représentationfr: de G dans _&X;E) définie par:
T(g).t =1(glef si fe $(XGE) h
En remarquant que ‘§~:(G;ﬂS’(X;E)) est isomorphe ‘b.“%((})@i(x)a E, donc éA”S;(Gx XE).

on obtient:



Corollaire 3.- Soit T une E-distribution sur GX X vérifiant:

Gx X

f g, x)dT{(g, x) = [ g(grl,_f_(gg1 , x)dT(g, x) pour tout ge G et fe S{Gx X;E.
Gx X , =
Alors il existe une E-distribution T unique sur X telle que:

f(g, x)dT(g, x) = ( m(g)t{g, x)dg® dT(x) pour tout f e S(GAXE)
Gx X -

Gx X

Cas d'un groupe G opérant proprement et librement sur un espace l.c.t.d. X.

Si E est un espace vectoriel, on définit l'application £ --)fbde S(X;E)
dans S‘::(X/G,E) par:
& (%) = ff(g.x)dg si % est 1l'image de x¢ X dans X/G.

G
On montre comme dans laproposition 1 que c'est une appliication surjective. Par
/ transposition, on obtient une application injective de S'(X/G;E) dans §'(X;E),

notéde T - ‘I‘f .

Proposition 4.~ Soit R€§j(X;E). Pour que R soit de la forme _T”, il faut

et il suffit que;

-1
(1.6.4) %g.{ﬁgiglggig) = qéé(g )£(x)dR(x) pour tout ge G et tout fe SUGE).
X"— T e

—

Démonstration.— Pour que la forme linéaire R sur S(X;E) soit de la for-

E 2 .
me T , il faut et il suffit que R se factorise par S(X/G;E), c'est & dire que:
b
¢ =0 = ff(x)dR(x) = 0 pour tout fe ;SL(X;E).
o o

51 fe S{X;E) et_@eé()(), et si R vérifie (I.6.4), on a:

ff(x)-%’b(x)dR(x) (ff(x)sg(g.x)da(x)ag
, ‘X6

X
) (g)f(g—1 Xxo{x)dR({x)d
f;‘/;~G b 8

ff"mf(x)drz(x)
X

i

il

Il

On peut prendrei telle que Sfib soit la fonction caractéristique de 1'image du

support de £ dans X/G.0n a alors:

J(f(x)dR(x) =

X

f(x)g!"(x)dR(x)

f“(x)fgx)dn(x)

si sz_Q.

]
o R %

: o
Inversement, il est clair que T vérifie (I.6.4).



1. 7~ Formes d'entrelacement et distributions
Nous supposerons dans tout le paragraphe (I.7) que G est unimodulaire.

On peut déterminer les formes d'entrelacement de deux représentations
induites & 1l'aide des distributions sur G. L'indice i prenant les valeurs 1| et
2, on se donne deux sous groupes fermés Hi de G, de module §i et _7% deux repré-
sentations algébriques de Hi dans les espaces vectoriels Ei . On note ‘)"1 la re-

présentation induite Indg. I_Ti dans l'espace Vi =*§~(G;Ei ;_T_'f_ji_) et pi l'applica-

tion de ’S((G;Ei) dans Vi définie en (I.2).

Théoréme 1.~ Si le groupe G est unimodulaire, l'espace des formes d'en-

trelacement 1 de) et ) est isomorphe & l'espace des E. @ Ez—distributions T sur

L1 =2 ==

i'G vérifiant:

(L7.1)  emprrre®)) = & ()8 () e lm (h)e my(n,)] pour b e H,

La correspondance entre I et T est définie par:

(1.7.2) 1(p,(£), p,(£,)) = fdgz (f (g,e,)0t,(g,)dT(g,) pour ¢ ;€ 868 ).

——

Démonstration.~ Si I est une forme d'entrelacement de A 1 et,] , on

définit{ une forme bilinéaire sur §(G;E1)X §,(G;E2) par:

(f £.) = I(P1(f1)’ pg(fz)) ol fifé(G;Ei)'

17 72

Cette $orme bilindaire définit une forme linéairé sur ﬁ;;(G;E”@g(G;EE). Comme
cet espace s'identifie éé(Gat G;E}&) E2), il existe donc une E1® Eg—distribution
~

T sur Gx G telle que:

I(p, (£,), p,(£,)) = (Gxef1(g’)® e, (g,)afg, ,,) pour £, €5(G5E,).

Il est clair que cetie distribution est invariante par G: On a symboliquement:

dT(g,g, g,8) = aT(g, , gz) si geG.

Par conséquent, d'aprés le corollaire 3 de la proposition 3, il existe une E1 ®-E2—dis—

tribution T unique sur G telle que:

f (g )®¢f (g yat(g, , g.)
(GKG1 1 2 1 2 a

[\

2

Déterminons 1l'action des H sur T, Si heH, et fe${G;E.), notons fh '
- i i - i

h P
1'4dlément de S(G,E ) donné pu.r. t(g) = t(hyg) si geG. Un vérilie que t'on ai

(I1.7.3) v (e") = J,(h)ép.(ﬁ,(h)f).
1 1 1

= (dg2 f;f1(g1g2)@f (g )dT(g1) pour‘ fieg‘{G;Ei)'
T

-t



i

il

-1 P
On peut donc calculer E(h1)¥ Ti:§(h2 ). Si fie §1G;Ei), on a,par définition de

la convolution:

-1
dg, | £.(g.g.)o £, (g )d(E(n )* T+e(h, ))(g,)
fe 2(G1 1527 ® %28 1 2 1

[dngf1 (h1g1h;1g2)® fz(gz)dT(g})

= Jﬂdng— (n .8 g2 ®f. (h2g )dT(g1) aprés changement de variable

h
I(p1(t , p?_(f2 ))

(8, ()8 () 1, (, (2, ), p,(m,(£,))) d'aprés (1.7.3)

1l

(d;(h1)§2(h2))2fgdg2fG5(h1)f1(g1g2)ov (h,)1,(g,)aT(g,)

]

i

@(h,)§2(h2)>ff(}dg2fc}f1(g1g2)@ £, (g,)a(r.[m (b e, (n,)]e,)
Ce calcul étant vrai quels que soient f et f y On en tire:
£ (b ) T3 g(h;1) J(h )3, (h ))"‘ Tc[“ﬂ' (b, ®TF2(h2)J.

Donc T vérifie bien (I.7.1).

On a donc démontré que la reldtion (I.7.2) définit une application de

l'espace des formes d'entrelacement de b et.}z dans l'espace des ElﬁjEz—distri-

butions T .vérifiant (I.7.1). Il est clail que cette application est linéaire.
81 T = 0, on obtient I(p (f ), pz(f })) = 0 et comme les P, sont surjectives,

on a I 0. Par conséquent cette application est injective., 11 reste a montrer
qu elle est surjective. Soit T une E1Q E2—dlstr1but10n sur G vérifiant (I.7.1).
Pour qu'il existe une forme bilinédaire I sur V1x V2 telle que (I.7.2) soit vé-
rifié,il suffit que le deuxiéme membre de cette égalité soit nul dés que

p,(£.) =0 ou P2(f2) = 0. Or cette condition est vérifiée d'aprés la proposi-
tion 3. I1 est clair alors que la forme Bilindaire I est une forme d'entrelace-

ment de21 et 32

Corollaire 1.- Soit H un sous groupe fermé de G et w une représentation

G
admissible de H dans E. Suppesons que la représentation IndHIf soit admissible.

G . . v
Alors la contragrédiente de IndHf[est isomorphe a IndH;f.

Démonstration.- D'aprés la proposition 2, il suffit de trouver une forQ

¢ e e g G v . - s P
me d'entrelacement non dégénérée de Inqu:et de Ind:}¥, D'aprés le théorime, une

forme &'entrelacement de ces deux représendations est définie par une B ® E -
"distribution sur G vérifiant:

(1.7.4) p:(h1)4T4§(h;) %[TI' & ( ﬂ

-
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Les fonctions g ~» f£(g)xo X (avec ge G, feg((}), xe E, Xe E) engendrent 1'es-
V -
pace vectoriel E(G;Ee E). Notons & , > la dualité canonigue entre [ et E.
A~ v
Alors on peut définir la E®© E<distribution T sur G par ses valeurs sur de tels

éléments:

jf(g)xﬁ)‘éd’l‘(g) =ff(h)<1r(h )%, x>5(h) dh.
G H -
Montrens que T vérifie (I.7.4).

(f(g)x@ xa(g(h )% Tx §_(h;1 ) (g)

G
-1 4
= | f(h gh_)xex dT(g)
G 1= 2

. -1 %
ff(h hh )41\'_(}1 )%, }%)éﬂﬁ(h)'dh par définition de T,
H

i :é‘H(h1h2)%[i‘(h)< T_T_.(h;lhhz)-Jx, ;>£{(h)%d‘h aprés changement de variable,
H
+ -1 v v 1.
=§H(h1h2)2£1f(h)<71(h) n(b))x, % (b))% 3 (wian

ff(g)( (b, )xmr(h )x)5 (b h ) dT(g) donc T vérifie bien (I.7.4).

G

Notons p (resp. {)) l'application canoniyue de S(G;E) dans V = $(G;E;x) (resp.

de S(G;E) dans V' :ﬁ(G;E;f_)). La forme d'erltrzlacement I est zlors donnée par:

(1.7.5) I(p(£), pl(£")) = fdgf(j{(h)']f(hg), f'(g)>§H(h)%dh ol Te 5(G;8) et f'e 5(G;E).
On peut . donc écrire: ’

I(p(£), p(£")) = f{p(f)(g), t'(g)> dg
G.

-1
En faisant le changement de variable g —>h g dahs (I.7.5}, on a de méme:
I(p(f), p(£*)) =[<’f(g), p(f'){g)> dg.
G

Montrons que ;/est non dégénérée. Supposons que f soit telle que, pour toute f!'
dans _%(G;E), on ait: I{p(£), p(f')) = 0. 8i p(f) # 0, il existe un ouvert compact
non vide € de G sur lequel p(f) est constant et prend la valeur x. Soit X un

v v
é1ément de E tel que < x, X > £ 0 et prenons pour f' la fonction prenant la va-

v .
leur x sur C et O ailleurs. On a:

I(p(f), p = f(p £)(g), £'(g)> dg = <x, ;)fdg #_O_.
C

- . . - .
D'ol une contradiction. On fait le m8me raisonnement en intervertissant £ et {'.

0

t

Done I est non dégénérée,



On peut déduire comme autre corollaire du théoreme une généralisation
de la réciprocité de Frobenius. Soit H un sous groupe fermé de G et soit ol
(resp.‘ﬁ) une représentation algébrique de H (resp. G) damps l'espace F (resp. E).
On note 5701’ la representa.tlon de H dans F donnée par:
Glenm) = I, ) (1) sinen.

On note E‘H la représentatlon T restrelnte a H.

Corollaire 2.- L'’espace des formes d'entrelacement de Ind:'f et de w

T i —

est isomorphe & 1'espace des formes d'entrelacement de§§o_’t et de _TIIH .

. . . s G . .
Démonstration.- Remarquons que Test isomorphe a Inng‘ . D'aprés le thé-

A G
oreme 1 1'espace des formes d'entrelacement de IndHt et de ™ est donc isomor-

; phe 2 l'espace des F® E -distributions T sux G vérifiant:
-1 1 .
s(h)*Tyselg ) = éH(h)i’LgBh)ml(gu si he H et geG.

D'apreés le comportement de T par translations & dreite et le cprollaire 2 de

la proposition 3, il existe une forme linéaire unique a sur F®E telle que:

ff(g)dT(g) =< ((1®T_f(g))f(g)dg, a.> pour tout fe S(G;F®E).
G G o

et réciproquement pour toumte forme lindaire a sur FYE cette expression définit

une FeE-distribution T sur G vérifiant:
-1 )
T+£lg ) = T,a_[lwb“_‘f(g)J si geG.
I1 reste & voir quelle condition doit vérifier a pour que T vérifie
L 4
é(h)* T = _é—H(h)“'EgE_f_’(h)Q 1] pour he H.
On a, si fe§(G;FOE):

ff(g)d(a(h)* 1) (g) ff(hgm(g)
G - G

i

<[ tom@)ttalas, o>
G

-1

1>

(1om(g))f(g)dg, aa(1®m(h
G
aprés changement de variable. On a d'autre part:

fé (M) *(r(n)am(g))f(g)dg, a >

fi

f& h) t{h)® 1)£(g)dT(g)

’
i

L
.<f (tlom(g))(g)ag, au(d,(h) (rn)@1))>
.. G
La condition sur a est par consdquent:

2.(18m(0™)) = 0,(d () (W) @1)) pour tout ke I



Ou encore:
aggé;(h)it(h)q[g(h)) = a pour tout he H.

Si nous considérons la forme bilinéaire sur FA E associde & la forme linéaire
a sur FO®E, cette dernidre condition exprime que cette forme bilinéaire est en
fait une forme d'entrelacement de_§H01: et de T g ' D'ou

1'isomorphisme annoncé,

II. Un théoréme d'unicité

I1.1. Le groupe G

Soit K un corps localement compact non discret et non archimédien et

soit K une chbture algébrique de K. Soit G un groupe algébrique connexe réductif
{ - .
quasi-déployé sur K. Soit G l'ensemble des points de G rationnels sur K. Par

plongement dans un groupe GL{n,K), G est muni d'une topologie qui en fait um

groupe l.c.t.d. et qui est indépendante du plongement choisi.

I1.2. Les représentations Ae

- —

Soient B un sous groupe de Borel de G défini sur X, H un tore maximal de

= — —

B défini sur K et U le radical unipotent de B. Scit B 1l'ensemble des racines de

3 —

Eﬁpar rapport a H muni de l'ordre qui rend p051t1ves toutes les racines de H

dans B, et S l'ensemble des racines simples correspondantes. On notera 1 la

=
valeur sur un élément h de H d'une racine «. Pour chaque racine « dans R, soit

X un homomorphisme non trivial de K dans G tel que

-1 —
bx (t)h" = x,(Bt) pour heH et teX.

Un caractire rationnel © de‘g (& valeurs dans K) est dit principal

pravesty ——

s'il est de la forme

O(TTxfe ) = 2 At (4eB

=0 — T §eS T
ol le %( sont des éléments de K . Remarquons qu'en modifiant au besoin le choix
des4xx :— n peut supposer tous les a} égaux a 1. C'est ce qu'on‘fera dans la
suite. o

On note respectivement H, B, U, l'intersection de H, B U avec G. Soit h

un caragtéere non trivial de K (& valeurs dans le groupe des nombres complexes



de module 1), Un caractdére principal de U est un caractére de la forme

—r

—

O] ou & est un caractdre rationnel principal défini sur K de U.

Si 9_ est un caractdre principal de U, on note )6 = Indg 6 1la

représentation de G induite par _9_ et on note LB 1'esp;;; de cette repré-

—

sentation.
11.3., Le théoreme d'unicité

Théoréme 2.- Soit 7 une représentation admissible irréductible de

G dans l'espace E. Soit f un caractére principal de U. Alors

dim HomG(:le ,Tl) < 1.

III. Démonstration du théoreme dunicité: formes d'entrelacement

sur Lx L

On garde dans ce chapitre et les suivants les potations du chapitre
précédent. En particulier, § et © sont des caractéres principaux fixés

de U et U respectivement vérifiant 6 =g_g_@.

R

I1I.1, Compléments sur la structure de &

Soit W le groupe de Weyl du systeme de racines R: W est isomorphe

au quotient N(H)/H ou N(H) désigne le normalisateur de H dans G. Pour

chaque racine « dans S, il existe un unique élément t de K tel que
xs(T )x_«(t)xi(l ) € N(E__Q

(cf. [20) proposition 1). On note ?a( cet élément de N(H). Son image dans

—_—

¥ est la syméirie w, associée & la racine « . Si maintenant w est un €lément

de W, soit w = \Qwé Wy une expression minimale de w en produit de

symétries assocides a des racines simples. Alors ¥ =W ?E...?X est un o
représentant de w dans N{H) indépendant de 1'expression minimale choisie

pour w (cf. [12] lemme 83 b). On note w, l'unique élément de ¥ de plus

SURE Y |
grande longueur. Il est tel que W, Bv, A 3B = H.

Propositiéﬁrs.— Il existe un unique antiautomorphisme ¢ de G tel

e,

que




(W=u ,

® 19
3
i
10}

7

=1
o(h) = Wshw,  pour tout h e ii_-

On a, de plus, EZ = 1.

-1
Démonstration.- Posant o(g) = ¢(g ) pour g e G, cela revient

a montrer qu'il existe un unique automorphisme ¢ de G tel que

Sﬂ(g) = H,

ngéﬁ = ’SQ

- S

Eﬁ(h) = W,h W, pour saut h € H.

La troisieme condition entralnme que ¢ opére sur R par fﬂ(d) = -w,(«).
La deuxiéme condition s'écrit alors

fe(x&((t)) = x—-w%(g(_)("t) si we S,

On sait que ces conditions déterminent un unique automorphisme de G ([16],
exposé 23). Enfin 9:2 est un automorphisme de gqui vérifie -

2 (x (1))

) = h si hetl,

xd(t) si ¥€8S,

c'est donc 1l'identité (loc. cit.).

% Si QcC S8, et si L[Q est le groupe de Weyl du systéme de racines en-

gendré par ¢, on note WQ 1'élément de W. qui transforme toutes les racines

Q

dans Q en racines négatives.

Lemme 1.- Soit we W. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Pour tout «e8, si w(«)> 0, alors w(x) est simple;

(ii) Si «>0 et wix) O et si 1'une d'elles est simple, l'auire 1l'est
Si &0 et wix) B U P

aussi;

(iii) Il existe une partie Q de S telle que w = wyw_ .

OYQ

Démonstration.- Voir [12], lemme 89.

Lemme 2.~ Soit 9c S et %x€Q. On a

(i1} w.x (t)TJ-] = X (t) si teK.




Démonstration.~ Soit w, = w we( . On a clairement

1 Q
WQ Wﬂ( = w_w (o() WQ .
_ Q -
D'ou
WQ = Wl Wi{ W—WQ(d) W‘Y .

Ainsi on obtient une décomposition minimale de w_ en ajoutant Wy a droite

Q

(ou bien w v (%) 4 gauche) d'une décomposition minimale de v, o On a donc

wQ=w]\g_w_w(d)wl.
Q..
D'ou
e —1 _-1 _ 62 1 ;{.-2
e e L S A
On a w2~w2 = 1, don i‘rz H et iz H. Plus préecisément
Y L) T e e ~v () © - Fius précisénent,

cq s -2 . . 1 0 .
1'élément w, est 1l'image de la matrlce( 0 ‘1‘) par un homomorphisme quel-

£

conque de SL(2, K) sur le sous-groupe de G engendré par les éléments

x (t) et x_d(t) o t e K, et le méme résultat vaut pour -w

2 Q

(«) au lieu de

(&

. Comme 1'automorphisme de H défini par v, envoie la racine « sur la
ragcine v, (x) = -WQ(g(_) , on en déduit que
= -2 _-1 _‘?2
1 w5 W=V (x) ?
Q -
d'olu
W W = .
Q¢ Q -wQ(cg_()

D'apres [:}.0_] , proposition t; la formule (ii) est une conséquence
de la formule (i).

Lemme 3.- Soit w & W. On a o(w) = Wy (w-1) G:I

Démonstration.~ Soit xeS. On a défini E comme l'unique élément

de N(H) de la forme xd(l)x d(t)xd(ﬂ. D'aprés la démonstration de la pro-

position 5, on a o-(xd(1)) = x

4 ng_(i(_)(” et E(x_(i(t)) = x"{&!(%)(tl), on en

»



déduit que W(Q;) est un élément de N{H) de la forme x

—— = o\ L o\

On a donc
w(7,) =¥ = wgw wol,
-~ -wb(gl_) 040

Soit maintenant w = w, ...w  une décomposition minimale de w, On a

- _ - - -
W= W o...w, , d'ou

i
o7 = T(®)... (5,
- L =1
=wme~--éw6\‘
w— '-l —
= W‘-’, (W ) Wo .

P
35i w & W, notons yﬁ =U n WU .

Proposition 6.- Soient w € W et h € H tels que

C)(h-1§-1uﬁh) = ©@(u) pour tout u e gw .

Alors

(i) il existe une partie Q de S telle que w = w_ o

— - A R -
{(ii) thz th et B =1 si «€§,

(iii) S(i}h) = wh.

——

Démonstration .-~ (i) Soit « une racine dans S telle que w(g) > 0.

I1 existe un élément a de K tel que

-1_-1 _ _
h % xw(d)(t)wh = xi(at) pour i e K.

Om a donc
S(XW(\E(‘)(t)) = g(xoi(at))z at,

i

ce qui impligue que w(X) ¢ S. La partie (i) de la proposition provient

alors du lemme 1.

(ii) On a donc w, = ww, =ww, et, comme on obtient une décomposi-

Q Q

tion minimale de w; en juxtaposant une décomposition minimale de w et une

'S

-

décomposition minimale de w , on a Wj = WGQ . Soit « une racine dans Q.

Q A
En utilisant deux fois le lemme 2, on a, si t €K,
=1 - = —=l - =1
F xw(i)(t) w = wQ v, xw(d)(t) v WQ
— _=1
= t) w
0 )™ g

i
o]
—_—
ot
~—



N ' s _ , \ . -
On a donc ?E =1, d ou.<I(xi(t)) = xy(d)(§(t))' D'aprés le choix des 2§ R

on a donc 5(%;) =W () * Soit w un élément de W défini sur K et soit

W= W o...W, une décomposition minimale de w. On a

- - §ﬂw) =w = %x"'ﬁs .

— e

g} 22(3

On a donc

——

((@) = z_g_(‘ioi)---b:_(%) = %(@'"wxw) -

Notation.~ On note W l'ensemble des éléments de W définis sur K.

C'est un sous-groupe de W (groupe de Weyl relatif).

Corollaire.~ Soit O un caracteére principal de U. Si w est un é1lé-

~1_-1 _
ment de W et h un élément de H tels que O(h~ ¥ uwh) = 6(u) pour tout

uwa dans U (U =10 0 G), alors
W w =W _ ————

(i) il existe une partie @ de S telle que w = w, w

Q ¥

(ii) Woh = b7, et =1 siwxe,

(iii) o (¥h) = ¥h.

 Démonstration.— La condition s'écrit Il(gg(h—1w-1uﬁh) - gg(u)) =
Le*groupe E& est un groupe unipotent déployé sur K ([13], corollaire 3. 18),
donc la variété algébrique sous—jacente & U est K-isomorphe a un espace
vectoriel. De plus, il est facile de voir ;ue le morphisme de Ew dans K
donné par

u — g;(h—1ﬁr1uﬁh) - gz(u

est défini par un pélyndme de degré au plus 1 en chague variable. On en
déduit que 1l'ensemble des éléments de K de la forme gg(h_1§_1u§h) - é;(u)
pour u € Uw est égal soit a {9}, soit a K. Par hypotggse, cet ensemble
est contenu dans le noyau de n: il est donc nul. On peut donc appliquer

la proposition 6.
III.2. Distributions assocides aux formes d'entrelacement sur L X T

On adopte
%M_,L_L

4 partir de maintenant les notations suivantes: 39 =2,
5 L = L5 , et on note p (resp. B) l'application S(G) — L

’
(resp. S(G ) —> L) définie en (I1.2).



/
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D'aprés le théoreme 1, la relation :
(I11.2.1) I(P(f1), p(fz)) =fdg2 ff1_(g1g2)f2(g2)d1‘(g1) pour fié-_‘i—(G)’

définit un isomorphisme entre 1'espace des formes d'entrelacement I.de A et )

et l'espace des distributions T sur G vérifiant:

(III.2 2) E(u )-)# T¥£ (u ) = 9( ‘1‘ pour u. ¢ U.

La decomp031t10n de Bruhat de G d'écrit

U BWB ,

weW
11 nous suffira pour la suite, d'étudier les distributions T sur BWB vérifiant

la relation (III.22). Avant d'énoncer les résultats, nous avons besoin Qi

lemme suivant .
%

-1
Lemme 4 .~ Soit we W et soit U& = Un Wiw .

a) Le groupe U opére & droite proprement et librement sur 1'espace UX Hx U par:
v C

- “1_=1 =1_
(u1 , h, u, ).u (u u, h h % u wnu ) ou (u1 , h, u2)€ UxHxU et uelU .
ou a IxAxU et uel

P — m \_ s =

b) L'application de Ux Hx U dans BWB définie par:

y by w,) = u

est comstante sur les orbites de U& et définit par passage au quotient un homé-

(u,

omorphisme du quotient de Ux Hx U par Uw sur BwB.

Démonstration.- Le groupe Ux B opére transitivement 4 gauche sur EwB

-1
par: (u, b).g = ugb si (u, ble UXB et g¢ BUD, Le stabilisateur de W est

-1 _ =~ ,
formé des éléments de la forme (u, ¥ uW ) avec ue Upwlv = Uw . Par consdéquent

1'application de Uax B dans BWB définie par:

(u, b} =» (u, b).¥W = uﬁb-]

o



_—p—. e — .- e e - -~

induit par passage au quotient un homéomorphisme de (Ux B)/Uw sur DBwB ([Q/]Ch. 7,
appendice 1, Lemme 2), L'application de UXHxU dans UXB qui envoie (u1 » by u, )

1

sur (u.1 y u; h~1) est un homéomorphisme. En transportant & Ux Hx U par cet homéo=

morphisme l'opération de Uw sur Ux B par translations a gauche, on obtient immédia-

tement les résultats du lemme.

Cette opération de Uw permet de remonter 2 UxHX U les distributions

- b PO - .
sur BwB. Si f€3(UxHxU), on note £ 1'élément de S{BwB) donné par:

£® (x) :f f(x.u)du si xe UxHx U et x est 1'image de x dans BWB.
U

W
On démontre comme dans la proposition 1 que l'application f - fb est surjecti-

ve, Par transposition, on obtient une application injective, notée T -)T* de

S'(BWB) dans §:foHx U). Cette application est telle que:
f f £(x)ar" (x) = ( dT(;c)f f(x.u)du si fe S(UxHxU).
UxHx U BWB u, -

Proposition 8.~ Soit T une distribution sur BWB vérifiant (III.2.2.).

(i) Si T # 0, alors il existe une partie Q de S telle que w = Wy wQ -

—.

(ii) Dans ce cas, il existe une distribution unique T sur H telle que

(1IT.2.3) T = f(u, )du

——

T ®
@ T e Blu,)du,

o du = dui est une mesure de Haar fixée sur U.

~ - -1
(1ii)¢8i h e Supp T, alors Yy hwg = h.
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Démonstration.- 1~ T vérifie (IIE.Q,2) si et seulement s'il existe T

dans S'(H) vérifiant (11I.2.3). Le groupe Ux U opére & geuche:

-1
1 5) = (g uy )

et sur BwB par: (u1 , u2).g = u1gu2 si g ¢ BWB.

sur Ux Hx U par: {u, , uz).(u; , h, u , h, u
Ces deux opérations sont compatibles avec:

- 1'opération a4 droite de U* sur UxHrx U;

- 1'application: Ux Hx U — BWB définie dans le lemme 4 b).

Par conséquent, pour que T vérifie (II1.2.2), qu'on peut aussi écrire symboli-

-1 . . .
quement: dT((u’ s ué).g) :jé(u1 u2)dT(g), il faut et il suffit que 1% vérifie:

-1
; de((u1 s uz).x) :_Q(u1 uz)dT’(x) pour xe UnHXx U et u € u.

D'apres le corollaire 3 de la proposition 3, ceci équivaut a:

et

2 e N
T = B(u, )du, @ TOKu )du,

ot f est une distribution sur H.

2- Soit T'4 S'(H). Pour qu'il existe T<¢ 5'(BWB) telle que:
_ ]
-—ﬁ(\_{1)d21® T'® ,9(32){\12 ’

il faut et il suffit que T' yérifie

(II11.2.4) ff_g_w - 9% T vmn) et (v) =

H

—

; t £& S(H).
pour tout ger et tout f ‘::(——)

En effst, soit T = é}:})du1® T'@_é(;;)duz . Pour qu'il existe T telle que
T1 = Tﬁ; il faut et il suffit, d'aprés la proposition 4, que T1 soit invariante
a droite par Uw , c'est & dire quesz
dTi(x.u) = dT1(x) pour tout ue Uw .
I1 suffit d'appliquer cette égalité a des fonctions féégllxﬁ xU) décomposées,

c'est & dire de la forme: f(u1 , h, u2) = f1(u1)f‘(h)f2(u2) pour uieU et he H.

On vérifie alors que:

f f(.x)d'l‘ (x) = ((f1 u )G(u du )({ )e(u Jdu. )([ t{h)dT'(h)).
Ux Hx U_ ! U 7 i ;

*

-,



Et d'autre part; si ue-Uw :

j/ f(x)dT1(x.u~1) =
UxHxU

=f f(x.u)dT](x)
UXxHx U
“lo=1 ~1_

=f £ (uw)ff(h)f (b~ W u whu )Q(u (—D(u )du ®dT'(h)® du
Ux Hx U B

[ | 2

i1

(jf (a,u)6(u, )du )ff'(h)[ (075w G, B, D an (n)

H

9(u>((f (u,)B(u, du )(( (0,08, )au,) ([ £ (™% e )ar (n)
H

apreés un changement de la variable u, . Comme f1 et f2 sont quelconques, la

-1 ..
condition dT1(x.u ) = dT1(x) s'écrit doncs

: - =1 4 _
‘jf'(h)dT'(h) = ff'(h)?_(h w u  whu)dT'(h), pour tout f'e
H H
ce qui est bien la condition (IIT.D.4).

(#),

S
=3

3- D'apreés (III.2.4), si b & Supp T', alors on a
B(h-1§—]uﬁh) = B(u) pour tout u € U& . D'aprés le corollaire aux proposi-
ticns 6 et 7, on en déduit w = wj W et W_ h¥W. = h pour une certaine

Q g ¢
partie Q de S.



- e My e

. ITI. 3~ Invariance de T par 9.

Comme cest un homéomorphisma &ontinu de G sur lui-méme, il opére sur les

distributions sur G.

Nous utiliserons ici pour ¥ la notation exponentielle: si ge G, on note:
-1 -1 -z
s(g) =g et =lg ) =1(Ag)) =g .
Alors v agit sur $(G) et sur $'(G). 5i f¢8(G), on note:
_— - -
t~(g) = £(g%) .

Si Teﬁ_‘(G), son transfomé Trpar o est défini par:

ff(gmﬁg) _ (fg(g)dT(g) si fe§(0).
G G -

Proposition 9.~ Soit T une distribution sur G vérifiant (II1.2.2).

Alors, ona: T = 7=,

Démonstration .- Ter cas: nous étudions d'abord le cas ou T est une

distribution sur BWwB.

Alors, d'aprés la proposition 8, il existe une partie Q de S telle

que w = W, wQ . Soient u, deux éléments de U et g = u]ﬁm,2 un élément de
BwB. On a
o
g = u‘c‘z- h‘w'u';:
T B s
. = uW, h Wy Wour” (cf£. propesition 6.iii)
T - (= -1, o
=u5_w(wghwg)u1 .

En particulier, ¢ conserve la double classe BWB.



o , . .
Pour montrer que T = TEE i1 suffit de montrer que Tﬂ;: (Tgﬁ dans'§j(UKIIAIH.

On peut relever 1'opération de § sur BwB en une opération sur Ux I x U défi~

nie par:
Rou ) = (uE, Fhv, u)
» hyu,) = tuy, wQ wQ , U,

*
On peut alors calculer (Tz) . Si féﬂ§(UxI{x[ﬂ, on a:

< FF € .
Jﬁ f(x)a(r ) (x) = Jf dT”(x)J/ f{x,u)du
Ux HxU BwB U,

::J[ dT(i)/g'f(if.u)du
/ BWB g

(u1

St x = (u1 s h, u2), on a, d'aprés la définition de 1'opération de UW sSur

UxH x U
> o o~ =1 =l =1=
= h h™ ww_hw u*)
(uzu, Wt s W&l u Nt
-1 <y -F -1 T o

= (d%h, “th , ¥ ~h —u

T
=
I

bed uT) .
" Soit #% 1'automorphisme de U donné par: '

ﬁ;(u) = Whu

On vérifie gu'on a inversement:

* w=p -1 ()
A

On peut écrire par conséquent:

(u1 , h, usz.u = (Jgu, thwQ , (F (u)) u’)

(u1(f;(u)), h, u-uz)“

~1 —1

it

ration de U sur UK Hx
f'(u1

E

=
ry
o

4

=
=
[o¥]
=
i

-1 _~1 - g . o
(u1fh(u), h, h @ Fh(u)wth) en exprimant u— en fonction

-
((u , h, u ).f;(u))’ d'aprés le définition de 1'apé-

i

o
U, Si fé-S(Ux Hx U), définissons f- par:
y Dy u2) = f((u] ' hy, u )_)

h, u Je UxHx U:

CZxewae™ () :
J, gy

W

defi(u



La distribution T edmet la décomposition {II1I.2.3). Si ul\—ahu2 € Supp T ,

alors (u1 y hy u2) & Supp T#/ done h ¢ Supp T. D'apres la proposition 8,

— =1 ~1 .
on a donc w_hw, =h, donc{Dh = fh . Dans ce cas, l'automorphisme fh

Q¢ L L 1

de U est donc involutif et conserve la mesure de Haar de Uw . D'ou
W

jﬂ £(xF.u)du = Jp fgkx.u)du .

U u
w w

Cn a donc
g e)a(rS) (x) ( dT(;c)fff(x.u)du
UxHXU BwB

U
w

f 25(x)dT (x) .

UxHXU

]

i

Supposons maintenant f décomposée: f(u, , h, u2) = f1(u])f'(h)f2(u2)

1
S . * ,
Comme la distribution T se deécompose (cf. III.2.3), on a

f £5(x)dT(x) =
UxHXxU

(N ==l I
( [Uf2<u1) 6, )au ) ( fﬂf (% o )aT(n)) ( fo1 (u,) 6(u,)du,)

Comme 1' antiautomorphisme o est involutif, il conserve la mesure de Haar

de U. d; a donc

‘Jﬂfg(u)_§z;}du = vj‘fi(u) éIESdu .
U U

~ -1
D'aubre part, si h ¢ Supp T,on a ¥ hw = h , donc

J,f'(w hw )dT(h) J ' (h)dT(n) .
H H



Cémme les fonctions f décomposées engendrent S(Ux H xU), on peut donc écrird:

1
jﬂ £(x)a (1) (x) = fﬁ £(x)ar™ (x)
Ux Hx U , Ux HxXU _
Comme 1‘ﬁpplication T — Tﬂ:est injective, on a donc: T = Tg‘:

2e cas: Cas général.~ G admet la décomposition de Bruhat:

G = U BwB

weW

Si weW, on note 1(w) la longueur de w, c'est & dire le nombre minimum de

facteurs intervenant dans une décomposition de w en produit de symétries w, .

Pogons F, = U BwB. Les Fi forment une suite croissante de Fermés:
1(w)gi



B:FOcF]c .o C }m=G sim= 1(w,).
Remarquons que si fe‘ﬁ(Fi+]) et si f est nulle sur Fi , alors le support de

f est uh compact contenu dans Fi+1 - Fi . De plus, tout élément fe_§(Fi).se

prolonge a un élément de §!Fi+1)' On a donc la suite exacte d'espaces vectoriels:
0> 8(F, , - F) —=5(F, ) —~5F) =0
Donc, par transposition:
[N GH t{p 1 -
0 “’:S:“‘i) “"E—_—“’m) —§'(F, , = F) =0
On a donc dans §:(G) la suite creissante de sous espaces:

~€

QY 1 Qe -y - « }

51 {F))c F‘S‘:(F])c, cee 3R -sﬁ(e)

k F. .)/S*(F.) est isomorphe & S'(F, , - F )
i o 141 i

—

et chaque quotient

ol 1'isomorphisme egt obtenu par restriction de la distribution sur Fi+1 u

- Remarquons enfin que:

F ~F, = (,j BwB

i+l i

l'ouvert F. - P, dans F,
i i i+

+1

1(W}:i+1
La réunion est disjointe et chaque BuB est ouvert dans F;+1 —.Fi « On a donc:
SHF. - Fi) = & S (B¥B)
- {w)=ist —

Soit T une distribution sur G vérifiant {I11.2.2.). Il en est alors de méme de

o% g | , T .
T= et donc de T - T~ . Paosons T' = T = T> et supposons que T’ ?é C. Seit 1 le
plus petit indice tel que T' & 3'(F, I>' Si v est un élément de W tel que

= 1=
1{~) = i+i , scit T! la restriction de T' a B{B. la distributioa T vérifie
w W
encore (ITI1.2.2.). 5i w n'est pas de la forme v = wpw, , alors T' = 0. 5i v
T v
v £ M i q‘ug— At > [ {2

est de la forme w = wuw, , alors T' =1 d'apres ce cu'on a vu precédemment.

AT w W -
Na 3 1 St P & T t & [ 0) 4
Mais T' vérifie T = T=-T=-T'. On a donec T'" = -T' . On s par consequent

w w

T; = 0. La méme relation étant vraie pour tous les w de longueur i+l , on a

a . Ce o . a
done T' £ 2;(?1), d'ou une contradiction, ce qui montre que T = T™.

——



III, 4~ Action deg sur les formes d'entrelacement

Si f est une fonction sur G, on note fY? la fonection sur G telle
que: ;’T(g) = f(g-‘c“-). Si ve L (resp. L), on a: el (resp. L). Si f
est un éldment de g(G), on vérifie facilement que:
D) = (3(0))T et BUED = ()T
o p (resp. P) est 1'homomorphisme de 5(G) dans L (resp. 1) aéfihi au
début de (III). B

Proposition 10~ Soit I une frme d'entrelacement de 4 et 7.

. vy Ve R
On a: I(v ,32)_I(r2,v1) Ef_l_:é.l:

——

Démonstration.- Il suffit de le vérifiex;én prenant v, = p(fi)
avec fiei((}). Soit T la distribution sur G associde ¥ I par le théordme 1.
On a alors:

v
I(v1 R v2)

il

1(p(£,), F(E5))

fdng g1g2)f2(g )dT(g d'apres le théoreme 1,

[dggff”(f] g,)f,(g,)aT(g,) car dlg,) = a(g]")

it

5 dgf g2)f (g )d’l‘(g1) par changement de g, en glg-gz ,

H

' fdggff (01°q)f (gz)dT( ) car T = Tg:,

i

s V?)

I(p(fz), ﬁ(f‘{)) = I(v2

JII. 5- Une inégalité

Proposition 17 - Soit 1 une représentation admissible irrdéductible

4 v
de G dans E, et T sa contragrédiente, dans l'espace E. Soid B un carac-

tére principal de U. 4Alors oo a:

dim Homc_(%f2 , ) .dim HomG(?é',f) {1,

" Démonstration.- On peut supposer que HomG(}le,w) £ 0 et

HomG(}\g,ﬁ') #£ 0. Soit a (resp. a') un élément non nul de HomG(ﬂe,rr)

W

(resp. Homc_(lg,g)). On note < , > la dualité canonique entre E et E
0 n :

On définit une forme d'entrelacement I]de ’/\9 et de 15 par:

B

11?2

v.) = < a(v]),a"(v2)> si v1eLget v2eL‘.



La proposition 70 montre gue la forme bilindaire sur Le X L9 définie par:

I{v

v,
_ Ty s
,vz) = 11(\71 ,v2) siv.ely,

1 4
est symdtrique, On pose: 4'(v) = a'(xf). Alors A4' est une application lind-

v
aire de L  dans E, et on a:

’VZ) = (a(v1), §,'(v2)> si v.€ Ly -

1
Comme 7 etf sont irréductibles , a et a' sont surjectifs; il en va de méme
de &' . Comme, de plus, la forme bilinéaire < , > sur kX 1;“/ est non déginé-
rée et que I est symétrique, on en déduit que Ker a = ter &' . Comue a ct a'
sont choisis indépendamment, le sous espace Ker a = Ker &' = Lg de L, est

indépendant de & et a' . Il est de plus invariant par G. Ainsi a se factorise

PN . s . ~ 0 N
" de maniere unique par un isomorphisme a de LE/LG sur LK.

1 . . ~ )
Notons )9 la représentation de G dans LQ/Lz . L'application a — & est un iso-

1
morphisme de HomG(f\E-,w) sur HomG(}‘a , ™) . D'aprés le lemme de Schur, on a:

—

. 1
dim HomG(EE ,lr) = 1
1 .. \
puisque 7w est irréductible et que “3 e¢st équivalente a w. On a donc:
. — Lo z
dim HomG( 3'5? ym o= 1.

v . L
On montre de méme que dim Hom(\(’,)e.,rr) =1, d'ol la proposition.
A —



IV _Représentatiomns paraboliques

IV. 1- Sous groupes paraboligues

On dira qu'un sous-grolipe P de G est un sous-groupe parabolique

si c¢'est 1l'ensemble des points rationnels d'un sous-groupe parabolique -

de\’(:iL défini sur K. Le radical unipotent V de P est 1l'ensemble des points

rationnels du radical unipotent Y de_;_;. Si }f est un sous-groupe de Lévi

de édéfini sur K (i,e. _,h',L“est un sous-groupe de gvérifiant £ =’E;IZ= et

}g_nx_: e}), alors on a P = MV. On dira que M est un sous-groupe de Lév:

de P.
IV. 2- Représentations paraboliques

Définition.- Une représentation admissible w de G dans K est dite
parabolique si, pour tout sous groupe parabolique P de G distinct de G
et pour tout xe E, il existe un sous groupe

ouvert compact V' du radical unipotent V de P tel que:

f E(V)de = (.

3i Tr est une représentation admissible de G dans l'espace E, on

appelle coefficient de W une fonction sur & de la forme

g =»<m(g)x, Xy ol ge G, et ou x et ¥ sont

v
des éléments de E et E.
%

Proposition 12.- Si 1 est une représentation parabolique de G,

les coefficients de w sont a4 support compact modulo le centre de G. Si

7 est irréductible et si le centre Z de G opére par le caractére W,

alors, si f est un coefficient de 7T :

f(zg) =w(z)f(g) si zeZ, et geG.

Démonstration ,. €f. [19]‘ , théoreme 2.8.1. et corollaire 2.8.3.

pour la premiére partie de la proposition. La deuxieme est claire.

e

[



Lemme 5.- Tout homomorphisme continu de 2 danis+ se prolonge en

+
un homomorphisme continu de G dans IR .

Démonstration.- Si X et Y sont deux groupes commutatifs topologi-
ques, notons Hom(E) X) le groupe des homomorphismes continus de X dans Y.
Si A est un groupe algébrique, notons X(é) le groupe des caractéres ra-

tionnels de A (i valeurs dans ).

Soit DG le groupe dérivé de G et C = E/Dg . La restriction & 2
de la project;on canonique de grsur g'est alors une isogénie.([Ié],expo—
sé 22, théoreme 6.2.1). Soit K' une extension galoisienne de K sur laquel-
le Z et C soient déployés. Soit Z' (resp. C') le groupe des points de Z
(resp. C) rationnels sur K'. On a Z2' = Hom(X(Z), K‘X) . Diou
Hom(Z', R') = Hom(Hom(x(g),'K"), R')
= X(g) % Hom(K'x,1R+) .

X
L'ensemble des éléments de valeur absolue 1 est compact dans K' ,

: x +
donc tout homomorphisme continu de K' dans R se factorise par la valeur
P

X
absolue. Il est donc de la forme x — [xj;l ol 8 €R.. Donc Hom(K' ,]R+)
est isomorphe a R -, Hom(Z', ) a X{Z) ®R .et de méme Hom(C*, R & X{(C) gJR‘
—-— z -
. L'isogénie de Z sur C induit une injection de X(C) danms X(Z).

Comme ce sont des modules libres sur Z de méme rang, cette injection

induit un isomorphisme d'espaces vectoriels réels de X(C) %%Hl sur

X(Z) ® R . Par conséquent, l'application de Hom(C',jR+) dans Hom(Z',1R+)
= A

définie par composition & droite avec l'isogénie de Z' dans C' est un

iscmorphisme.

Les groupes Z et C sont les invariants dans Z' et C' respectivement
du groupe de Galois de K' sur K. Ce sont donc des sous—-groupes fermés
de Z' et C'. Tout homomorphisme continu de Z danslﬁ+ se prolonge donc a
Z!'. 11 provient donc d'aprés ce qu'on vient de voir d'un homomorphisme
continu de C! dansIR+. Celui-ci, par restriction a C, donne 1l'homomorphisme

continu de G dansJR+ cherché.
-

LI



Contragrédiente d'une représentation paraboligue.-— 3i 71 est une repré-

sentation de G, on note ¥ la représentation complexe conjuguée. Si#{.eSt un
caractere de G, on note ey la représentation de G telle que:

m(g)x(g) =mey (g) si ge C.
I1 est clair que si h est parabolique, il en est de méme deTef.

é
Proposition 13 - Soit v une représentation parabolique irrdductible

de G dans E, telle que sa restriction & Z soit donnée par le caractire w. Si

by ’ 3 . N
x est un caractére réel de G prolongeant la valeur absolue |w| de w, alors T

- .. L= -1
est édgquivalente a‘rwﬂl.

Démonstration.- Il suffit, d'aprés la proposition 2, de construire une

forme d'entrelacement non dégénérée de 7 et Fg)l‘z c'est & dire une forme ses-
quilindaire non dégénérée ¥ sur Ex E invariante par i ct1r&tl. Soit ¥ un é14é-
ment non nul de L On définit la forme F par:

* 2 A ~J .

P(v X Penle)v, , Yo<mlelv, , Vodg  si e k.

1
G/7- |
11 est clair que la fonction & intégrer est invariante par Z et & support com-

pact modulo Z. On vérifie facilement qyue

-
F(T_\‘(g)\q , W(g)yle) :‘Vz)-: F(V1 , vz) si geG et v ¢E.




R . e
et que F est définie positive, donc non dégénérée.
IV. 3~ Démonstration du théoréme 2 pour les représentations_ paraboliques
On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2 dans le cas ou w

est parabolique. Cela rdésulte immédiatement de la proposition i1 et de la pro-

position suivante.

Proposition 14.- 5i m est une représentation paraboligue irréductible

de G et si & est un caracteére de U, on a:

v
dim HomG(Qe,j? = dim HomG(9~’f?

— —

7’ - hd ’ . \ Ed >
Démonstration.- Comme w est équivalente & une représentation de la
/ . i

forme‘ngz on xjest un caractere de G, il suffit de montrer les isomor-

phismes suivants:

HomG(qe y ) = HomG(ﬂé,ir’) 5
HomG(aé,z):! HomG(§§’ I®A) . |
Le premier isomorphisme est clair si on remarque que ?5 :(79). Le deuxiéme

est celui qui, & f¢ Hom (ﬂé-,r_'r'), associe 1'éldment f{(éﬁomg(aé’ﬁel) donné par

G —

fx(v) = f(vil) si ve Lé -

et vy est 1'délément de Lz tel que: N

V-;g(;f) = v(g);g(g) si ge G.




3
4

V .Cas général: réduction au cas parabolique

V. 1- Réduction des représentations admissibles aux représentations

paraboliques

Théoréme 3.~ (i) Soit P un sous groupe parabolique Jde G, V son radical

unipotent, M un sous groupe de Lévi et ¥ une représentation admissible de M

regardée comme représentation de P triviale sur V, alors la reprdsentation

Indgy est admissible.

/ (ii) Soit w_une représentation admissible.irréductible de G dans E.

Alors il existe un sous groupe paraboligque P = MV de G et une représcentation

" parabolique irréductible + de M telle que T soit isomorphe & une réprésentation

de G dans un sous espace de IndPI:. On peut de plus choisir P et M tels que

P>B et HKOH,

Démonstration.~ Une démonstration de chacune des deux parties du

théorsme est donnée dans ﬂﬂ} (lemme 1.7.4. et théorome 2.4.1.).

e i e s 2ot e i+ i e

' Vlfizmiﬁaﬁéiipﬁv&géwjéﬁ;ésentétions

Hontrons que la situation du théoréme 2 se iransporte par induction.

C'est ce qu'exprime le théoréme qui suit.

Soit P = MV un sous groupe parabolique de G tel que P2B et M=H. Soit

¥ une représentation admissible irréductible de M dans un espace F et T la re-

, . . G, . . . .
présentation induite w = Indétdans 1'espace E. On prend pouréi un caractere prin-

. . . . G .
cipal de U et on note }9 la représentation induite &;: IndUQ_ dans l'espace L, .

A - —

On définit des objets analogues dans M de la maniére suivante. Soit w, 1'élément

du groupe de Weyl W de longueur maximale, -
UUTE 1

_On définit le caractéreéﬁlde Mn Q&Uf;_ par

- =i
ED.M(U) = B(¥,u Vg ) -

3

-1 ‘ . A .M /
Notons UM = W,Tw,- M et soit ! la représentation induite Ind ~?£ , &b Le;M 1tes~
: —M M e

-

- pace de cette représentation.

Théoreme 4.- L'espace HomG(ﬁe,ﬂ? est isomorphe & Hom\(g' ~ ).

o
-l

Pour démontrer le théorgme 4, nous aurons besoin du lemme suivant



bt

Lemme 6.- Soit P ungsous-groupe parabolique de G de radical unipo-

tent V, w un élément de W et ? un caractére principal de U. Supposons que

B v ) =1

Alors on a UWP = Uw?é\P .

Démonstration.~ Le caractére Q est de la forme ‘,qg@_ ol @ est
un caractére rationnel principal de U. Un raisonnement analogue a celui

effectué dans la démonstration du corollaire aux propositions 6 et 7 mon-

tre alors que l'hypothése implique @(g_r\ WV\?‘I) = 0.

Notons R(P) (resp. R(V)) l'ensemble des racines « dans R telles que
- = - =

xd(t) € P (resp. xd(t) € i) pour tout + € K. Si o« ¢S , on a @(xd(t)) = t. S:;L

= - _— -1
e(éw(fig))ﬂ S, on a xo((t) € Un W& ', donc @(xd(t)) = |, Par conséquent

w(Ii('V)) n S est vide, _ch'ESt—‘a.-dire, comme B est la réunion de R(V) et de

remeryretl

&(2),

-1
v (8) < -R(P).
Comme w_{(S) = -5, cela implique

-1
v w(8) c R(P).
. - P PR =1_ .

Par conséquent l'automorphisme intérieur de G defini par W W,  envoie B

dans P. On en déduit donc (cf. [3], Chap. 4, N° 2, proposition 3) que

=1

v wg € P, d'ou UWP = UWgP.



Démonstration du théoréme 4

I1 suffit, d'aprés la proposition 2, de montrer que 1l'espace dés for-

v s
mes d'entrelacement de 39 et de E’est isomorphe a l'espace des formes d'entre-
G

v
PT , une forme d'entrela-

‘ v . v . N
lacement de A' et * . Puisque ¥ est isomorphe a Ind

“ZH v v
cement de;‘9 et de m correspond d'aprés le théoreme 1 & une F-distribution T

PO

sur G vérifiant:

-1 L v
(v.2.1) gﬁu)*‘r*f(p ) = é}(p)ZG(u)Ta[i(pﬂ pour tout ueU et tout pe P.
On est donc amené a édtudier les ﬁ-distributions sur les doubles classes Uwl

qui vérifient (V.2.1).

v -
IF- distributions sur UwP.- Soit w un élément de W .

v _ _ v
28t soit T une F-distribution sur UwP vérifiant (V.2.1).

lere réduction: distribution Tﬁ;sur Ux P.

1 =1 .
On montre, comme pour le lemme 4 que le groupe U = Uy whw opere proprement
W

et librement 4 droite sur Ux P par:

N 1
(u, p).u1 = (uu R u1 wp) avec (u’ P)é Ux P et ule U-w .

1

Ltapplication Ux P —» UWP définie par (u, p) —=» uwp déFfinit par passage au
.

quotient un homéomorphisme de (Ux E)Uw sur UWP, On en déduit donc une applica-

L v v
tion, notée f — £ de §(Us P;F) dans 3(URP;V) donnée par:

b(UQP) = Jﬁ] £ (u, p).ul)du]
U

w

% f
Cette application est surjective, et 1l'application transposée T — fﬁ de
W v
$'(UWP;F) dans 8'(UX P;F) est injective:
b * .
f £ (x)dT(x) :[ f(x)aT (x) si fe S{UxPF;F).
UwP Ux P -
r . - . ﬁ
T1 est clair que, pour que T vérifie (V.2.1), il faut et il sufiit que T

soit telle que:

f £(uu, o )ar*(u, p) =f 3,0, )% 80w )P (p )1 (1, p)ely, p)
Ux P Ux P

v
pour tout fe S(UnP; F), tout u, € U et tout p.€ P.

2e réduction: distribution Tl sur P.

-

L . "
D'apres le corollaire 3 de la proposition 3, on peut écrire T sous la forme:

g —
1% -8 (u) dug Ty




v
ou Tl € 8'(P; F). De plus T vérifie:

-1

(v.2.2) T xg (p (5 (p) f? (p)] pour tout pe P.

Inversement soit donnée une F—distribution T sur P vérifiant(V.2.2). Pour que
la distribution T' = 9( ﬁhxwif soit de la forme ¥ , 11 faut et il suffit que

1
T' scit invariante par U (Prop051tlon 4). Soit f une fonction décomposée dans

‘jm P): £(u, p) = £ (u )f (p). On a:
j £(u, p)dar'(u, p) = ([f (u)e du)(f (p)at, (p))
Ux P U

1
et d'autre part, siu ¢ Uw :

) 1
j flu, p)ar ((u, p)oul)
UXx P

It

( £((u, p).u,)d1* (u,p)
Ux P

it

=1 =1_
f f1@u1)f2(w u, wp)dT' (u, p)
Ux p

It

) o -~ =
(B(u, )} £, (w)B(u)au) (| f_(p)dT, (¥ u,ip))
-1 1 —_ 2 1 1

u P

. . L 2B . )
Par conséquent, pour que T' soit de la forme T , il faut et il suffit que T1
vérifie:
-~11 _

(v.2.3) Z(u)%-T = BEuw” T1 pour tout ue W Uw Vo
$i, de plus, T, vérifie (V.2.2), il est clair que la distribution T telle que
Tg = T1 vérifiera (V.2.1). On a donec montré qu'il existe un isomorphisme entre

v
lt'espace des distributions T sur UWDP vérifiant (V.2.1) et l'espace des F-dis-

tributions Tl sur P vérifiant (V.2.2) et(V.2.3).

3e réduction: distribution T2 sur M.

My . 51 la distribution T1

droite par V et elle se décompose

]

Le groupe 1 se décompose en un produit: P

sur D vérifie (V.2.2) elle est invariante h
0

done? 7= (é%(m)? LT ®dv ou TZE S*(M;F). Etudions d'abord ce que devient

1
~
sur T, la condition (V.2.2). Soit f une fonction décomposée dans Z(P;F):

<

flmv) = f1(m)f9(v) si meM et ve V.

1
ff<Pm1'1)dT1(p> = 9 )%fﬂm y£(plar,(p)
P

P

Si T1 vérifie (V.2.2) et si m, ¢M, on a:

- 'i(m])iﬁf_(mT)f (m) . (m) 2ar (m)fv L(¥)dv



D'autre part, on a directement:

-1
[\f(pm1

13

1
mm mivm )5-(m 2qu(m)dv
RV -

o=
f w™ )8, (m )~Tar (m)fvg(1 vy ')y
§(m

el fAf(m)éi(m)_dea(mm1))(é}(m1)];f2(v)dv)

It

-1 . o
1 vmi) ::é%(m1)dv. Par conséquent, pour que T1 vérifie (Vv.2.2), il

faut et il suffit que T, vérifie:

puisque d(m

-1 ~
(V.2.4) ’J.‘Z"K'f(m1 ) = Tza[’f’(m12{ pour tout m1€_M.

Etudions maintenant ce que devient sur T, la condition (v.2.3). Le grou-

LT . N
pe W Uw v oest égal a w Uw, P -

g [ =11 . ,
On peut décomposer w Uw w en produit:

‘-1 1 - ,"1 - \ _.‘1 -
W Uw T = (v Uw‘7Mjéw U V) .
Si f&Jg(P;f), on a, d'apres (V.2.3):
. ~1 =1 -
(v.2.5) jﬁf(up)dT (p) = B (Gruw )Jff(p)dT (p) si uew U1 V.
P 1 _ P 1 W

D'autte part, si on exprime T1 en fonction de T2 :

f.f(up)d’l’_](p) =£ 1‘(umv>_c_5P(‘
P ix V .

=1 -
Supposons d'abord que ué¥% Uwpbh. On obtient alors, aprés un changement de

Mlu

dT {mYdv .

variable dans cette derniére formule:

. N »
(v.2.6) £(up) dT](p) = f(mv)é;(m) 2dT2(u m)dv

P M XV -
En comparant (V.2.5) et (V.2.6)}, on déduit que si T1 vérifie (V.2.3), alors
T, vérifie:

1 -

QV-23'}) N;(u)*-Tq :4@K§uw )T2 pour tout u€ Mpw 1Ui.

-1
Supposons maintenant que uUg W uw,,v. On obtient alors:

- - _1
g f(up)dTi(p) = ]f £ {mm ]umv)gi(m) szz(m)dv
P Mx V



On obtient par conséquent le résultat suivant. ™

,_—/"

___Si UWP # U7,P, alors toube distribution T sur UP vérifiant (V.2.1) est nulle.
Si WP = Uw,P, alors l'espace des distributions T sur U@BP vérifiant (V.2.1)
est isomorphe a l'espace des ;wdistributions sur M vérifiant (V.2.4) et (V.2.7),
clest & dire:

-1 -1 v -1
§(u)% T, .E(m ) =§(gu§bx )LEZD,ZZ.-(m)] pour tout ue M, %, Uw.

et pour tout m € M. D'aprés le théoreme 1, cet espace est isomorphe a 1'espace

5 Mo ,
des formes d'entrelacement de IndL B“ = ); et de IndWZL (qui est équivalente
L= YR 3
bl -M

4 7), donc a 1l'espace HomN( b » 1)
M

v
L'espace des F-distributions sur G vérifiant (V.2.1).

\
Montrons d'abord que 1'application qui, & une F-distribution sur G vé-

rifiant (v.2.1) fait correspondre sa restriction 2 l'ouvert UGOP est injective,

/

Legroupe G se décompose en réunion disjointe:
: ¢ = () usp
1¢iqx *t
et on peut indexer les Gi de telle sorte yue chague U&iP sold ouvert dans la
; ¥
réunion: L} Uw P, Soit T une F-distribution sur G vérifiant (V.2.1) et sup-
igisl
posons gue sa restriction a Uw P soit nulle. Supposons T £ O et soit i le plus

grand indice tel que le support de T soit contenu dans la réunion 33:21 Uw P,
= J

Alors T est une distribution sur t) Uw.P, Sa restriction & 1l'ouvert UﬁiP
igjgl

vérifie (V.2.1). Elle est done nulle d'aprés ce qui précéde, et donc le support

de T est contenu dans Lj - Uw.P, d'olt une contradiction, ce qui prouve gque
i+1¢jgl

T est nulle,

v
Montrons maintenant que toute F-digtribution sur U#;P vérifiant (V.2.1)
v
est la restriction d'une F-distribution sur G vérifiant (Vv.2.1). Autrement dit,

A"
si T est une forme linéaire surﬂﬁﬁUﬁdP;F) vérifiant (V.2.1), montrons que 1 se



. Id . v rd - -
prolonge en une forme linéaire sur S(G;F) vérifiant encore (v.2.1), Pour cela,
exprimons la relation (v.2.1) sous une forme différente. Soit X une partie de
G stable & gauche par U et & droite par P. La condition (V.2.1) appliquée a

v .
une F—distribution sur X exprime que:

g((f(uxp-—U - éP(p)%Q(u)z(p)f(x))dT(x) = 0 pour tout f€‘_S'(X;IT"), uelU et peP.

C'est & dire que la forme linéaire T sur S(X-f) est nulle sur le sous espace S#(X;ﬁ)

S(Y b) engendré par les elements de la forme:

\i

x -> [(uxp 1 - é (p) G(u)f(p)f(x avec feé b({ F),!lélL et peP.

EJUW P; F), nulle sur S A0 P; F),se pro-

Pour montrer que la forme linéaire T sur
longe en une forme linéaire T sur S(G b) nulle sur S (G F}, 11 suffit de montrer
_que tout élément de 3 (G P) qui est dans s(uw P; F) annule T. Nous allons pour
cela montrer 1'1nc1u31on sulvante.
3,065 )S(UwPF)cS(UwPF)
Soit f¢ S (G F)n (Uw P'F). La fonctlon f est donc de la forme:
f(g):,Z e, (2, (u g0} )-5(p)e<u )¥(p,)2, ()

i
avec fi€1§(G;§)’ u € Us p, € P, et c €€, 1'indice i prenant un nombre fini de
valeurs. De plus le support de T es?ﬁn compact contenu dans Uw _P. Il exaste
donc un sous- groupe compact ouvert U, de U tel que:

- uié QB pour tout i,

¢ - Supp £ C U w,P
Comne 1'application de UxP dans U¥P qui, & (u, p), fait correspondre uw,p
““donc dans G, . ’

est ouverte, U W;P est ouvert dans UWOP. e plus, comme Uy est un sous-groupe
compact de G et P un  sous-groupe fermé, on en déduit que U ¥ P est fermé
dans G, et donc aussi dans UW P. Soit alors fi lz fonction sur G égale a fi
sur Uzw,P et nulle ailleurs. Comme U W ' est ouvert et fermé dany UW,P, f;
est localemeni constante sur UﬁdP; le support de f; est l'intersection du sup-
port de f avec Ug®:P, c'est done un compact contenu dans UwgP. Par conséquent

f' est un elument de S(Uw P; P) Soit f' la ionction sur G donnée par:

£(g) = oy (e1(u;ep] Y- 4, o(p )} &u)T(p )11 (e)) -

1
Si g;f[{ai’r(,P, on a: f'(g) = 0 = £(g) .
Si ge UsWoP, on & u;g Py ¢ Ugw P et done £'(g) = £(g).
o,

v
On a par conseéquent: £ = £'¢ S Uﬁ;P;F) et l'inclusion est donc démontrie.

-:*'(
. . N Yoo . : .
L'apolication qui, & une F-distribution T sur G fait correspondre sa

v
restriction & UV, P ’ . déripit donc un isomorphisme de l'espace des F-dis—

de



v
tributions sur G vérifiant (V.2.1) sur l'espace des F-distributions sur Uwe P
vérifiant (V.2.1), espace qui est lui-méme isomorphe d'aprds lu premiére partie

de la démonstration a HomM( A +) et le théortme est donc démontré.

V. 3- #in de la démonsiration du théoréeme 2

Soit W une représentation admissible irréductible de G dans l'espacc E.
D'apres le théoreme 3, il existe un sous groupe parabolique P = MV de G avec

P>B et MOH et une représentation parabolique irréductible v de M tels

SouUS~ , . G
que 1 soit iscmorphe & une“Teprésentation de Inde‘_‘ .On a donce

dim HomG(}\9 ’E) < dim HomG( (ig, Ind(;f) .

Dltapres le théoreme 4, on a:
. G .
dim HomG( _)ig, Indpz) = dim HomM( &'9 R 2:)
—M
Enfin, comme +~ est parabolique:

dim HomM( \'en ,y T )

AN
-
.

Par comséquent: dim HomG(,\Q , )



—
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Maintenant, supposcns que & soit irréductible. D'aprés un résultat
de W. Casselmann et Harish-Chandra (cf. [15], voir aussi [14]), on sait que

T admet upe suite de Josdan-Hélder. On a alors 1le résultat suivant.

P

Théordme 7.- Supposons que O soit une représentation admissible

irréductible de M.

(i) Si o admet un modéle de Whittaker par rapport & é& , alors

parmi les sous—quotients irréductibles qui interviennent dans une suite de

Jordan-Holder de T, un seul admet un modéle de Whittaker par rapport a %

et il intervient avec multiplicité 1 dans la suite de Jordan-Hdlder.

(ii) Si g n'admet pas de modéle de Whittaker par rapport a é& R

alors aucun sous-quotient de 7 n'admet de modele de Whittaker par rapport

|
| <>

L
Prenons en particulier P = B et prenons pour o le caractére 5;2
‘ . G ¢+3 . s
de B. Alors la représentation T = IndB 5;2 admet comme quotient irréduc-—
tible la représentation de Steinberg St de G (cf. [15]).

Théoreme 8.~ Si _Q est un caractére principal de U, alors la repré-

sentation de Steinberg admet un modtle de Whittaker par rapport a JQ.

La démonstration des théorémes 7 et 8 repose sur le lemme suivant.

& Lemme 7.- Soit 0 — T

—_— -1

sentations algébriques de G et soit B un caractere principal de U. On a

st

dim HomG(HZ, Ty ) = dim HomG( T o Ty ) + dim HomG('Eé y Ty ).

- T~ zé —» 0 une suite exacte de repré-
— —
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