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Résumé
On étudie dans ce travail des exemples de surfaces algébriques sur un corps fini qui ont
beaucoup de points relativement a leurs nombres de Betti et qui ont un groupe d’auto-
morphismes important. Ces exemples sont construits a partir des variétés de Deligne-
Lusztig.

Abstract
We present examples of algebraic surfaces on a finite field with many points with
respect to their Betti numbers and with a large automorphism group. These examples
are constructed from Deligne-Lusztig varieties.

Mots clefs — Surfaces de Deligne-Lusztig, nombre de Betti, fonction zéta, inegalité
de Weil-Deligne, éclatement, surface hermitienne.

Classification de I’A.M.S. — Primaire : 14Q10, secondaire : 14F20, 14J25, 14J50,
94B27.
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1 Introduction

On se propose ici d’étudier une classe de variétés sur un corps fini ayant beaucoup de
points rationnels : les surfaces de Deligne-Lusztig.

Etant donné un corps fini k, un groupe réductif G défini sur k et l'application de
Frobenius correspondante F' : G — G , Deligne et Lusztig ont construit des variétés
définies sur k. Leur idée initiale était de définir des représentations irréductibles des
groupes G & I'aide de la cohomologie étale [D-1].

I1 se trouve que les courbes de Deligne-Lusztig (associées aux groupes de rang relatif
1) ont de bonnes propriétés. Le nombre de points est maximal par rapport a leur genre.
Ce qui fait qu’elles sont intéressantes aussi bien dans la théorie des courbes que dans la
théorie des codes : elles fournissent en effet de bonnes courbes pour la construction des

codes suivant la méthode de Goppa. Ces courbes ont été étudiées par J.P. Hansen [Hal]
et J-P Serre [Se].

De maniere analogue, j’ai étudié les surfaces parmi ces variétés. Elles sont associées
aux groupes de rang relatif 2. On trouve 7 types de surfaces lisses et irréductibles,
rattachées aux groupes de type indécomposable Ay, Cy, Gs, 2As, 2A4, 3Dy, 2F,. Elles
ont des propriétés intéressantes, en particulier elles ont beaucoup de points sur k (cette
fois-ci relativement a leurs nombres de Betti b; et by). Dans cet article, on ne s’intéresse
qu’au cas des surfaces de type Ay, Co, 2A3, 2A,, 2Fy.

D’abord, il faut compactifier ces surfaces qui, comme elles ont été définies par Deligne
et Lusztig, sont des surfaces affines. Une compactification projective et lisse de chacune
de ces surfaces est définie a éclatements pres. La construction de la compactification la
plus simple dépend alors du type de la surface considérée.

Dans les cas simples (cf. §§ 5, 6, 7), on peut les compactifier dans un espace projectif
de dimension 2 ou 3. J'obtiens ainsi diverses surfaces parmi lesquelles le plan projectif,
une surface d’Hermite, une surface d’Hermite tordue.

J’ai ensuite completement déterminé la fonction zéta de chacune des surfaces décrites,
ce qui donne en particulier de maniere explicite le nombre de points rationnels et les
nombres de Betti. On trouve qu’elles ont beaucoup de points relativement a leurs nombres
de Betti. Certaines surfaces atteignent la borne de Weil-Deligne généralisant la borne de
Weil pour les variétés de dimension supérieure a 1.

J’ai étudié de maniere plus approfondie les surfaces de type 24, et 2Fj.

Pour les surfaces de type 2A4 (§ 8), j’ai obtenu une surface que I'on peut décrire par
désingularisation d’une intersection de deux hypersurfaces d’Hermite. Elle atteint la borne
de Weil-Deligne. J’ai calculé le diviseur canonique de cette surface. J'en ai déduit :

1. quil n’y avait pas de droites exceptionnelles sur la surface X (elle est “minimale”
au sens de la théorie des surfaces);

2. que la surface X est une surface “générale” (au sens de la classification des surfaces
faite par Enriques et revue par E. Bombieri et D. Mumford [Mu] et [B-M]).

Pour les surfaces de type 2F; (§10) la borne de Weil-Deligne n’est pas atteinte. On peut
cependant en déduire une surface singuliere en contractant certaines droites, et montrer
que cette surface atteint une borne maximale a 'aide des formules explicites de Weil.
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Un des objectifs de cette étude est de construire des codes a partir de ces variétés
suivant le procédé de Manin ([M-V]). Cette étude fera I'objet d’une autre publication.

Ce travail a fait ’objet d’une Note aux Comptes Rendus de L’Académie des Sciences
[R]. On y trouvera également des résultats concernant les surfaces associées aux groupes
de type Gy et 2Dy. 11 a été effectué en liaison avec M.A. Tsfasman et G. Lachaud qui ont
étudié de maniere générale le nombre de points des variétés sur un corps fini en fonction
de la cohomologie de ces surfaces ([L-T] et [T]).

Enfin ce travail n’est qu’une lecture et un étoffement de celui de Lusztig [L1] et [L2]. Le
lecteur reconnaitra sans peine tout ce qui lui est du. Ces variétés ont aussi déja été étudiées
par F. Digne et J. Michel [D-M], qui ont obtenu des résultats sur les fonctions zéta de ces
variétés a ’aide de descentes de Shintani de certains caracteres des groupes considérés.
J’ai voulu ici obtenir des résultats plus explicites pour les surfaces de Deligne-Lusztig.

2 Préliminaires

Soient p un nombre premier, ¢ une puissance de p qui sera définie précisément en 2.1.2, k
le corps fini F, et k une cloture algébrique du corps fini F,. Notons g9 la matrice obtenue
en élevant a la puissance ¢ tous les coefficients de la matrice g dans GL(n, k).

On consideére Iespace vectoriel V = k" et on désigne par P,_; ’ensemble des sous-espaces
de dimension 1 de V. On notera (z; : ... : x,) les coordonnées d'un point x de P,,_;.

On notera |X| le cardinal d’un ensemble X.

2.1 Les variétés de Deligne - Lusztig

Soient GG un groupe algébrique réductif connexe défini sur k, B un sous-groupe de Borel
de G et T un tore maximal de G contenu dans B.

Notons X (7') 'ensemble des caracteres algébriques de T" dans k". Rappelons qu'une racine
a de G est un élément de X (T') tel qu'il existe un sous-groupe & un parametre z,, : k — G
qui vérifie tz,(a)t™' = z,(a(t)a) pour tout ¢ dans k. Une racine est dite positive si x,(kn1B.
Une racine est dite simple si elle n’est pas somme d’au moins deux racines positives.

Pour les propriétés fondamentales des groupes algébriques réductifs et de leurs systemes
de racines, on pourra se reporter a [C1], [C2] ou [Hu].

2.1.1 Position relative de deux sous-groupes de Borel.

Soit B I’ensemble des sous-groupes de Borel de G.

Deligne et Lusztig ont défini le groupe de Weyl W de G et de l'ensemble S de ses
générateurs canoniques a l'aide de limites inductives (cf.[D-L] (1.1)) : la donnée d’un
sous-groupe de Borel B et d'un tore maximal 7" contenu dans B fixe l'isomorphisme
canonique

W - N(T)/T



ou N(T) est le normalisateur de 7" dans G. La composée des applications

(B,gB)

W — N(T)/T - B\G/B G\(B x B)

est une bijection.
Deligne et Lusztig ont défini la notion suivante [D-LJ.

Définition 2.1 Si un couple (Bj, Bs) correspond a 1’élément w de W, on dira que B; et
Bs sont en position relative w, et on écrira

B; - Bs.

Proposition 2.1 Soient wy et we deuz éléments de W tels que €(w) + (wq) = (wiws)
ot L(w) est la longueur d’un élément w par rapport a S.

Si By -5 B et B By alors By 2% B,

Si B1 % By, il existe un et un seul sous-groupe de Borel B' tel que

B, “% B et B 2B,

Démonstration — Ce sont les propriétés de la décomposition de Bruhat (cf. [D-L] 1.2).

2.1.2 L’endomorphisme F

Soit F' un endomorphisme de G dont une certaine puissance F¢ soit ’endomorphisme de
Frobenius relatif & une structure rationnelle de G sur un sous-corps fini kq de k. Posant
q = |ko|"/?, cela revient & dire qu'il existe un plongement de G dans un groupe G'L(n, k)
tel que I'application F¢ soit la restriction de I’endomorphisme g — g[qd] de GL(n, k).

On notera G* le groupe fini des éléments de G fixés par F.

2.1.3 Les schémas de Deligne-Lusztig

Définition 2.2 (cf. [D-L]). Soit w un élément de W. Le schéma de Deligne-Lusztig X (w)
est le sous-schéma localement fermé de B formé des sous-groupes de Borel B tels que B
et I'B soient en position relative w.

La proposition suivante donne une caractérisation de X (w).

Proposition 2.2 Fizons un sous-groupe de Borel B tel que B = BY. Le schéma de
Deligne-Lusztig X (w) est isomorphe a

{r €G |27 'F(z) € BuB}/B.

Démonstration — En effet d’apres la définition 2.1 les éléments =B et F(z)B de G/B
sont en position relative w si et seulement si B et z7'F(z)B le sont, c’est & dire si
r'F(z) € BwB.



2.1.4 Le cas des surfaces

Le groupe GG admet un sous-groupe de Borel B et un tore 1" contenu dans B stables par
F. I’endomorphisme F' agit alors sur N(7")/T et donc sur le groupe W et envoie S sur
lui-méme.

Nous nous intéresserons ici aux cas ou S a deux orbites sous F'. Si s; et s, sont des
représentants de chacune de ces deux orbites, on pose w = $15s.

Proposition 2.3 Le schéma de Deligne-Lusztig X (w) est une variété lisse, irréductible,
de dimension 2, stable par GT', définie sur F s ot 0 est le plus petit entier tel que F° fize
w.

Démonstration — Le fait que X (w) soit une variété lisse, de dimension 2 stable par G¥,
est démontré dans [D-L] 1.4 et XI. Le fait que X (w) soit une variété irréductible est
démontré dans [L1] prop 4.8. Comme F° fixe S, donc W, il fixe aussi X (w), donc X (w)

est définie sur Fs.

2.2 Compactification lisse de X (w)

Soit s1 ... s, une expression minimale d’un élément de W. On définit Y(sl, ..., Sp) comme
étant 'espace des suites de sous-groupes de Borel (By, ..., B,) telles que
{ B, = F(By),
B;_1 et B; soient en position relative s; ou e.

Lemme 2.1 La variété X(si,...,s,) est une compactification lisse de X (w) .

Démonstration — Voir [D-L], lemme 9.11.

Lemme 2.2 L’adhérence X (w) de X(w) dans B est égale a la réunion des X (s;, ... S;,),
ou les entiers iy, .. .15 vérifient 1 <11 <ig < -+ <iy3<n

Démonstration — Cela résulte du lemme précédent.

Lemme 2.3 Soient s; et sy comme dans 2.1.4. Alors Uapplication

¢ . X(Sl, 82) — B
(B()aBla BQ) — By

est un morphisme bijectif défini sur Fp de X(s1,s2) sur son image X(s152) =
X(s182) UX(s1)UX(s2) UX(e).

Démonstration — 11 est clair qu'une telle application est un morphisme défini sur F.
L’espace X (s1, s9) est l'espace des triplets (By, By, B2) de sous-groupes de Borel tels que

By = F(By)
By et By en position relative w;
By et By en position relative wq



avec wp = 1 OU €, wy = S ou e. Donc By est en position relative wyws avec By = F(By)
c’est-a-dire que By appartient a I’ensemble X (s159) U X (s1)U X (s2) UX (e) égal & X (s152)
d’apres le lemme 2.2.

Montrons réciproquement qu'un tel triplet est défini par son origine By € X(s182) U
X(s1)UX(s2) UX(e). En effet, d'une part By = F/(By). D’autre part, distinguons quatre
cas, suivant la position relative de By et By qui peut étre s1s9, S1, So ou e.

— Si By et By sont en position relative s o, alors By et By doivent étre en position relative
s1 et By et By doivent étre en position relative so, et By est uniquement déterminé par
By (cf. proposition 2.1).

Si By et By sont en position relative s;, By et B; doivent étre en position relative s; et
By et By doivent étre en position relative e, c¢’est-a-dire B; = Bs.

— De méme si By et By sont en position relative s;, on a B; = By.

Enfin si By et By sont en position relative e, alors By et B; doivent étre en position
relative e et By et By doivent étre en position relative e, et on a By = By = Bos.

2.3 Sous-groupes paraboliques
2.3.1 Classification des sous-groupes paraboliques

On peut exprimer la classification des sous-groupes paraboliques comme suit (cf. [L1]
1.16). Soit P une classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques. On note W(P)
I’ensemble des w dans W tels qu’il existe deux sous-groupes de Borel By et B, en
position relative w et qui soient contenus dans le méme sous-groupe P de la classe P.
Soit S(P) = W(P) N S. Alors la correspondance P —— S(P) est une bijection entre
I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de GG et I’ensemble des
parties de S.

Proposition 2.4 Soient B un sous-groupe de Borel de G et T un tore maximal de G
contenu dans B. Soit n; un élément de N(T) correspondant a s; dans SYW. Alors la
classe P; contenant le sous-groupe parabolique B U Bn;B est associée a la partie {s;} de

S.
Démonstration — Voir [D-L] 1.2.

Proposition 2.5 Soit P; la classe correspondant a s; comme dans la proposition
précédente. Pour que By == By il faut et il suffit qu’il existe P dans P; tel que By U Bo1P
et Bl 7é BQ.

Démonstration — Fixons un sous-groupe de Borel B et un tore maximal 7" de GG contenu
dans B. D’apres la définition 2.1, ensemble des By tels que B = B est 'ensemble des
gBg~! avec g € Bn;B = P; — B ou P est le sous-groupe parabolique engendré par B et
n;. Donc B U B11P; et le sous-groupe P; appartient a P;. Par conjugaison, on en déduit
I'implication directe.

Réciproquement, si B U By1P/ et P! € P;, on ne peut avoir que P/ = P, puisque P; est le

seul sous-groupe parabolique qui contienne B dans la classe P;, donc B, = gBg~! avec



g € P,. Comme By # B on a donc B = By. De méme que plus haut, par conjugaison,
on établit 'implication réciproque.

2.3.2 Classification des classes de conjugaison stables par F' de sous-groupes
paraboliques

Soit Sg I’ensemble des orbites de F' dans S et soit Sp(P) I'image de S(P) par la surjection
canonique S — Sp. Alors la correspondance P —— Sg(P) est une bijection entre

I’ensemble des classes de conjugaison stables par F' de sous-groupes paraboliques de GG et
I'ensemble des parties de S (cf. [L1] 1.16).

2.3.3 Structure des classes de conjugaison
Si P € P l'application

G/P — P
gP +— gPg"

est une bijection. Cela définit une structure de variété sur P.

Soit P une classe de conjugaison stable par F' de sous-groupes paraboliques. En utilisant
le théoréme de Lang-Steinberg [C2] on montre que si P € P lapplication

G"/pt — Pr
gP" — gPg!

est une bijection. Par conséquent |P¥| = |G /PF].

2.3.4 Structure des schémas X(s;)

Proposition 2.6 Soient

— s; dans S et P; la classe de conjugaison stable par F' de sous-groupes paraboliques de G
correspondant a l'image de s; dans Sg ;

— P, un élément de Pf et U; le radical unipotent de P; ;

— X'(s}) la variété de Deligne-Lusztig associée au groupe P;/U;, a l'endomorphisme F', et
a l'image s, de s; dans le groupe de Weil W, de P;/U;.

Alors X (s;) (resp. X (s;)) est isomorphe a la réunion disjointe de |GY /PF| composantes

isomorphes a X'(s}) (resp. X'(s})). Le groupe G opére transitivement sur les composantes

de X (s;) (resp. de X (s;)).

Démonstration — Pour X (s;), c’est le résultat de [L1] (1.17).
Le morphisme de B dans P; qui a B fait correspondre l'unique sous-groupe P de P;

contenant B induit un morphisme de X (s;) dans P; dont I'image est dans PF. En effet,
si B € X(s;),ona B -2 FB donc PJFB cest-a-dire F~'P)B donc P = FP.

Si P € P, 'image réciproque de P dans X (s;) = X (s;) U X (e) est formée des B dans P
tels que B~ FB, ou B — FB, c'est-a-dire des B’ dans P;/U; tels que B’ -~ FB’,

ou B' -~ F B, c’est-a-dire X'(s}).




Les composantes de X(s;) (resp. de X (s;)) correspondent donc aux éléments de P;. Par
conséquent, le groupe G" opeére transitivement sur celles-ci.

2.4 Cas du groupe GL(n)

Rappelons que V = k. Soit G = GL(n), P le sous-groupe parabolique de G stabilisant
le point (1 : 0 : ... : 0) de P,,_;. L’application de G/P dans P,,_; qui a gP associe
g(1:0:...:0) est alors un isomorphisme.

Définition 2.3 Un drapeau dans un espace vectoriel V' est une chaine de sous-espaces
01Vi1---1V; =V tels que V; # V;_;. Un drapeau est dit complet si | = dim V.

Proposition 2.7 Pour tout sous-groupe de Borel B dans GL(n), il existe un unique
drapeau complet (V;)1<i<n tel que B stabilise chaque V;.

Démonstration — C’est clair.

On identifiera librement les sous-groupes de Borel de GL(n) avec les drapeaux correspon-
dants.

Soit B le sous-groupe de Borel de G formé des matrices triangulaires supérieures. On
considérera dans toute la suite la surjection naturelle p: G/B — G/P  qui envoie
gB sur gP.

Proposition 2.8 Le diagramme :
G/B *» G/P

2 |t
B — P,
By — Vi

ou (V;) est le drapeau associé a By est commutatif.

Démonstration — C’est évident.

Soit T' le tore maximal de GG formé des matrices diagonales. Le groupe de Weil W de
GL(n) se releve en un sous-groupe de N(7T') qui consiste en permutations des vecteurs
de la base canonique de V. Soit s; I'élément de W correspondant a la transposition des
vecteurs de rang 7 et ¢ + 1.

Lemme 2.4 Si By correspond au drapeau complet Vii...1V,_1 et B} correspond au
drapeau complet V/1...1V!_| on a By > B} si et seulement si

. V}:Vj' pour i F#£j
° VZ;&VZ/

Démonstration — C’est une conséquence de la proposition 2.5.



3 Nombre de points d’une surface

3.1 Formule de Lefschetz

Soit X une surface projective et lisse sur le corps k et soit X = X x; k la surface
correspondante sur k déduite de X par extension des scalaires de k & k. Soit F : X — X le
morphisme de Frobenius qui envoie le point de coordonnées x vers le point de coordonnées
27, L’ensemble X" des points fermés de X fixés par F" s’identifie & 'ensemble X (Fyn)
des points de X définis sur Fyn.

On pose N, = |X(F,n)|. On peut calculer les nombres N, a l'aide des groupes de
cohomologie f-adiques H* (X, Q) qui sont définis pour £ # p (cf. par exemple [D]). Le
morphisme F' induit des endomorphismes

F*: H(X,Q,) — H'(X, Q).

La formule de Lefschetz s’écrit alors

N, => (1) Tr(F*", H'(X, Qu)).

=0

Soit b; le i®™ nombre de Betti de X, c’est-a-dire la dimension sur Q, de I’espace vectoriel
H'(X, Q). Soient «;; pour 1 < j < b; les valeurs propres de F* dans H'(X, Q).
D’aprés un théoréme de Deligne [D], le polynéme caractéristique de F* dans H* (X, Q)
est a coefficients entiers indépendants de £ et les a;; sont de valeur absolue complexe
| | = ¢/

Le cup-produit définit une forme bilinéaire
H'(X, Q) x H7(X, Q) — Qu

qui est une dualité parfaite (dualité de Poincaré). Par conséquent b; = by_;. On peut en
déduire que les valeurs propres de F* dans H* (X, Q) sont les q204; jl. En particulier,

1/2

comme les v ; sont invariants par conjugaison complexe et que |aq ;| = ¢'/? on peut les

réindexer de telle sorte que 'on ait o ; = qov ;.
Posons «; ; = ¢"/%w; ;, de telle sorte que  |w; ;| =1 . Supposons maintenant que X est
connexe, on a donc by = by = 1. La formule de Lefschetz se réécrit alors

b1 b2
Ny =1+4¢" =@+ )Yl +q" > wy,. (1)
1 1

En particulier
by b
Ny =1+¢ = (@ +¢") Y wi+ 9> wy
1 1
D’ou l'inégalité de Weil-Deligne :
Ny <14 @2 +b(¢" + ¢*?) + bag.
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On dit que la surface X atteint la borne de Weil-Deligne si
Ny =1+¢ +b0i(¢"* + ¢**) + bog
c’est-a~dire si, pour tout 7,
Wi, = -1 et Waj = 1.
3.2 Fonction zéta

Une autre maniere d’exprimer cela est de former la fonction Z de X sur F. C’est la série

o0 tT‘

Z(t) = exp(é‘1 Nr?).

On vérifie qu’elle est égale a
Pi(t)P5(t)
Z(t) =
®) Py(t) Po(t) Py(t)
avec )
Pi(t) = det(1 = F*t, H'(X, Qo)) = [T (1 = ¢"%wi;t)
j=1

(cf. [D] 1.5).

Lemme 3.1 La borne de Weil-Deligne est atteinte si
Py(t) = (1= (=1)'q"*)".

Démonstration — C’est clair.

3.3 Les formules explicites pour les surfaces

Soit
U= (Un)n21

une suite de réels presque tous nuls et soit
fo(0) =142 v, cosnd.
1

On suppose

b) fo(@) >0  quel que soit § € R

a) v, >0 pour n>1

Soit (w;)1<j<p une suite de complexes, stable par conjugaison, telle que |w;| = 1 et soient
b

Sp = —Zw? et w;= e’
=1
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Proposition 3.1 Les sommes S,, vérifient

b

Zvnsn_2 va ¢j S
1

1\3\0‘

Démonstmtion — On a

o) b 00
0<va b;) —b+2z Zvncosncb] = Z U > (WO =b—2" 1,8,
n=1 n=1

J=1 J=1

Les surfaces non singulieres vérifient une formule du type (1). C’est aussi le cas de certaines
surfaces singulieres (cf. §10).

tn

00 b
t) = levnitnﬂ = et  Si,= —jz::lwm.

On peut montrer la proposition suivante, démontrée dans le cas général par Lachaud et
Tsfasman (cf. [L-T]).

Proposition 3.2 On a N7y < Ny avec

Posons Xol

(Nawase = Dxwl™") i S
max v - n/2+qn/2 n

+ Xo(q)-

Le nombre Ny, est une borne supérieure pour le nombre de points que peut avoir une
surface vérifiant une formule du type (1) avec les wy ; quelconques, et les wyj donnés.

Démonstration — La formule de Lefschetz peut se réécrire

1 q2n

qn/2 _|_q3n/2 o qn/2 + q3n/2

Sl,n = (Nn -1+ anQ,TL)

et donc
1 q2n

Sim = (N1 =1+ anQ»n)qn/z LR g2 1 g

car N1 < N,,. On multiplie les deux membres par v,, et on fait la somme pour n allant de
1 jusqu’a l'infini :
0o - 00 1 00 qn 00 q2n
;%Sm > (Ni—1) Zvn 2+ o/ + ZU" V2 + ¢ San — Zvn V2 + ¢/
—TL 1 n

Z ]\/'1_1 zl:vn n/2+qn/2 Z Un n/2+qn/2 2n Z Un n/2+qn/2

Z (Nl_l Xv +Z Un, n/2+qn/252n XU<Q)
Donc b, -
5 > (Nl - 1 Xv ; WSQ,TL - X”U(Q)

d’apres la proposition 3.1.
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4 Calcul de la fonction 7

Soit w = H s; , ou le produit est étendu a un élément de chaque orbite de F' dans S. On
dira alors que w est un élément de Cozeter de W relativement a F'. On dira que T est
un tore de Cozxeter s’il existe un sous-groupe de Borel B D T tel que B et F(B) soient en
position relative w.

Lusztig a montré le résultat suivant (cf. Théoreme 6.1 de [L1]). On note H!(X (w), Q)
I'espace de cohomologie f-adique de X (w) & supports propres.

Théoreme 4.1 Soient G et F' comme dans le § 2.1, w = Hsi un élément de Cozxeter.
Alors :
1. F° est un automorphisme semi-simple de @ H.(X (w), Q1) ;

)

2. Il a h valeurs propres A1, ..., A\, données par [L1] (table pp. 146-7);

3. SiT est un tore de Cozeter,

i X (w)"™

£ = |G T - tA)
J

0 ds
La formule 3 permet de calculer & 'aide du lemme 2.3 la somme » |X(3152)F |t°.
s=1
On a en effet
X (s152) = X(s152) U X(s1) U X (s2) UX(e).

Le calcul des X(s;) se fait grace a un argument d’induction de Lusztig (cf. proposition
2.6).
Soit Z la fonction zéta de la variété X (sq, so) sur Fs. On a

0 7}755 oo - R
Z |X(3182) |t5 = Z |X(S1, 32)F6
s=1

s=1

/

Z
t* = 1t7 =t(log Z)'.

5 Cas A,

5.1 Définition

Prenons

n=3, G=GL(3,k), F:gr— g°

Le groupe de Weil W de G est isomorphe au groupe des symétries des trois vecteurs de
base de E?), et S est formée de deux éléments s; (transposition des deux premiers vecteurs)
et sy (transposition des deux derniers vecteurs). Cf. §2.4.

Ces données permettent de considérer la surface X (sy, s9). Pour 1'étudier, on va définir
une application de cette surface dans le plan projectif Py par restriction de I'application
p : B — P, définie dans la proposition 2.8.
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5.2 Une filtration de P,

Rappelons que les points de Py sont les droites L de I3 passant par l'origine.

Définissons les parties suivantes Y; de P :

Y, est 'ensemble des droites L telles que L = FL;

Y, est 'ensemble des droites L telles que L, FL et F2L soient dans le méme plan de A ;
?2 = PQ.

Posons Yo =Y, Vi =Y, —Yyet Yo=Y, — Y, =Y. Alors, clairement

— Yo - Yl C Yg Y.
~ YUY, UY, =Y ot la réunion est disjointe.
- YE) — GF/PF - PQ(k)

5.3 Application de X(s;s2) sur P,

Rappelons qu’on identifie les sous-groupes de Borel B aux drapeaux complets (V;, V53)
correspondants.

Proposition 5.1 La surface X(s1s2) correspond a l'ensemble des drapeauz (Vi, Vi +FV})
ou V1 est dans Y. La restriction de p a X (s182) est un isomorphisme d’image Ys donné
par

X (s182) — Y

(Vi,Vi+ FVp) — Wi
Démonstration— Montrons quesi B € X(s155) alors Vo = Vi@ FV). Eneffet, FB

correspond au drapeau complet (FV;, FVy) etsi B 2% FB il existe un sous-groupe
de Borel B' tel que B =% B’ et B' -2 FB.Si B’ correspond au drapeau complet (V{,Vy)

on a donc
Vi AV [V =M
Vo =Vy Vs #FV
dou Vi # V) =FV, , VhV] =V, Donc V; et V/ sont des sous-espaces distincts de

Vo, donc Vo =V @ V) =V, @ FV). De plus Vi € Y; car Vo # FVs.

La réciproque est claire. En effet si Vi € Y, etsi Vo, = Vi FV; alors
B € X(s182) ,car

(Vi,Vi ® FVi) == (FV},Vi @ FVy) = (FV, FVi & F?V))
puisque Vi # FV; et Vi ® FV, # FV, ® F2?V; donc
Vi, Vi & FVp) 22 (FW,, FVi @ F°V,)

d’apres la proposition 2.1.
Remarquons enfin que  Vj — (V4, V] + FV]) est clairement un morphisme, ainsi que
son inverse.
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Proposition 5.2 Le morphisme p envoie X(s3) = X(s2) U X(e) sur Yy. L’image
réciproque d’un point de Yy dans X(s2) est une courbe rationnelle.

Démonstration — Montrons que si B € X(sp) alors V; = FV;. En effet (FV;, FVs)
est le drapeau associé & F B et si B -2+ FB on a d’apres le lemme 2.4

{vl = FV,

Vo # FVh,

De plus I'image réciproque d'un point de Y représenté par Vi est formée de ’ensemble
des drapeaux (V1, V) tels que V53V;. Son image dans Ps est un pinceau de droites passant
par un point rationnel, donc est isomorphe a une droite rationnelle.

Proposition 5.3 Le morphisme p induit un isomorphisme
X(s1) — V7.

Démonstration — Montrons que si B € X(s1) alors Vo=V FV; et V3 €Y.
En effet (FVy, FV5) est le drapeau associé a FB et si B - FB, le lemme 2.4 donne

Vi #FV
Vo =FV,

Donc V5, contient Vi et F'Vi, par conséquent Vo = Vi @ F'Vi. D’autre part Vo, = FVj,
c'est-a-dire V; @ FV;, = FV, @ F?V; donc F?Vi1V, @ FV; et par conséquent V; € Y.
Réciproquement, V; — (V3, V4 @ F'V;) est évidemment un morphisme.

Théoreme 5.1 On obtient le diagramme commutatif

B O X(sis2) = X(s1s2) U X(s1) U X(s2)UX(e)
par contraction

/| | k K ie'e,

P, = Y = Y, U v U Y=G"/PF

Le schéma X (s2) est constitué de |G* /P¥| = ¢*+q+1 courbes Py. La surface de Deligne-
Lusztig X (s1, s2) est obtenue a partir de Py par éclatement des points de Py(F,).

Démonstration — L’application X (s1, s3) 7% ¥ est un morphisme birationnel de surfaces
non singulieres. Il est donc donné par des éclatements (cf. [Har], p. 411). 1l se factorise
par

X(s1,82) — X(s189) — Y
ou la premiere application est bijective. Les seuls éclatements sont donc au-dessus de Yy,
donc ailleurs X (s;, s9) — Y est un isomorphisme local.

5.4 Fonction zéta

On a donc le résultat suivant.

Théoréme 5.2 La fonction zéta de Y est égale a
1

=i -

C’est clair.
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6 Cas 2A3

6.1 Définition

Prenons

n=4, G=SL#4FE) F :g— gL

Alors G* est le groupe qui fixe la forme sesquilinéaire hermitienne suivante dans (Fg2)? :
4
i=1

La forme (.,.) s%étend a V = %' en une forme sesquilinéaire par rapport a l'auto-
morphisme A — X\ de k. Pour un sous-espace V' de V, on définit son orthogonal V'+
comme étant l'ensemble des éléments = de V' tels que (x, V') = 0. Alors on vérifie que
(V)L = F2V'. On vérifie facilement que si un sous-groupe de Borel B correspond au
drapeau (V1, Va, V3), le sous-groupe de Borel F'B correspond au drapeau (V- Vib Vib).

Le groupe de Weil W est isomorphe au groupe des symétries des quatre vecteurs de la
base canonique de V| et S est formé des trois éléments s; (transposition des vecteurs
de rang i et i + 1) avec 1 <i <3 (cf. 2.4). L’endomorphisme F' échange s; avec sz et
conserve s,. Voir [C2], chapitre 1. On définit les classes de conjugaison stables par F' de
sous-groupes paraboliques P; et P, associées aux classes {s1,s3} et {s2} comme dans le
paragraphe 2.3.1. On a ([C2], chapitre 2)

Pl =(+1)(q+1) et [Py=(+1(+1).

6.2 Une filtration d’une surface hermitienne

Munissons V = &' de 'application de Frobenius F? : (z;)1<i<4 — ($§2)1§,~§4.

La variété Y1P3 définie par I'équation (L, L) = 0 (olt L est une droite de &' passant par
lorigine, définissant un point de P3) est une surface hermitienne.

Soit la filtration de Y :

Yo est ’ensemble des droites L telles que (L,L) =0,L = F°L
Y, est ’ensemble des droites L telles que (L,L) =0,(L,F?L) =0,
Y=Y, est I’ensemble des droites L telles que (L,L) =0

Posons Yo =Y, Yi=Y, —Yyet Yo=Y, —Y, =Y. Alors :
- }/():?chl g?QZ?

- YyuhhuY,=Y. _
— Y) est ’ensemble des points rationnels de la surface hermitienne Y.
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6.3 Application de X (s;s2) dans Pj

Proposition 6.1 La surface X (s1s2) correspond a l’ensemble des drapeaux (L, L & F?L, L*')
ot L est un élément de P3 contenu dans Y. La restriction de p a X (s152) est un isomor-
phisme dont ['tmage est Y. FElle est donnée par

X(Slsg) — Y
(L,L & F2L,LY) — L.

Démonstration — La variété X (s1s2) est formée de 1’ensemble des sous-groupes de Borel
B tels que B 2*3 FB. Un sous-groupe de Borel B correspond au drapeau (Vy, Va, V3)
et F'B correspond au drapeau (Vi-, Vib, V1), Pour qu'un sous-groupe de Borel B vérifie
B 2% FB, il faut et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B’ tel que B = B’ et
B’ =5 FB, cest-a-dire qu’il existe un drapeau (V/, Vy, VJ) tel que

‘/1 7&‘/1/ V*l/ :‘/éj_
Vo =V, et V, #Vy
Vs =V Vi =V

Ces équations impliquent d’une part (V/, VJ, VJ) = (V5+, V4, V3) donc, puisque (V/, V), VJ)
est un drapeau Vi- = V1V = V5. D’autre part elles impliquent V;5 = V) £V, et V3=
V4 = Vi+ donc le sous-espace V, de dimension 2 contient les droites Vi et V35 qui sont
distinctes. Finalement

Vo =VieVit=Vie(VHt=Vie F?V,
Vs =Vy=V"

ou encore (Vy,Va,V3) = (L, L & F?L, L) ot L est une droite de V passant par l'origine.
Comme (L,L @& F?L,L*) est un drapeau on a LiL*t et L # F?L ce qui implique
(L,L)y=0¢et L # F*L.

D’autre part, Vo # Vi- c’est-a-dire L F2L # (L& F?L)*. D’apres le lemme 6.1 ci-dessous,
c’est équivalent & (L, F?L) # 0 donc L € Y.

Il est clair réciproquement que si L € P3 et est telle que (L,L) =0 , (L,F*L) #0,
on a
(L,L® F*L,L*)
2L (FPL, L& F?L, LY car L # F?L

=2 (F?L, (L ® F?L)*, LY) par le lemme 6.1 ci-dessous.

Le drapeau complet (L, L ® F2L, L*) correspond au sous-groupe de Borel B. Le drapeau
complet correspondant a F'B est alors

(LH)" (L@ FPL)", L) = (FL, (L ® F*L)*", L*),

donc
B 22 B,

Remarquons enfin que L +— (L, L @& F?L, L') est clairement un morphisme, ainsi que son
inverse.
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Lemme 6.1 Si L est une droite dans V telle que L # F?L et que L& F?L1L* alors pour
que L ® F*L = (L @ F2L)* il faut et il suffit que (L, F2L) = 0.

Démonstration — On a (L ® F2L)t = L+ N (F2L)*. Comme L & F2L et L+ N (F2L)*
sont de dimension 2, ils sont égaux si et seulement si

L& F*LaL*: N (F?L)* (2)

Or L & F?I1L*, donc la relation (2) équivaut & L & F?Li(F?L)t. Or LiL*. Siz,y € L
on a donc (z,y) = 0, d’ott (F2?z, F?y) = (z,4)? = 0 par conséquent F2L1F2L*. Donc la
relation (2) équivaut en fait & Li(F?L)* cest-a-dire a (L, F2L) = 0.

Proposition 6.2 Le morphisme p envoie X (s2) = X (s2) U X (e) sur Y.

Démonstration — Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau (V;, Vo, V3). Montrons

que si B € X(s9) alors Vi = F?V; . En effet, FB correspond au drapeau
(Vi5, Vit Vi) et si B2 FB ousi B - FB on a d’apres le lemme 2.4

Vi= Vit = (G = PPV

Proposition 6.3 L’ image réciproque d’un point de Yy par le morphisme p est une courbe
rationnelle.

Démonstration — L’image réciproque d’un point de Y} est formée de ’ensemble des sous-
groupes de Borel B tels que B -2 FB ou B = FB. Donc l'image réciproque d’un point
de Yj représenté par V; est formée de ’ensemble des drapeaux (Vi, Vo, V3) avec V; donné,
tels que V3 = V= c’est-a-dire isomorphe a I’ensemble des V; tels que Vi1Va1Vh ou encore
au pinceau des plans dans V- passant par Vi, c’est-a-dire & une courbe rationnelle.

Proposition 6.4 Le morphisme p induit un isomorphisme de X (sy) sur Yy donné par
X(s1) — Y
(L,L® F?L,L*) — L.
Démonstration — La démonstration va se faire en plusieurs étapes.

Etape 1
p(X(s1))1Y1

Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau (V7, V5, V3). Montrons quesi B € X (s1)
alors 1, € Y;. Si B =5 FB, le lemme 2.4 implique

Vi # Vit
Vo =V
Vs =Vt

d’ott Vo = (ViH)t = F2V, done F?Vi1E?V, = V; et comme Vs est isotrope car Va1Vt on a
(Vi,Vi) =0, Vi, F*Vi) =0
c’est-a-dire V; € Y. De plus V; 1Yy car Vi # Vit = (Vb)) = F2V,.
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Etape 2 L’image réciproque d’un point de Y, dans X (s1) par le morphisme p est formée
d’au plus un point.

En effet, si le drapeau (V;, Vo, V3) est dans X (s;), on voit que V; et F2V; sont des sous-
espaces de V5 et Vi # F2V; donc Vo =V, @ F2V,. D’autre part Vi = V;+, donc le drapeau
(Vi, Vo, V3) est bien déterminé par V.

Etape 3 L’application réciproque de p est le morphisme
L (L, L+ F2L,L7F),
de Yy dans X(s1)

On associe a la droite L représentant un point de P3, et telle que
(L,L)=0 , (L,F’LYy=0 et L#F’L

le drapeau (L, L + F?L, L*) correspondant & B. En effet (L,L) =0 et (L,F?L) =0
impliquent L + F2L1L*.
Le drapeau correspondant a F'B est alors

(L), (L + F2L)*, LY = (F?L, (L + F2L)*, L*)

car (L1)t = F2L.
On a
(L,L+ F?L,L*Y) =% (F2L, L+ F?L, L*) = (F2L, (L + F?L)*, LY)

car L + F?L = (L + F?L)* puisque (L, F?L) = 0 d’apres le lemme 6.1.

Théoréme 6.1 On obtient le diagramme commutatif suivant défini sur F .

B D X(s1s2) = X(s152) U X(s1) U X(s2) UX(e)
l l J l Jpar contraction de
p ! ! .
courbes rationnelles
P; O Y = Ys u % U Yo

Le sous-schéma X (s3) est constitué de |Yo| courbes rationnelles et la surface de Deligne-
Lusztig X (s1, s9) est obtenue a partir de' Y par éclatement des points de Y.

Le groupe GT' opére transitivement sur les courbes rationnelles composantes connezes de
X(s1) et sur les courbes rationnelles composantes connexes de X (sz).

Comme plus haut, X(s;,s3) — Y est un morphisme birationnel, donc donné par des
éclatements (cf. [Har|, p. 411). Les seuls éclatements sont au-dessus de Yj, donc ailleurs
X (s1,89) — Y est un isomorphisme local. La proposition 2.6 montre la derni¢re partie
du théoreme.

Proposition 6.5 La surface Y a (¢* + 1)(¢* + 1) points définis sur Fp2 dont lensemble
est €gal a Y.

Démonstration — On peut voir ce calcul dans I'article de Tsfasman [T].
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Lemme 6.2 Le schéma X(s1) est réunion disjointe de |PE| courbes rationnelles. Le
schéma Yy est réunion de |PE| droites de P3 se coupant en des points de Yy. Par chaque
point de Yy passent q + 1 droites.

Démonstration — La premiere assertion se déduit de la proposition 2.6.

Par projection, Y est réunion de |P{| courbes rationnelles. Montrons que ce sont des
droites.

Soit L un sous-espace de dimension 1 de V représentant un élément de Y;. Comme Y] est
invariant par F, F'L est aussi dans Y;. Montrons que si L' est un autre sous-espace de
dimension 1 contenu dans L + F?L alors L' € Y. En effet L 4+ F?L est un sous-espace de
dimension 2 de V' qui est isotrope et invariant par F. Donc (L', L") = 0, (L, F*L") = 0.
Par conséquent, Y est constitué des droites (L, FL) dans P3 avec L € Y.
L’isomorphisme X (s;) — Y; montre que les traces des différentes droites sur Y7 sont
disjointes. Par conséquent elles ne peuvent se couper que sur les points de Y.

Le groupe GF' opere transitivement sur Y et sur ’ensemble des droites de Y. Donc, en
chaque point de Y, passe le méme nombre de droites. Il est égal au nombre de droites,
multiplié par le nombre de points rationnels sur les droites, divisé par le nombre de points
de Yy, c’est-a-dire '

(@ + 1D+ 1) +1)
(¢ +1)(¢*+1)

=q+1.

6.4 Equation

Proposition 6.6 La surface Y est une sous-variété de Pz qui a pour équation
29T gt gt | et

C’est une surface hermitienne, propre et lisse.

Démonstration — C’est clair. Les surfaces (et plus généralement les variétés) hermitiennes
ont été étudiées par R.C. Bose et I.M. Chakravarti [B-C] . Voir aussi [H-T].

6.5 Fonction zéta

Théoréme 6.2 La fonction Z de Y sur F 2 est donnée par

1
AN OGN0
Qolt) =1—t . Qut)=(1—@O" P et Qut) =1 '

La surface 7F2 atteint la borne de Weil-Deligne.
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Démonstration — Le calcul de la fonction Z des hypersurfaces diagonales fait par Weil
[W] et repris par exemple dans [I-R] p. 162-3 donne

1 4
Z(t) = NOPROIN0 avec  Qo(t)=1—1t et Qu(t)=1—¢q"t

et deg Qs = q(¢®> —q+ 1)+ 1.
En particulier ?FZ atteint la borne de Weil-Deligne : en effet

7F2
Y[ =1+¢"+ (¢’ — ¢ +a+ 1)
Par conséquent toutes les racines de Q5 sont égales & ¢~2 (lemme 3.1) et donc

QZ(t) _ (1 _ q2t)q3fq2+q+l.

7 Cas ()

7.1 Définition

Prenons n=4, G=Sp(4,k), F:g+— g".
—4

Le groupe G est le groupe qui fixe la forme symplectique sur V =k
(,y) — (2,y) = Y124 — T1Ys + T2Y3 — YaT3.

Choisissons comme sous-groupe de Borel By le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures dans (G, comme tore maximal T le sous-groupe des matrices diagonales dans
G. Le groupe de Weil W de G est isomorphe au groupe a 8 éléments engendré par les
matrices

0 1 0 0 1 0 00
o |-t 0o 0 of o _f0O 0 10
! 0 0 0 1 2710 =1 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 1

et S est formée des deux éléments sy et sy. Voir [C2], chapitre 1.

Pour étudier la surface X (s, s2) on va définir une application de cette surface dans Pj.

7.2 Drapeaux isotropes

Définition 7.1 Un drapeau isotrope est un drapeau de V formé d’espaces isotropes pour
la forme symplectique sur V.

On fait correspondre au drapeau isotrope (V1, V3) de k* le sous-groupe de Borel B ensemble
des éléments de G stabilisant a la fois V; et V5. On vérifie qu’on a ainsi défini une bijection
entre 'ensemble des drapeaux isotropes et B. Cf. [L2].
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7.3 La projection de B sur Pj

Le sous-groupe parabolique P, de G stabilisant 1’élément (1:0:0:0) de Py s’écrit

Py =

O ¥ X %
S % x *x
* Xk ¥ ¥

o O O *

L’application déduite par passage au quotient de g — ¢(1: 0 : 0 : 0) est un isomorphisme
de G/P, sur P3. Considérons la surjection naturelle py : G/By — G/P, qui envoie

gBgy sur gP,. Elle devient par ces isomorphismes

G/By X G/P

| 2
B — P;

(V1,V2) — Wi

7.4 Une filtration de P;

Considérons V = k* muni de I'application de Frobenius F : (z;); — (x¥);.

7

Soit la variété Y1P3 définie par 1'équation (L, FL) = 0.

Soit la filtration de Y :

Y, est ’ensemble des droites L telles que L=FL;
Y, est ’ensemble des droites L telles que (L,FL) =0 et
Y, est I’ensemble des droites L telles que (L,FL)=0.

Posons Yo =Y, Vi =Y, —Yyet Yo=Y, —-Y, =Y.
Alors on a

Yo CY,CYy=Y.

- YoUY,UY, =Y ou la réunion est disjointe.

~ Yo =Y" =GF/PF =P4(F,).

7.5 Application de X (s1s2) sur Pj

(L, F*L) = 0;

Proposition 7.1 La surface X(s159) correspond a l'ensemble des drapeauz (L, L + F'L)

o, L est un élément de P3 contenu dans Y. La restriction de py a
1somorphisme dont ['image est' Y donné par

X($182> — Y
(L,L+FL) ~—— L.
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Démonstration — La variété X (s1s2) est formée de ’ensemble des sous-groupes de Borel
B tels que B 22 FB. Montrons que si B € X(s185) alors Vo, = Vi @ FV;. En
effet F'B correspond au drapeau isotrope (F'Vi, F'V,). Pour qu'un sous-groupe de Borel

S189

B vérifie B == FB, il faut et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B’ tel que
B 2% B’ et B' -5 FB, c’est-a-dire qu'il existe un drapeau (V/, VJ) tel que

Vi £V [V =W
Vo =Vy Vi #FV,

Ces équations impliquent (V/,V]) = (FV;,Vs), done, puisque (V/,V3) est un drapeau
FVy = V1V = V. D’autre part elles impliquent F'V; = V/ # Vi, dong, le sous-espace V,
de dimension 2 contient les droites V; et F'V; qui sont distinctes, c¢’est-a-dire Vo = Vi FV;
ou encore (Vi, V) = (L, L & FL) ou L est une droite de V passant par l'origine.

Remarquons que L @& F'L doit étre un sous-espace isotrope, c’est-a-dire (L, FIL) = 0.

D’autre part, Vo # FVs, cest-d-dire L @ FL # FL @ F?L. Donc L, FL, F?L doivent
engendrer un sous-espace de dimension 3, autrement dit ils doivent étre linéairement
indépendants. Donc (x, F2x) # 0 pour x € L — {0} puisque la dimension d’un sous-espace
isotrope maximal de V est 2.

Réciproquement si une droite L est dans Pj et est telle que (L, FL) =0 et que
L, FL, F?L  soient linéairement indépendants, on lui associe le drapeau complet
(L, L@ FL) correspondant au sous-groupe de Borel B. Le drapeau complet correspondant
a FB est alors (FL, FL & F?L).

On a
(L,.L® FL)
“L(FL,L®FL) car L # FL
2, (FL,FL @ F?L) car L, FL, F?L sont linéairement indépendants

donc B 23 FB. Remarquons enfin que pour que L, FL et F2L soient linéairement
indépendants il suffit que (x, F2x) # 0 pour x € L — {0}.
Enfin L — (L, L+ FL) est clairement un morphisme, ainsi que son opposé.

Proposition 7.2 Par le morphisme ci-dessus, on a
X(S2> = X(SQ) U X(e) — YE]
L image réciproque d’un point de Yy par le morphisme ci-dessus est une courbe rationnelle.

Démonstration — Montrons que si B € X(s9) alors Vi = FVi. En effet F'B
correspond au drapeau isotrope (FVy, FVy) et si B 2+ FB  le lemme 2.4 implique

Vi =W
V, # FVi.

L’image réciproque d’un point de Yj est formée de I’ensemble des sous-groupes de Borel
B tels que B 2 FB ou B = FB.
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Donc I'image réciproque d’un point de Y représenté par V; est formée de I’ensemble des
drapeaux isotropes (V1,V3) tels que Vi1V, Comme l'orthogonal de V; est un sous-espace
de dimension 3 de V' contenant Vj, cet ensemble est encore un pinceau de plans passant
par V; contenu dans Vi-. Et il est donc isomorphe & une droite rationnelle.

Proposition 7.3 Le morphisme ci-dessus, induit un isomorphisme
X(Sl) — Yi

Démonstration — Montrons que si B € X(s1) alors Vo=V FV,. Eneffet FB
correspond au drapeau isotrope (FVi, FV5). Alors si B % FB le lemme 2.4 implique

Vi #IFWV
Vo =FVa.

Le sous-espace V5 contient Vi et F'Vp; il est donc égal a Vi @ F'Vi. Comme Vo = FVj,
c'est-a-dire V; @ FV, = FV; @ F?V;, on a donc F?Vi1V, @ FV; = V,. Comme l'espace V5
est isotrope, on a  (Vi, FVi) =0 et (V,F?V}) =0 donc V] est dans l'espace Y.
Comme Vi # F'Vi, V; est en fait dans Y;.

Inversement Iapplication V; — (Vi, V] @ F'V}) est un morphisme de Y; dans X (s1).

Théoreme 7.1 On obtient le diagramme commutatif suivant défini sur F,.

B D X(sis2) = X(s1s2) U X(s1) U X(s2)UX(e)
par contraction
mo bk lie,
P, > Y = Y U Y U Y=pPf

X(s9) est constitué de |G/ Py’| = ¢*+q*+q+1 courbes rationnelles. La surface X (s1, 52)
est obtenue a partir de 'Y par éclatement des points de Y.

Démonstration — Comme plus haut, X (s1, s2) 220 ¥ est un morphisme birationnel, donc
donné par des éclatements (cf. [Har|, p. 411). Les seuls éclatements sont au-dessus de Yj,

donc ailleurs X (s, s9) — Y est un isomorphisme local.

7.6 Equation de Y
Proposition 7.4 La surface Y a pour équation
sur F, diry — xxd + xoxd — 2dx3 =0 (3)

4
1
sur F daltt =o.
i=1

C’est une surface propre et lisse.
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Démonstration — Choisissons deux éléments a,d de Fgp tels que a?™ = -1 et d €

F . — F,. Alors par le changement de variables
Ty = ayr + Y Ty = adly; + dys
Ty = ad'y; + dys r3 = ays +Ys

Péquation (3) devient ™" + ¢4 + ydt! 44T = 0.

Remarque 7.1 La surface Y est donc une surface hermitienne tordue.

7.7 Fonction zéta de Y

Rappelons la démonstration de Lusztig ([L2], lemme 31).
Théoreme 7.2 On a

1
AN OINOIN0)
Qolt) =1—t . Qut)=1-g

a>+q+2 (a=1)2¢q

et Qa(t)=(1—gqt) 2 (1+qt) 2
Démonstration — La fonction zéta d’une surface X s’écrit

Q1(t)Qs(1)
Z(t) =
RNOROIROTORD
avec Q;(t) = det(1 — F*t, H(X, Q) = TT/L, (1 — ¢"/%w; jt) olt les ¢"/?w;; sont les valeurs
propres du Frobenius dans H*(X, Q;) (cf. 3.2).

Pour la surface Y xg, F2 la proposition 7.4 et le théoreme 6.2 impliquent

1

0= 0-h0 - eorrmii— g

Donc pour la surface Y , la fonction Z est donnée par

1
Qo(t)Q2()Qu(t)
avec Qa(t) = (1 — ¢*/?t)*(1 4+ ¢"/?t)* et a+b = ¢* — ¢* + ¢+ 1. De cette formule on déduit
Ny =14 ¢*+q(a—b).
D’autre part, on a Y (F,) = P3(F,) donc Ny = ¢® + ¢* + ¢ + 1 ce qui détermine a et b.

Z(t) =

Corollaire 7.1 Les nombres de Betti sont donnés par

dimH’ = 1
dmH? = @ —¢+q+1
dimH* = 1.
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Théoreme 7.3 Parmi les surfaces lisses S contenues dans Py et telles que SE=PL la
surface Y a un degré minimal et un deuxiéme nombre de Betti minimal.

Démonstration — Le deuxieme nombre de Betti d’une surface S de degré d plongée dans
P3 est donné par by = (d — 1)(d* — 3d + 3) + 1 (cf. par exemple [I-R] p. 162). C’est une
fonction croissante de d, donc il revient au méme de dire que le degré d d’une surface est
minimal ou que le deuxieme nombre de Betti est minimal. Si le degré d’une surface S est
inférieur ou égal & ¢, une droite de P3 coupe S en au plus d points, donc S¥ # PL". Donc
une surface telle que ST = PI" a un degré au moins égal & ¢ + 1. On a vu que la surface

Y vérifie la condition Y = PL: elle est de degré ¢ + 1.

8 Cas 24,

8.1 Définition

Prenons

n=5 G=8L(5k) F:g— t(g[q])_l

Alors G¥ est le groupe qui fixe la forme sesquilinéaire hermitienne suivante dans (Fp2)°.
5
(x,y) — (x,y) = > wiyf.
i=1

La forme (.,.) s’étend a V = % en une forme sesquilinéaire par rapport a l'auto-
morphisme A —— )\ de k. Les mémes propriétés que dans le cas de 243 sont vraies.
En particulier, on définit I'orthogonal V'* d’un sous-espace V' de la méme maniére et on
vérifie que (V') = F2V’. De méme si un sous-groupe de Borel B correspond au drapeau
(V1, Vi, V3, V4), le sous-groupe de Borel F'B correspond au drapeau (V- Vit Vb Vi),

Le groupe de Weil W est isomorphe au groupe des symétries des cing vecteurs de la base
canonique de V', et S est formé des quatre éléments s; (transposition des vecteurs de rang
ieti+1)pour 1l <i<4(cf §2.4). L’endomorphisme F' échange s; avec s4, et sy avec s3
(cf. [C2], chapitre 1). On définit les classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques
Py et Py associés aux classes {s1,s4} et {sq2,s3} comme dans le paragraphe 2.3.1. Les
¢éléments de P; ou de P; sont conjugués respectivement aux matrices

* ok kK ok * ok ok ok k
* ok ok %k 0 * *x * x
0 0 % *x = ou 0 *x * * =x
0 0 0 % = 0 * * * *
0 0 0 % = 0O 0 0 0 =

On vérifie (cf. [C2], chapitre 2) que

PIl=@"+1D(*+1) et |[Py]=(+1)(¢+1).
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8.2 Variétés dans Py

Munissons V = % de 'application de Frobenius F? : (1;)1<i<5 — ($§2)1§i§5.

Soit la variété Y1P, définie par les équations (L, L) = 0 et (L, F?L) = 0 ot L est un
sous-espace de dimension 1 de V' définissant un point de P,. Soit la filtration de Y :

Yo défini par : (L,L) =0, L=FL,
Y, défini par : (L,L)y =0, (L,F?L)y=0, (L, F'L)=0,
Y=Y, défini par : (L,L)y =0, (L,F*L)=0.

Posons Y, = Y, Y1371—YoetY2:?2—?1 =Y. Alors

4’A§70 C S7i C 572 = }/;
- YyuYuUY, =Y.

Proposition 8.1 La surface Y est l'intersection de deux hypersurfaces de P, d’équations
homogeénes :

5
Y10 (z,z)=0 ou Szt =0;
i=1

5
Yo: (x, F%z)=0 ou merqs =0.
i=1

Elles ne sont pas transverses. Le lieu singulier de'Y est Y.

Démonstration — Les hyperplans tangents a 3; et 3y au point A = (t;)1<;<5 ont
respectivement comme équations

5 5 .
S tlr; =0 et Zt?axi =0.
i=1

i=1

L’intersection de deux variétés non singulieres est non singuliere en un point si et
seulement si elle se coupent transversalement en ce point. Si A € ¥; N Xy les deux
hyperplans ci-dessus ne sont pas transverses si et seulement s’ils sont égaux c’est-a-dire
si tﬁ(qkl) == tg(qkl). En prenant t; =1, on a donc t; € F2, d'ott A € Yy,

8.3 Application de X (s;s2) sur Py

Proposition 8.2 La surface X (s155) correspond a l’ensemble des drapeaux (L, L & F?L,(L & F2L)*, L)
ot L est un élément de Py contenu dans Y. La restriction de p 4 X(s182) est un isomor-
phisme dont l'image est Y. FElle est donnée par

)((5182) — Y
(L,L® F?L,(L ® F2L)*, L*) — L.

Démonstration — La variété X (s;s;) est formée de I'ensemble des sous-groupes de Borel
5152

B tels que B == F'B. Soit (V4, V3, V3, V}) le drapeau correspondant au sous-groupe de
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Borel B. Alors F'B correspond au drapeau (V;5, Vit Vit Vib). Pour qu'un sous-groupe
de Borel B vérifie B 2*3 FB, il faut et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B’ tel
que B 2% B’ et B' 22+ FB, c’est-a-dire qu'il existe un drapeau (V{, V3, V4, V) tel que

Vi AV Vo=V

— / / 1
A S B S
v =V Vo=V
Vi =V Vi =V

Ces équations impliquent d’une part (V{,Vy, V4, V/) = (Vi Vs, V3, V)) done, puisque
(VI V), VY V]) est un drapeau : Vi5 = V1iV) = V. Et d’autre part elles impliquent
Vj =VI#Vi et Vy=V/= Vll donc le sous-espace V5 de dimension 2 contient les
droites Vi et V5 qui sont distinctes. Donc finalement

V, =VioVi=VioVi)t=VeFV
Vs =Vi=Vs= W& F V)"
Vi =Wt

ou encore (Vy, Vo, V3, Vy) = (L, L& F2L, (L& F?L)*, LY) ot L est une droite de V passant
par lorigine.

Comme (L, L ® F?L, (L & F?*L)*, L*) est un drapeau, on a
LL* , Lo F’L(LeF’L)Y: et L#FL

ce qui implique
(L,L)=0 , (L,F’LYy=0 et L#F°L.

D’autre part, Vo # Vit = (ViH)+t = F2V, cest-a-dire LOF?L # F*(L&F?L) = F2LOF*L.
Donc F*L n’est pas dans le sous-espace L@ F2L, qui est un sous-espace isotrope maximal,
par conséquent (L, FAL) # 0.
Réciproquement, soit L € P4 telle que

(L,LYy=0 , (L,F’LYy=0 etque (L,F*L)#0.

on lui associe le drapeau complet (L, L & F?L,(L & F?L)*, L*) correspondant au sous-
groupe de Borel B. Le drapeau complet correspondant a F'B est alors

(LY (Lo FPL)yY)' (Lo FPLY*:, L) = (F?L, F?°L @ F*L, (L ® F?L)*, L*Y).
On a
(L,L® F?L,(L® F?L)*, L")

(R L@ FPL (L@ FPL)Y, LY car L # F2L
22 (F?L,F?L® FAL, (L @ F?L)*, L) car L, 2L, F*L sont linéairement

indépendants

donc B 23 FB.

Remarquons enfin que L — (L, L & F?L, (L ® F?L)*, L') est clairement un morphisme,
ainsi que son opposeé.
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Proposition 8.3 Le morphisme p envoie

X(s9) = X(s2) U X (e)
dans Y.

Démonstration — Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau (Vi, Vo, Vi, V).
Montrons que si B € X(sy) alors Vi, = F?V;. En effet, F'B correspond au drapeau
(Vi Vs Vs Vi) et si B -2 FB ousi B~ FB on a d’aprés le lemme 2.4

Vi= Vi = (V= PP

Proposition 8.4 L’image réciproque d’un point de Yy par le morphisme p est une courbe
hermitienne.

Démonstration — L’image réciproque d’un point de Y} est formée de ’ensemble des sous-
groupes de Borel B tels que B 25 FB ou B = FB. Donc 'image réciproque d’un point
de Yj représenté par la droite L est formée de I'ensemble des drapeaux (L, Vs, Vs, L*)
tels que L1V, Vi = Vs, VaLt. Cet ensemble de drapeaux est isomorphe & I'ensemble
des V3 tels que LiVaiV;h1L+. Dans Pespace Lt/L la forme hermitienne ( ., . ) passe au
quotient et I'ensemble des Va/L est tel que Vo/I1Vy/ Lt cest-a-dire (Vo/L,Vy/L) = 0.
C’est donc une courbe hermitienne.

Proposition 8.5 Le morphisme p, induit un isomorphisme de X (s1) sur Y, donné par
X(s1) — Y
(L,L® F?L,(L® F?L)Y, LY) —— L.
Démonstration — La démonstration va se faire en plusieurs étapes.
Etape 1 L’image par p de X (s1) est contenue dans Y.

Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau (Vi, Vs, Vs, Vy). Montrons que si
B € X(s;) alors Vie€Y;.SiB-2% FB,lelemme 2.4 implique

Vi # Vit
Vo = Vi
V; = Vi
vV, = Vit

dot Vo = Vit = (Vi) = F?V, done Vy = F?Vy = F4V,, par conséquent Vy, F2V; et
F*V; sont contenus dans V5. Comme V5 est isotrope, car Va1V = VQL, on a

(Vi,W) =0, (1, F*Vy) =0, Vi, F'Vi) =0
c’est-a-dire V; € Y. Enfin, Vi (Y, car V| # Vit = (VYL = F?V,.

Etape 2 L’image réciproque d’un point de Yy dans X (s1) par le morphisme p est formée
d’au plus un point.
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En effet, on voit que si p : (Vy, V5, V3, V) — V; alors Vi, F2ViaV;, et Vi # F?V; donc
Vo =Vi® F?V;. On a aussi Vs = Vit = (Vi@ F2V))* et Vy = V5. Done (Vi, Va, Vs, Vi) est
bien déterminé par V;.

Etape 3 Le morphisme
L+ (L,L+ F?L,(L+ F*L)*, L")
envoie Yy dans X (s1).
On associe a ’élément L de Py tel que
(L,Ly=0 , (L,F?L)=0 et (L, F'L)=0

le drapeau (L,L + F?L,(L + F?L)* L*) correspondant & B. En effet (L,L) =
0 et (L,F?L)=0 impliquent L+ F2Li(L+ F?L)*. Le drapeau correspondant a
F'B est alors

(LS (L+ FPL)yN)* (L + F°L)*, LY) = (F?L,F*L+ F*L, (L + F*’L)*, L")
car (LY)t = F2L et ((L+ F?L)Y)*t = F*(L+ F?L) = F?L + F*L.
Puisque (L,F?L)=0 etque (L,F'L)=0 ona F*LL+ F*L etdonc
(L,L+ F?’L,(L+ F?L)*, L) 2% (F?L,L + F?L, (L + F?L)*, LY)
= (F?L,F?L + F*L, (L + F*L)*, LY).
Proposition 8.6 Le schéma X (s1) est réunion disjointe de |PF| courbes rationnelles. Le

schéma Y, est réunion de |P{| droites de Py.

Démonstration — On montre comme plus haut (lemme 6.2) que X (s;) est réunion disjointe
de |PF| courbes rationnelles et que Y, est réunion de |Pf’| courbes rationnelles. Montrons
que ce sont des droites dans Pjy.

Soit Lik® un sous-espace de dimension 1 représentant un élément de Y;. Soit L’ un autre
sous-espace de dimension 1 contenu dans L + F?L. Remarquons que L + F?L est un
sous-espace de dimension 2 de k®, qui est isotrope et invariant par F2. Donc (I, L') = 0,
(L', F?L'y = 0, (L', F*L') = 0 et par conséquent L' € Y. Donc Y est constitué des
droites (L, F'L) dans P4 avec L € Y.

Théoréme 8.1 On obtient le diagramme commutatif suivant défini sur F .

B D X(s182) = X(s152) U X(s1) U X(s2)UX(e)
l l J l lpar contraction de
D l l .
courbes hermitiennes
P, D Y = Y, U Y; U Yo

Le schéma X (s1) est constitué de |P{| courbes rationnelles et le schéma Y est constitué
de droites de Py.

Le schéma X (sg) est constitué de Y| = [P courbes hermitiennes et Y est obtenu d
partir de X (s1,$2) par contraction des courbes hermitiennes dans X (sz).

Le groupe GT' opére transitivement sur les courbes rationnelles composantes connezes de
X(s1) et sur les courbes hermitiennes composantes connexes de X (s3).

Démonstration — Cela résulte des propositions précédentes.
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8.4 La fonction zéta de la variété X (si, s)

Théoréme 8.2 La fonction zéta de la variété X (si1,s2) sur F g est donnée par

 Qi()Qs(1)
20 = G50 0@a0)Qu0)
avec
Q) =1—t , Qut)=(1— gttt ep Qut) =1—q't
et
Q1(t) = (14 qt)?@= D@+ Ou(t) = (1 + ¢*)aa D@+,

Démonstration — D’apres la section 4

!

Z 2s s 2s e 2s 0 2s
t— = t(log Z)' Z X (s180)™ [+ ST IX ()™ 1t 4+ Y01 X (s2) 1+ Y0 | X ()|
s=1 s=1 =

D’apres le théoreme 4.1, si T' est un tore de Coxeter de G¥,

2s GFl
X( F | > T[(1 —t\)
Z’ 5152) TF| H

s=1

D’apres [L1], table p. 106, on a

G"] _ (@ -D)(@+1)(¢" —1)(°+1) _
T =P+ —q+1

g+ -1 +1)(¢" = 1)

et les \; sont donnés par \; = (—1)7¢? pour 0 < j < 4.

Le calcul des X(s;) se fait grace a 'argument d’induction de Lusztig (proposition 2.6).

On a vu que ]77 | = (@ +D(@+1) etque |PF] = (¢"+1)(¢*>+ 1). De plus
U X'(s7) d’ont

=Pl IZ X7 ()" [t

Z|X 81 F25

Le schéma X'(s)) est isomorphe, d’apres 2.3.1, au schéma de Deligne-Lusztig associé au
groupe GL(2), et & 'endomorphisme F2. Appliquons le théoreme 4.1 sur Fp a M, un
groupe de type A;. Si T7 est un tore de Coxeter de M :

Z|X F2.s

D’apres [L1], table p. 106, on a

2
M|

7

5_

2—1) (1 —tg?)"!

)
T ¢+

= (¢ —1).
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D’autre part X (s9) U X'(sy) d’ont

=[Py IZ X ()"t

Z|X 82 F2s

D’apres le théoréme 4.1, si My est un groupe de type 2A; et T, un tore de Coxeter de Mo,
on a

F29|t8 _ |MF|

TF |t3(1 — )" N1 +tg) M1 —tg?) 7t

ZIX

D’apres [L1], table p. 106, on a

M| _ ¢*(¢® — 1)(¢* +1)
Ty ¢?—q+1

= ¢*(¢* = 1)(qg+1).

Enfin on a X(e) = B d’ou

SO IX(e) e = BT Y.
s=1 s=1
Corollaire 8.1 Les nombres de Betti sont donnés par
bi=by = ql¢—1)(¢"+1)
by = ¢+ +q" +¢ +2
et la surface X (s1,5s2) atteint la borne de Weill.

Corollaire 8.2

[X(s1,52)r,| = [X(s152)p | = |G"/B"| = (¢ + D(¢* + 1)(¢" +1).

9 Calcul du diviseur canonique K de X (s1, s9)

On calcule dans cette section

— le nombre d’auto-intersection D? d'une droite D pour DiX (s;),

— le nombre d’auto-intersection H? d’une courbe hermitienne H pour H1X (ss),

— le diviseur canonique K de X (s, s),

et on montre que la surface X (sy,s) est minimale et est de type général. Par d’autres
méthodes S. Hansen a montré récemment dans [HaS| que toutes les variétés de Deligne-
Lusztig de type 2A,, étaient de type général pour g > 2.

Dans cette section, on nommera de la méme maniére des fonctions & valeurs dans k et
des morphismes a valeurs dans Py, liés par le morphisme

E — P1
r — (z:1).
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9.1 Le morphisme ¢

On considere la suite d’applications définies dans le théoreme 8.1
G/B~B % G/P~P, % P,
X(s1,8) — Y

ou on définit le morphisme ¢y, de P4, dans P, par

T T
Co(x) = <$; — ﬁ . 1) = (%11’270 — T2T10 - .1721)270)

avec = = (1 : ...:x5) et olt Ly = (&1, : Z20:0:0:0) est un point fixé de PX* NY. Le
morphisme ¢y est partout défini, sauf aux points tels que x; = x5 = 0.

Lemme 9.1 La restriction de ¢y a Y est partout définie, sauf aux points rationnels sur
F,» de la courbe H d’équation x3+? + 2y + 257 = 0 dans le plan ©;, = x5 = 0.

Démonstration — On cherche I'ensemble des x € Y tels que x; = 25 = 0, c’est-a-dire des
x dans 'espace P4 qui vérifient

e =0
le))+q3 + x}l+q3 + xé+q3 —0
T =0
T2 = 0.

Par le théoreme de Bézout, les deux premieres équations définissent dans le plan Py
d’équations z; = x5 = 0 deux courbes H et H' qui ont (1+¢)(1+ ¢®) points d’intersection
(comptés avec les multiplicités). Les courbes se coupent déja aux points rationnels de H.
Montrons que la multiplicité d’intersection en ces points est ¢ + 1. Les équations affines
des courbes H et H' s’écrivent, apres changement de variable sur F 2 ([St], p. 203)

y+y? = alt

D’apres [Sh] p. 225 'ordre de contact des courbes H et H' au point (0,0) est supérieur
ou égal a q car
3 3
y+y! -2 =y +y” — 27 (mod. m )

oll m(g,0) est I'idéal de ’anneau des fonctions régulieres au point (0, 0) formé des fonctions
qui sont nulles en ce point. Donc la multiplicité d’'intersection en (0,0) est (H, H')(,0) >
g+ 1. C’est vrai pour tous les points de H(F ). Le théoreme de Bézout impose alors que
la multiplicité soit égale a ¢ + 1 et qu’il n’y ait pas d’autres points d’intersection.
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9.1.1 Les zéros de ¢y (sur Y — H)

Lemme 9.2 L’ensemble des zéros de cq est la réunion des Dy —{A} ot Dy est la droite
joignant Lo au point A € HF”.

Démonstration — On cherche I'ensemble des x € Y — H tels que ¢o(x) = 0, c’est-a-dire
des x dans l'espace P4 qui vérifient

(x,x) =0
2.\ _
<:L', F l‘> =0 (4)
no
T2 x2.0
oy L . 1 1 341 341 N
Comme la derniere équation implique 2§ + 24" = 27 ™' 4 25" = 0. le systeme (4) est
équivalent a
1+ 1+ 1+
R e R S =0
1+¢3 1+¢3 1+¢3
373 a + .T4 a + $5 q = 0
1 _ o
X2 T2,0

On a vu que les solutions des deux premieres équations, dans le plan P, d’équations
x1 = 1o = 0, sont les points rationnels sur F,. de la courbe H.

Les solutions du systéme (4) sont donc

ry = )\27170
Ty = )\%270
T3 = BT3.4
Ty = UTyA
Ts = UTs5A

ol (234,244, T5.4) sont les coordonnées d’un point A de H"| et A et u sont dans Fp
avec A # 0. Ce systeme admet donc comme solutions dans Py la réunion des Dy — {A}
ott D4 est la droite joignant Lo au point A € HE”,

9.1.2 Les poles de ¢

Soit E le sous-espace de P4 défini par zo = 0.

Lemme 9.3 L’ensemble des péles de cq est égal & ENY —H. L’espace ENY est constitué
de (¢* +1)(q+ 1) droites invariantes par F* qui se coupent sur les points de ENYy. Par
chaque point de E NYy passent ¢+ 1 droites de ENY .

Démonstration — On cherche I’ensemble des x € Y tels que ¢y ait un pole ou encore que
2o = 0. On a donc le systeme dans Py

(x, ) =0
(x,F?z) =0
i) 0



ou
(', a') =0

{ (', F*z") =0
ou 2’ est le point de coordonnées (2} : x4 : x) : 2f) dans E.
On est donc ramene a une situation qu’on a déja vue au paragraphe 6 relatif au groupe
2A5. Notons ici Y Yl, P| ce qui est noté Y, Yl, P1 dans le chapitre 6. Le systeme
précédent a pour solutlon le sous-schéma Y de Y relatif au groupe 2As. Dans 1'étude
de la filtration de Y’ (lemme 6.2) on a montré que le sous-schéma 7’1 est la réunion de
|P"| = (¢*+1)(¢+1) droites de Ps. La derniére partie du lemme est alors la conséquence
du lemme 6.2.

9.2 Le morphisme f

On désigne par f I'application composée X (s1, 52) —— Y % Py.

9.2.1 Le comportement de f sur les courbes H4

Pour chaque point z de Yj, soit H, = p~!(z) la courbe hermitienne image réciproque de
x par 'application p.

Proposition 9.1 Si A est un point défini sur F . de la courbe H, la fonction rationnelle
f est réguliere et non nulle sur un ouvert de H 4.

La démonstration va se faire apres celle de plusieurs lemmes.

Considérons I’application qui envoie B dans G/II ou II est le sous-groupe parabolique

O O OO ¥
O O O *x x
* X X X *x
* X X X X
* X X X X

Les éléments de G//TI correspondent aux drapeaux (V, V3). On définit le morphisme py :
G /Il — G/ P par passage aux quotients.

Considérons la variété X;(w) de Deligne-Lusztig associée au groupe SL(5,k), & I'endo-
morphisme F2, et & I'élément w = s1528453 du groupe de Weil W de SL(5, k). On montre
comme dans la proposition 2.3 que c’est une variété lisse, irréductible, de dimension 4,
stable par G et définie sur F 2. Si B est un élément de X (s15;), par définition B 3 FB.
Donc FB 2% F2B, puisque F(s155) = s4s3. Par conséquent B 2% 2B d’apres la
proposition 2.1, autrement dit B —~ F2B donc B € X;(w). Notons X5 (s152) et Xo(w)
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les images de X (s152) et X;(w) dans G/II. Alors le diagramme suivant est commutatif.

X(Slsg) —_— X(Slsg) — Xg(SlSQ) & ?

€0

N N N n
Xi(w) — Xi(w) — Xw) & Py 5 Py

N N N | Teo

B = B — G/n 2 Gg/p = P,

Lemme 9.4 L’image réciproque dans Xo(w) d’un point de P4(F2) par ps est isomorphe
a Ps.

Démonstration — En effet on montre, comme dans la démonstration de la proposition
5.2, que 'image réciproque du point M est formée de I'ensemble des drapeaux (V;, V)

ou Vi correspond a M, c’est-a-dire de ’ensemble des plans de % contenant une droite
donnée passant par l'origine. Elle est donc isomorphe a Psj.

Notons Hs ps I'image réciproque dans X, (w) du point M de P4 (F ). Soit ¢; I'application
(G P4 — P1
T3

r .
)

Lemme 9.5 Soit M = (1:0:0:0:0). La fonction rationnelle composée des applications
XQ(UJ) & P4 i) P1
est réquliere sur un ouvert de Hy pr ~ Ps3, et ses zéros forment un plan Hy pro dans Ha .

Démonstration — Soit le sous-groupe

v

Il
coo o %
oo x %
o ¥ % % %
X % % % ¥

O O ¥ X X

dans B. On définit un voisinage affine 4 ~ A1° de B dans B = G/B en prenant les gBg ™!
avec

1 0 0 0
) 1 0 0
g= 1|73 a3 1 0

Ty w9 T1g 1
Ts Tio Ti5 T20

_ o O O O

gBg' € Xi(w) < gBg ' % ¢©Bg 7.
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On vérifie que

q _ q
ry —wx3 = wg(w3 — x2)
2 2
q _ q
] — = wo(¥d — 73)
2 2
q _ q
2 —x5 = m(r] — 30)
—1 ~ 7 q2 qz
9By~ e Xi(w) <= ¢ 2§ —xy = wu(rd —xg)
9’ q
Tl — T = T15(T§ — Ts)
2 2
q _ a
Ti5 — x5 = Too(Tly — T14)
2
_ .4
Dans ce voisinage U, les applications
P2
B— G/11 — P,
deviennent
U~Aw AT At

— —
(T2, T3, T3, T4, T, T5, T10, T14, T15, T20) > (Ta, T3, Tg, Tu, Tg, T, T10) > (Ta, T3, 74, T5)
L’image de B dans P, est égale a M = (1:0:0:0:0). L’image réciproque de M dans

AT est donc égale a (0,0, zs,0, 29,0, 210) out g, Tg, T19 sont dans F,. On a

2 2
xg — T3 = xg(xg — Z9)

d’ott ,
vy wg(l—af )

21
T2 1—a

. T3 PN ..
La fonction ¢ —— — est donc réguliere au voisinage de (zy,x3, Ts, T4, Tg, Ts, T1g) =
T2

(0,0,0,0,0,0,0), et égale a g sur I'image réciproque de M.

Soit fo = ¢ © py le relevement de c¢g & Xo(w).

Lemme 9.6 Soit A un point défini sur Fp de la courbe H. La fonction rationnelle f,

est réquliere sur un ouvert de Hy 4 ~ Pg, et les zéros de fo forment un plan Hy 40 dans
Hs 4.

Démonstration — 1l existe un élément

11 Q12 Ai13 di4 ais
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

(g1 Q42 A43 A44 A45
51 0Qz2 0As53 ds4 0Aps

du groupe SL(5,k) qui transforme
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. . I3 . . x1
— la fonction rationnelle x —— — en la fonction rationnelle —
X2

o)
—~lepoint A=(0:0:234:244:2054)en M =(1:0:0:0:0)
— Le vecteur vg = (21,5, %28, 3.5, Ta.B, T5.5) avec Top # 0 en (0, x5, T1 g, *, *)
Le lemme se déduit alors du précédent, et on a

X1,B Z1,0 X1,BL1,0 — L2,BL2,0
fQ(‘/la ‘/2) — - —
T2,B T2.0 T2, BT20

si V; correspond a A et V5 est engendré par les vecteurs

va = (0707m3,A7$47A7x5,A)
v = (-731,3,332,3,$3,B7$4,B,335,B)-

Lemme 9.7 La fonction rationnelle fy n’est pas nulle sur Hy.

Démonstration— Les points de H 4 correspondent aux sous-espaces V5 tels que V1Va Vi ViE.
Or V} est engendré par vy = (0,0,23 4,244,275 .4) donc Vﬁ est I’ensemble des points
(21,2, 3, T4, x5) de V qui vérifient wsa§ 4 + x4xf 4 + 2522 4 = 0, et Hyao N ViH est
I’ensemble des points de V' qui vérifient

x x
w3, + gz g asal =0 et =0
b k) 9 ,CL‘Q ,I270
Donc 'espace des (Vi, Va) tels que Vi soit engendré par va et que VorHy 40 N Vﬁ est
I'espace projectif associé au quotient (Hy 40N Vi) /Vi. Cest une droite projective, et une
courbe hermitienne ne peut pas étre contenue dedans.

Fin de la démonstration de la proposition

Le diagramme

X(Slsg) — X2(8182)

N )
P,

est commutatif. On en déduit que f est réguliere et non nulle sur un ouvert de H 4.

9.2.2 Les zéros de f

On appelle “transformée birationnelle” dune courbe C' sur Y la courbe C définie par
C =p1(CNY) ([Sh] p. 251). Pour un diviseur premier C sur la surface X(s1, s2) ou sur
Y, notons v¢ la valuation du diviseur C' (cf. [Har] p. 130).

Lemme 9.8 L’ensemble des zéros de f est constitué, pour chaque point A défini sur F
de la courbe H, par les points :

1. des transformées birationnelles Dy des droites D4 définies dans le lemme 9.2.

2. des courbes hermitiennes H, pour chaque point x sur D, NYy qui n’est pas situé sur

H.

Démonstration — C’est clair.
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Soit D = div, (f) le diviseur des zéros de f. Donc

D= Z (UBA(f)§A+ Z UHx(f)HI>+UHLO(f)HL0'

AGHF2 $E(DAQYO)—A—L0

9.2.3 Les poles de f

Lemme 9.9 Les poles de f forment le relévement de ENY, — H par p. Ce relévement
est constitué de

1. (¢ +1)(¢+ 1) droites non concourantes D transformées birationnelles des droites
D formant ENYy (cf. lemme 9.3);

2. des courbes hermitiennes H, pour chaque point x sur ENYy qui nest pas situé sur
H.

Démonstration — C’est clair.
Soit D' = div_(f) le diviseur des poles de f. Donc

D=- Y us(HD- X um(f)H.

DlEﬂ71 xeENYo—H

9.3 Calcul de valuations

On considere la droite D de P, définie par les équations

€Ty = )\$1,1

Ty = 0

Ir3 = A

Ty = UT4;

Ts =W
pour A\, 1 € Fy, et ot 11 et x4 sont fixés et vérifient x‘f{l = ijl = —1.0na D1ENY Y.
Lemme 9.10 La valuation du diviseur D est donnée par v5(f) = vple) = —1

Démonstration — La surface Y est non singuliere en codimension 1, donc la fonction
vp est bien définie (cf. [Sh] p. 152). Elle est de plus définie localement d’ou 1'égalité

Uﬁ(f) = vp(co).

Plagons-nous dans le sous-espace affine Ay de P, défini par I'équation x5 = 1. Les
équations de Y sont donc
+1 +1 +1 +1
I S S AR e = —1
3 3 3 3
+1 +1 +1 +1
R S S S S S = —1.
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On considere le sous-espace F de Y défini par x5 = 0. Les équations de la droite D
deviennent

r1 = )\1’171
To = 0
r3 = A
Ty — T471.

Choisissons un point P de D qui ne soit pas singulier (c’est-a-dire A ¢ F;2). Alors au
voisinage de P, on peut prendre comme coordonnée locale en P sur Y les fonctions :
€1 =71 — AT11 et € = 2. En effet, soit mp 'idéal des fonctions régulieres nulles en
P, et soit e =23 — A et € = x4 — x4,. Alors montrons que €3 et €4 s’expriment en
fonction de €; et €; modulo m%. En effet les équations de Y s’écrivent

(61 + )\$1’1)q+1 + €g+1 + (63 + )\)q+l + (64 + I471)q+1 = -1
(1 + )\:Blyl)‘i’?”rl + ef’“ + (€5 + N)TH 4 (4 + x4,1)‘13+1 = —1
ou encore

e Nzxf | + e+ exl, =0
{ b o (mod. m%).

3 3
a Az | + e A +egri; =0

q
AT gy

A est non nul si A ¢ F 2, le systeme est résoluble en e;
4,1

Comme le déterminant |

et €4.
Exprimons ¢y en fonction de ces coordonnées locales. On a
T T €+t ATi Tig (€1 4+ Ax11)x20 — 21 062

CO = — = — =
X2 Z2.0 €9 Z2.0 T2,0€2

D’autre part, D est définie localement par 1’équation e; = 0. Donc

’UD(C()) = UD((El + /\1’1’1)1'2,0 — ZEL(]EQ) — UD(J,’27062> = —1.
Proposition 9.2 La valuation ve(f) de C en [ est constante quand C' parcourt respec-
tivement
- les droites formant les poles de f
- les courbes hermitiennes H, formant les poles de f.

Démonstration — Le stabilisateur de f dans G contient le sous-groupe de G* formé des
matrices

0 0 0
0 0 0

SU(3)

o OO O
o OO = O

Point 1 — Montrons que la valuation vo(f) de C en f est constante quand C' parcourt
les droites formant les poles de f.
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Les images par p de ces droites sont formées des droites de F dans Y.

On a démontré dans le lemme 9.10 que pour ¢ + 1 droites passant par le point
(0:0:0:24,:1) de H on a vz(f) = —1. Le stabilisateur de f dans G* permute les
points de H. Donc ces droites sont les ¢ + 1 droites D qui passent par un point de H.
Ces droites sont distinctes car elles ne contiennent qu'un point de H. On obtient donc

(¢ 4+ 1)(g + 1) droites, c’est-a-dire toutes les droites de ENY;.

Point 2 — Montrons que la valuation vo(f) de C en f est constante quand C' parcourt
les courbes hermitiennes H, formant les poles de f.

Ces courbes sont contractées par p en les points des droites de £ dans Y; qui ne sont pas
dans H, donc elles sont contractées sur £ N Yy, — H. Il suffit de montrer que le groupe
SU(3) opere transitivement sur £ N Yy — H.

Le groupe SU(3) opere sur 'espace E(F2) ~ P3(F 2) (de coordonnées (z; : 3 : x4 : 5))
par

1 0 0 0 Ty
0 KL
0 SU(3) T4
0 x5

L’espace E se décompose en une réunion disjointe F = Ep U F,, ou Ea est 'ouvert x; # 0
et B est défini par x; = 0. Le groupe SU(3) opere sur Eo, =~ Py(F2) par

1 0 0 0 0 0
0 RN . x3
0 g Ly g Ty
0 Ts Ts5

Donc le groupe SU(3) opere sur Ey, > P3(F 2) par I'action projective naturelle. Le groupe
SU(3) opere sur Ex ~ (F )% par

1 00 0 1 1
0 NN . x3
0 q Ty gl s
0 Ts Ts

Donc le groupe SU(3) opere sur Ea ~ (F2)® par l'action affine naturelle.

Montrons que le groupe SU(3) a deux orbites dans ENYy : HiE, et (ENYy) — H =
(EaNYp). Lensemble ENYy a (¢3+1)(¢* + 1) points; 'ensemble B, N Yy = H a ¢® + 1
points. Donc 'ensemble Ea NYy = F2 N {(23, 24, 25) | 23 i 2T 41 =0} a
¢*(¢® + 1) points.

Le groupe SU(3) = {A € SL(3,F ) | AA* = 1} opere sur (F,2)? et il conserve la surface
hermitienne affine 24" + 24" + 2" + 1 = 0. 1 suffit donc de montrer que le groupe
SU(3) opere transitivement sur les points rationnels sur F 2 de cette surface. Il suffit pour
cela de calculer le stabilisateur d’un point de cette surface, par exemple le point (e, 0, 0)
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avec €771 = 0. On trouve qu’il est égal au groupe formé des matrices

aa? + 007 =1
1 00
. ccl4+dd? =1
8 a Z qui vérifient act 4 bd?  —
¢ ad —bc =1.

Dong, si b = 0 le systeme a g + 1 solutions :

b=0=c¢c
aad =1
d=al

Si A = ¢ est quelconque, (il prend alors q? — q — 1 valeurs puisque A\? # —1), le systéme
a ¢ + 1 solutions :

bb= (14 A1)t

a=M\b
c=—0b1
d=a4.

En tout on a donc (¢+ 1) (1+¢* —q—1) =q(g+ 1)(q — 1) solutions. Donc il y a

#SU(3) - +1) 5 : .
= = 1 I
#stabilisateur de (—1,0,0) q(¢g+1)(g—1) ¢°(¢" + 1) points dans Torbite,

donc autant de points que dans Ea N Yj.

9.4 Multiplicités d’intersection dans le groupe des diviseurs de

X (s1,89)

9.4.1 Multiplicité d’intersection de D et de H

Soit D une courbe rationnelle dans X (s;), et H, une courbe hermitienne dans X (sz).

Proposition 9.3 Si D1X (s1) et H,1X (s2) se coupent, on a (D, H,) = 1.

Démonstration — 11 suffit de montrer que les courbes D et H,, se coupent transversalement
en un seul point sur la surface X et pour cela il suffit de montrer que les images de ces
courbes se coupent transversalement en un seul point sur la variété B = G/B.

Soit M € DN H,. Le point M est sur la variété B et correspond donc a un sous-groupe
de Borel By, , c’est-a-dire a un drapeau (V;, Vs, V3, Vy). La courbe H, correspond (par la
proposition 8.4) & un ensemble de drapeaux qui sont tous de la forme (Vi *,*, V}), donc
a un ensemble de sous-groupes de Borel contenus dans un sous-groupe parabolique Py,
correspondant au drapeau (V7, V}). La droite D correspond a un ensemble de drapeaux qui
sont tous de la forme (x, V5, V3, %), donc a un ensemble de sous-groupes de Borel contenus
dans un sous-groupe parabolique Pp correspondant au drapeau (Va, V3). On a

Pp N Py, = By,
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ce qui montre que le point M est unique. De plus, dans ’algebre de Lie

pp Npg, =bu

ou pp, py, et by sont les algebres de Lie de Pp, Py, et By;. Par conséquent, l'espace
tangent a la droite D et I'espace tangent a la courbe H, sont distincts. Donc la droite D
et la courbe H, se coupent transversalement et (D, H,) =1 (cf. [Har| p. 357).

9.4.2 L’auto-intersection d’une droite dans X(s;) et d’une courbe hermitienne

dans X(s2)

Proposition 9.4 L’auto-intersection d’une droite dans X (s1) est donnée par

(D, D) =vg,(f)d’
Démonstration — Soit D une droite de X (s1). Comme G opere transitivement sur les
droites dans X (s1), auto-intersection ne dépend pas de la droite. On peut donc supposer
que p(D) est une droite dans ENY;.

On a
(D,D) = 0

(D,7D> - _UD<f)(D7D>_ Z UHz(f)(HmaD)

zep(D)N(Yo—H)

D’ot1, d’apres les propositions 9.2 et 9.3 et le lemme 9.10 (D, D) = ¢?vy, (f), ot z est un
point de ENYy — H.

Proposition 9.5 Si x € Yy lauto-intersection d’une courbe hermitienne H, dans X (s3)
est donnée par

1
(HwaHa:) = s .
v, (f)
Démonstration — Soit H, une courbe hermitienne dans X(sp). Comme G¥ opere

transitivement sur les droites dans X (s3), 'auto-intersection ne dépend pas de la courbe
hermitienne. On peut donc supposer que x € ENY, — H. On a les relations suivantes.

(Dva) =0
(,Dlva> = - Z UD(f)(DvHx)_UHz<f)(HraHm>

$Ep(D)1Eﬂ?1
D’otu, d’apres les propositions 9.2 et 9.3 et les lemmes 9.3 et 9.10

UHz(f)<Hx7Hm> = Z l=gq+1

z€p(DNENY

Proposition 9.6
D?*H? = ¢*(¢+ 1).

Démonstration — Cela résulte des deux propositions précédentes.
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9.5 Les diviseurs sur X invariants par G¥

Notons dans ce paragraghe X = X(s1,52) et X = X(s152). Soit Pic(X) le groupe de
Picard de X. Rappelons la définition du morphisme de groupes

n: Pic(X) — H*(X, Q)

(cf. [Har] p. 454 §3.8 ou [SGA] (exposé [Cycle])). Soit C' un diviseur premier de X ; la
restriction H*(X, Q,) — H*(C, Q) ~ Q, définit une forme linéaire sur H?(X, Q,) donc
par dualité de Poincaré un élément n(C) de H*(X, Q). On prolonge cette application 7
a Pic(X) par linéarité. La forme d’intersection devient le cup-produit

(C,C") — n(C)un(C") € H4(Y, Q) ~ Q.

Proposition 9.7 Les sommes Y _n(D) ot D parcourt les droites dans X (s1) et Y n(H

ot H parcourt les courbes hermitiennes dans X (s3) constituent une base de H2(X, Q,)¢"

Démonstration — L’inclusion X (s1) U X (s3) — X induit une application linéaire

H*(X, Qo) — H*(X(s1), Qo) & H*(X(s2), Qo)

d’ou une application

H*(X, Q)% — H(X(s1), Q)Y @ H*(X(s2), Q1)

en passant aux espaces des éléments invariants par G¥'.

Posons Z = X (s1)UX (s2) = X(s1)UX (s2)UX (e). Notons H'(X) la cohomologie ¢-adique
de X a supports propres en dimension i et H( . ) = H'( . ,Q,). La suite exacte longue
associée a la paire (Z, X (e)) donne

H'(X(e) — HX(X (1)) & HZ(X(s2)) — H*(Z) — H*(X(e)).
Le schéma X (e) est de dimension 0, donc H'(X(e)) = H*(X (e)) = 0. Par conséquent
H(X(s1) ® H(X(s2)) = H*(Z).
Considérons la suite exacte longue associée a la paire (X (s1), X (e)) :
HY(X(e)) = H(X(s1)) = H*(X(s1)) — H*(X(e)).
Comme on a encore H'(X(e)) = H*(X(e)) =0, on a
HZ(X(s1)) = H*(X(s1))

De méme
H2(X (s2)) ~ H*(X (s2)).
Finalement

H*(Z) ~ H*(X(s1)) & H*(X(s2))-
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Considérons maintenant la suite exacte longue associée a la paire (X, Z)
H(X) — HY(X) — H*(Z) — H}(X).
Si on prend les invariants sous G*', on obtient
(X)) - BX)Y - ()Y — HY(X)"
Or H{(X)" = H{(GF\X) (cf. [Sr], p. 53) et par la proposition 2.2
GF\X (s180) = G*\{r € G | 27'F(x) € Bsy5,B}/B = Bs,5,B/B.

Ce dernier espace est un espace affine de dimension 2, donc H2(X)%" = H3(X)¢" = 0.
Par conséquent . .

H* (X)) ~ H*(2)¢
La variété X (s;) est réunion disjointe de droites D pour D1X (s). L’espace H?(X (s1), Q)

est donc somme des espaces H?(D, Q) de dimension 1. Le groupe G permute transiti-
vement ces composantes. Donc Z n(D) forme une base de I'espace

D1X(s1)

GF

H*(X(51),Q0)¢" =~ P H*(D,Q) ~ Q.

D1X (s1)
De méme »_ n(H) forme une base de l'espace
H1X (s2)

GF

H(X(2:), Q)" = | @ H(HQ)| =Q

H1X(s2)

Par conséquent

F

HX(X)" ~ H*(2)%" ~ H*(X(51))%" @ H*(X(s2))°

et c’est un espace vectoriel de dimension 2.
9.6 Diviseur canonique

9.6.1 Calcul de la classe fondamentale 7(K) de X

Soit K le diviseur canonique de la surface X. Sa classe est invariante par G*. Donc

Ky=a Y nD)+38 >, nH (5)

DiX(s1) H1X (s2)
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La formule d’adjonction ([Har|, chapitre V, proposition 1.5, p. 361) implique

-2 = D(D+K) .. DK = —-D?-2
P-—q—2 = H(H+K) ou HEK = ¢#—q—2— H
Donc
n(D)un(K) =-D*-2
nH)yun(K) =¢ —q—2-H

Ce qui donne, en utilisant (5)

aD?>+B(¢*+1) =-D*—2
a(@+ 1)+ pH? =¢*—q—2—-H

D’apres les calculs d’auto-intersection faits plus haut et en posant vy, (f) = v,

{D2 = —vg?
H?> = —(¢+1)/v

on peut résoudre les équations en « et 3. On obtient

(¢+1)(¢*v — ¢*v —¢* +2¢ — 2

4 3 2
Gv—qu—20+¢ +q¢ —q—1
pu—
n(K) e >

n(D)+ Vs .

5
D1X (s1) @+ 1 H1X (s2)

Comme v > 1, on vérifie que a > 0 et 3 > 0 pour g > 2.

9.6.2 Conséquences
Théoréme 9.1 La surface X (s1,s2) est minimale.

Démonstration — Si C' est un diviseur premier sur la surface X (sy, s2), on a

(K.C)=a Y (D.C)+5 Y (H.C)>0

D1X(s1) H1X (s2)

et par la formule d’adjonction, en notant g le genre de la courbe C' :
(K,C)=2g9—2—C"

Si la surface X (sy,sy) n’était pas minimale, elle contiendrait une courbe exceptionnelle
de premiere espece ([Har]|, chapitre V, §5), c’est-a-dire une courbe rationnelle C' telle que
C? = —1. On aurait donc

(K,C)=29—2—C?=—1.

C’est impossible. Donc la surface X (sq, s3) est minimale.

Théoréme 9.2 La surface X (sy,s2) est de type général.
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Démonstration — On a
1
— ;(q + 1)2(1)2 (2q7 — 4q6 + 3q5 — 4q4 + 2q3)
+v (2¢° — 4¢° + 8¢" — 12¢° + 146> — 120 + 8) — 3¢" + 4¢* — 3¢°).

Donc K? > 0 pour ¢ > 2 et v > 1.

Comme on a aussi K.C' > 0 pour tout diviseur primitif, la dimension de Kodaira  de
X est égale a 2 (théoreme 5.4 de [B-H]) c’est-a-dire que la surface X (s1,s2) est de type
général.

K2

10 Cas °F}

10.1 Le groupe 2F)

Supposons p = 2. Soit G un groupe semi-simple défini sur F2 dont le systeme de racine
est de type Fj. Le graphe de Dynkin de ce systeme de racine est le suivant.

O—O—=>0—-0

(€51 (%) a3 Qg

Soit s; les éléments de S qui correspondent aux racines simples «;.

Supposons ¢ = 2?"+1 11 existe alors un endomorphisme F' de G qui conserve les sous-
groupes B et T' et qui, dans I’ensemble des caracteres de T', transforme une racine simple
courte en un multiple d’une racine simple longue :

a — 2™Ha siaest courte,
a — 2"« si «a est longue.

Le groupe G est un groupe fini de type 2Fj. Voir [C2] 1.19).

10.2 La fonction zéta de X = X (s, s9)

Théoréme 10.1 La fonction zéta de X = X(s1,52) sur Fp est donnée par

1+ V2qt+ @) (1 + V2t + 5 t2)™
Q=1 =)™ 1+ @)™ 1+ )™ (1 — gt +¢* )™ (1 — ¢"t)
avec  ny =ng = %q (¢*—1) (¢®+1) et

Z(t) =

mi = (¢ +1) (400 +3¢" +vV2¢P +6¢2+ 0 =25+ —2¢° + V2 + 3¢ +4¢° + 8),
my = 50 (=17 (@' -2+ (¢"+ V2P + P+ V2q+1) (¢ + 22 @+ AP+ 25 g+ 1),

(@' =P+ 1) (¢ + V2@ + P +V2q+1),

ms = iq4(q2—1)2(q2+12
+1)% (¢* +1)°.

my = tq*(¢® - 1)* (¢
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Démonstration — D’apres la section 4

!/

Z 2s e 2s 0 2s e 2s
t— =t(log Z) Z X (s189)" [t + ST 1X ()™ 1+ D0 1 X (s2)" 1+ Y | X ()|
s=1 s=1 s=1

D’apres le théoreme 4.1, si T est un tore de Coxeter de GG, on a

- F2s ‘GF| 12 i
Z ‘X(8182> —t H 1 t\; )

t*
= (T

D’apres [L1], table p. 106, \?F: est égal a

IGT] _ (- 1)(@° +1)(¢* — 1)(¢”* +1)
77| ¢~ V2P V241
= =D+ D+ D - D"+ V2 + & +qvV2+1).

Les A; sont donnés par
1—1 —1—1
— =4 — =4, _q ) q 9
\/_ \/_

ou # est une racine primitive troisieme de I'unité.

i—1 4 —i—1 4

4
\/Eqa\/?Q7Q7

Zq27 _0q27 _02(]27 q27

Le calcul des X(s;) se fait grace a argument d’induction de Lusztig (proposition 2.6).
On définit les classes de conjugaison invariantes par F' de sous-groupes paraboliques P; et
P, associés aux classes {s1, 54} et {s2, s3} comme dans le paragraphe 2.3.1. D’apres [C2],
chapitre 2

PE=1GF/Pf| = (¢ +1)(¢°+1)(¢* +1)
Py =|G"/P| = (¢ +1)(¢"+ 1)+ 1).

Donc, d’apres la proposition 2.6, X (s;) est isomorphe & [ J X'(s}), d'ou
GF/PF

o= 1GRPEY X )

s=1

> X ()"
s=1

Le calcul de 3 |X"(s7)"™ [t* est le méme que dans le cas de 2A,.
s=1
De méme X (s5) est isomorphe a | ] X'(s), d'ou
GF/PF

S IX(s) ™t = IGF/PF|Z|X )l

s=1 s=1

D’apres le théoréme 4.1, si M, est un groupe de type 2B, et T, un tore de Coxeter de
Ms , on a

Z’X F25

45 My 4 -1 -1 i+1 2\-1
—‘Tf,t(l—t) ( ) OJFWW) (1—1q%)

1—1
V2
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D’apres [L1], table p.106, on a

MF q4 q2_1 q4+1
’|T§,‘ = (qQ q\)/%Jrl ) - @ = 1)@+ V2 + D).
) _

Enfin X(e) = G'/BF d’on

S IX ()| = |GF /B Yt
s=1 s=1

avec
IG"/B"| = (1+¢)(1+¢H(1+¢")(1+¢"?).
Corollaire 10.1 Les nombres de Betti sont
b= V2 (¢"=1) (" +1)
by = q22+2q20+\/§q19+2q18 —2\/§q15+ql4+\/§q13+\/§q11 4"
—2v2¢° 4+ 2¢° + V2¢° + 2¢* + ¢* + 2.

Le nombre de points définis sur F 2 de la surface de Deligne-Lusztig est

X7 = (02 + 1)(¢° + 1)(¢* + 1)(® +1).

10.3 La variété Y

On remarque que la variété X n’atteint pas la borne de Weil-Deligne. Mais on va modifier
légerement la définition de X pour obtenir une variété Y qui atteigne une borne maximale
relative.

La variété X contient le sous-schéma X (s;) qui est la réunion disjointe de |G*' / P{’| courbes
isomorphes a Py (cf. proposition 2.6).

Proposition 10.1 Il existe une surface Y et un homomorphisme p de X dansY tels que
chaque courbe isomorphe ¢ Py dans X (s1) soit envoyée par p sur un point de Y et que

p:X —X(s1) — Y —p(X(s1))
soit un isomorphisme.
Démonstration — D’apres [Har| remarque 5.7.2 p. 417.
Remarque 10.1 Y est une surface éventuellement singuliere.

Lemme 10.1 Soit f : Z — Zy un morphisme de variétés algébriques défini sur Fp et
P un point rationnel tel que f : Z — f~Y(P) — Zy — P soit un isomorphisme et que
f7Y(P) soit isomorphe a Py. Alors

#ZFS _ #Zé:*s + q2s
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Démonstration — C’est clair.

Proposition 10.2 La variété Y vérifie une formule du type (1).

PE— AP

Soit N, = #X(8182>F , NI = #YFQS. D’apres le § 3.2 la formule donnant Z permet de
calculer les valeurs des w; j, donc la valeur des Nj.

On a
N! = N,—¢*|G" /Py b b
1 2
= 1+4+¢" = (" +¢*) D, + ¢ wiy — ¢*|G" /Py

j=1 j=1
- 1 +q4s 4 (qs + qSS)Sl,S . QQSSiS

b;
en posant Sj, = — Y wi, et S =S5+ |GF/Py.
=

Théoréme 10.2 La variété Y a le nombre mazimum de points sur F 2 parmi les variétés
vérifiant une formule du type (1), avec le méme nombre by et des sommes Sy et Sao au
plus égales a celles de 'Y .

Démonstration — D’apres le calcul de la fonction 7,

Ny = (14+)A+¢")1+¢)(1+q¢),
Ny = (14+¢")(1+¢)(1+q¢"),

et
Ny = NMi—(1+¢)1+¢")(1+q%)g" =1+¢")1+¢")(1+4q"),
Ny = No—(1+¢")(1+¢)(1+¢%)¢" =1 +¢")(1+¢°)(1+q").
Utilisons les “formules explicites” (cf. 3.3) en prenant v, = 72, Vg = % , d’ou

fo(0) = 1+2<\g§c089+icos20>20,

V2 ot 1 4

2ttt +Zt2+t—2'

Xv (t) =

D’apres la valeur de la fonction Z on a w;; = :I:’\l/; donc

—1—2 =142
1,1 n1< NG + NG ) 1\/_/ e 1,2
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D’autre part

Sll

)

Si2

1

= q+q3(N{—1—q4+q255,1),
1

= W(Né—l—q8+q4sé,2)-

Donc, d’apres la proposition 3.2, le nombre maximal de points N/ . que peut avoir une
surface avec le méme nombre b; et des sommes Sy et Sy 9 au plus égales a celles de Y est

donné par

(Nr/nax - ]')Xv(q_l) =

by 0 )
9 Un =5, n T Xo q"
2 T g+ qn 2, ( )
V2 V2 1 1 1
S11— — —75/ _ 775! ;
1,1 9 9 qfl + q 2,1 4q,2 T 52,2 + X (q)

(N{ - 1)X1}(q71>

d’apres les formules plus haut. Pour la valeur de v choisie, on obtient donc une égalité

N| = N/

mazx*

Donc la variété Y a le nombre maximum de points, parmi les surfaces qui ont le méme
nombre b; et des sommes Sy et Sy 5 au plus égales a celles de Y.
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Appendice

On décrit dans le premier tableau des surfaces Y qui sont obtenues comme complétions
des surfaces de Deligne-Lusztig d'un groupe de type donné. On donne dans le tableau 2
le nombre de points et les nombres de Betti de ces surfaces Y.

Type Description de la surface Y

Ay(F,) Plan projectif Py

C5(F,) | Surface hermitienne tordue

2A3(F2) Surface hermitienne
2A4(Fp) X (51, 82)
2Fy(F ) X (s1, 82)
Tableau 1
Type N(Y) by by
As(Fy) ¢ +q+1 0 1
Cs(Fy) (¢*+1)(g+1) 0 ¢ — ¢’ +q+1
2A3(F ) (°+1)(¢* +1) 0 ¢ - +q+1
2Au(F ) (@ +1)(¢* + 1(¢” +1) (g = 1)(¢*+1) ¢+ +q'+ ¢ +2
2Fy(Fe) | (@2 + D@+ D¢+ 1)@ + 1) | V29 (¢* = 1) (¢° + 1) | 22420204V 42415231

+q"+v2¢"3+v/2¢" +¢'0—2v2¢°

+2¢5+v2¢°+2¢* +¢%+2

Tableau 2
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