
Chaînesþ deþ Markovþ -þ Exercicesþ
Pré-rentréeþ duþ MVAþ

Raphaëlþ Forienþ
raphael.forien@cmap.polytechnique.frþ

Jeudiþ 22þ septembreþ 2016þ

1þ Chaînesþ deþ Markovþ

EXERCICEþ 1þ -þ Onþ considèreþ unþ individuþ quiþ porteþ deuxþ copiesþ d’unþ gène,þ ceþ dernierþ pouvantþ
êtreþ présentþ sousþ deuxþ formesþ A ouþ a.þ Àþ chaqueþ génération,þ l’individuþ enþ questionþ estþ remplacéþ parþ unþ
descendantþ dontþ lesþ deuxþ copiesþ duþ gèneþ sontþ prisesþ uniformémentþ auþ hasardþ (etþ indépendammentþ l’uneþ
deþ l’autre)þ parmiþ cellesþ deþ sonþ parent.þ Leþ premierþ individuþ porteþ uneþ copieþ deþ chaqueþ versionþ (þAa),þ etþ
onþ observeþ lesþ deuxþ gènesþ portésþ parþ l’individuþ présentþ àþ laþ générationþ n.þ Écrireþ laþ matriceþ deþ transitionþ
correspondante.þ Queþ peut-onþ direþ desþ étatsþ homozygotesþ (þAA etþ aa)þ ?þ Cetteþ chaîneþ deþ Markovþ est-elleþ
irréductibleþ ?þ

EXERCICEþ 2þ -þ Soitþ Q uneþ matriceþ deþ transitionþ E = (yi)i≥1 etþ x ∈ E.þ Soitþ (ξn)n≥1 uneþ suiteþ deþ
v.a.þ i.i.d.þ uniformesþ surþ [0, 1].þ Onþ poseþ{

X0 = x,

Xn+1 = f(Xn, ξn+1), n ≥ 0.

oùþ f(x, u) = yi avecþ i = inf
{
k ≥ 1 :

∑k
j=1 Q(x, yj) ≥ u

}
.þ Montrerþ queþ (Xn)n estþ uneþ chaîneþ deþ Markovþ

deþ matriceþ deþ transitionþ Q.þ

2þ Propriétéþ deþ Markovþ

EXERCICEþ 3þ -þ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ etþ soientþ f : En+1 → R,þ g : E⊗N → R deuxþ
fonctionsþ mesurablesþ positives.þ Montrerþ que,þ quelqueþ soitþ µ,þ

Eµ [f(X0, X1, . . . , Xn)g(Xn+1, Xn+2 . . .) | Xn] = Eµ [f(X0, . . . , Xn) | Xn]Eµ [g(Xn+1, . . .) | Xn] .

Autrementþ dit,þ leþ passéþ etþ leþ futurþ sontþ indépendantsþ conditionnellementþ auþ présent.þ Indicationþ :þ utiliserþ
l’exerciceþ 1þ deþ laþ feuilleþ surþ leþ conditionnementþ etþ écrireþ leþ membreþ deþ gaucheþ commeþ Eµ [Eµ [f.g | X0, . . . Xn] | Xn].þ

EXERCICEþ 4þ -[Équationþ deþ Chapman-Kolmogorov]þ Montrerþ laþ relationþ

Px (Xm+n = z) =
∑
y

Px (Xm = y)Py (Xn = z) .

EXERCICEþ 5þ -[Tempsþ d’atteinteþ d’unþ ensemble]þ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ deþ matriceþ deþ
transitionþ Q àþ valeursþ dansþ E,þ etþ soitþ F unþ sous-ensembleþ strictþ nonþ videþ deþ E.þ Onþ poseþ

TF = inf {n ≥ 0 : Xn ∈ F} .

Soitþ h uneþ fonctionþ positiveþ bornéeþ définieþ surþ F .þ
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1.þ Montrerþ queþ laþ fonctionþ g définieþ parþ

∀x ∈ E, g(x) = Ex [h(XTF
)1TF<∞]

estþ solutionþ duþ problèmeþ {
g(x) = Qg(x) ∀x ∈ F c,

g(x) = h(x) ∀x ∈ F.

Onþ vaþ montrerþ queþ g estþ laþ solutionþ positiveþ minimaleþ deþ ceþ problème.þ
2.þ Soitþ f uneþ autreþ solutionþ positiveþ deþ ceþ problème.þ Montrerþ que,þ pourþ toutþ n ≥ 0,þ

f(x) = Ex [f(Xn∧TF
)] .

3.þ Enþ déduireþ queþ f ≥ g.þ

EXERCICEþ 6þ -þ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ Q etþ soitþ x ∈ E.þ Onþ
poseþ Tx = inf {n ≥ 1 : Xn = x} etþ Nx =

∑
n≥1 1Xn=x.þ Onþ rappelleþ queþ Px désigneþ laþ loiþ deþ (Xn)n≥0

lorsqueþ X0 = x.þ
1.þ Utiliserþ laþ propriétéþ deþ Markovþ forteþ pourþ montrerþ queþ pourþ k ≥ 0 Px (Nx ≥ k + 1) = Px (Tx < ∞)Px (Nx ≥ k).þ
2.þ Enþ déduireþ queþ siþ Px (Tx < ∞) = 1,þ Nx = ∞ Px-presqueþ sûrement,þ etþ queþ siþ Px (Tx < ∞) < 1,þ alorsþ

Nx < ∞ Px-presqueþ sûrement.þ

3þ Mesuresþ invariantesþ

EXERCICEþ 7þ -[Urnesþ d’Ehrenfest]þ Onþ disposeþ deþ deuxþ urnes,þ dansþ lesquellesþ sontþ répartiesþ N
boules.þ Laþ premièreþ urneþ contientþ k boulesþ etþ laþ secondeþ N − k.þ Àþ chaqueþ étape,þ onþ prendþ l’uneþ desþ N
boulesþ uniformémentþ auþ hasardþ etþ onþ laþ changeþ d’urne.þ

1.þ Écrireþ laþ matriceþ deþ transitionþ correpsondantþ àþ laþ chaîneþ deþ Markovþ oùþ Xn désigneþ leþ nombreþ deþ
boulesþ dansþ laþ premièreþ urneþ àþ l’étapeþ n.þ

2.þ Trouverþ laþ probabilitéþ invarianteþ pourþ cetteþ chaîneþ deþ Markov.þ

EXERCICEþ 8þ -þ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ Q.þ Montrerþ queþ (Xn)n
estþ irréductibleþ siþ etþ seulementþ s’ilþ n’existeþ pasþ deþ sous-ensembleþ strictþ nonþ videþ F deþ E telþ queþ

∀x ∈ F, y ∈ F c, Q(x, y) = 0.

EXERCICEþ 9þ -þ Soitþ (Xn)n laþ marcheþ aléatoireþ simpleþ surþ Z.þ Onþ admetþ qu’elleþ estþ récurrente.þ
Montrerþ que,þ pourþ k 6= 0,þ l’espéranceþ duþ nombreþ deþ visitesþ deþ Xn enþ k avantþ leþ premierþ retourþ enþ 0þ estþ 1.þ

EXERCICEþ 10þ -[Processusþ deþ naissanceþ etþ deþ mort]þ Soitþ Q laþ matriceþ deþ transitionþ surþ N donnéeþ
parþ

Q =



r0 p0 0 0 0 . . .
q1 r1 p1 0 0 . . .
0 q2 r2 p2 0 . . .

0 0 q3 r3 p3
.þ .þ .þ

.þ.þ.þ
.þ.þ.þ

.þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ


avecþ p0 > 0,þ p0 + r0 = 1,þ pi + ri + qi = 1 pourþ i ≥ 1.þ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ àþ valeursþ dansþ N
deþ matriceþ deþ transitionþ Q.þ

1.þ montrerþ queþ X estþ irréductible.þ
2.þ Onþ supposeþ queþ ∑

i≥1

p0 . . . pi−1

q1 . . . qi
< ∞.

Montrerþ queþ X admetþ uneþ mesureþ deþ probabilitéþ réversibleþ π qu’onþ déterminera.þ Queþ peut-onþ enþ
déduireþ surþ X ?þ
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3.þ Onþ considèreþ leþ casþ oùþ pi = p > 0 pourþ toutþ i ≥ 0 etþ qi = q > 0 pourþ toutþ i ≥ 1 avecþ p < q.þ Calculerþ
Ei [Ti] pourþ i ≥ 0 oùþ Ti estþ leþ premierþ tempsþ deþ retourþ àþ l’étatþ i.þ

EXERCICEþ 11þ -þ Leþ butþ deþ cetþ exerciceþ estþ deþ montrerþ queþ siþ Q estþ irréductibleþ etþ queþ π estþ uneþ
probabilitéþ invariante,þ alorsþ touteþ mesureþ invarianteþ estþ multipleþ deþ π.þ

1.þ Justifierþ queþ π(x) > 0 pourþ toutþ x ∈ E.þ
Soitþ φ : R+ → R uneþ fonctionþ strictementþ concaveþ bornée.þ Onþ définitþ l’entropieþ deþ µ parþ

E(µ) =
∑
y

φ

(
µ(y)

π(y)

)
π(y).

2.þ Montrerþ queþ E(µQ) ≥ E(µ).þ
3.þ Onþ supposeþ queþ Q(x, y) > 0 pourþ tousþ x, y ∈ E.þ Montrerþ queþ siþ µ estþ uneþ mesureþ invariante,þ alorsþ

µ(x)
π(x) estþ constant.þ

4.þ Conclureþ dansþ leþ casþ général.þ (Onþ pourraþ considérerþ Q̄(x, y) =
∑∞

n=1 2
−nQn(x, y).)þ

4þ Comportementþ asymptotiqueþ

EXERCICEþ 12þ -[Duréeþ deþ vieþ desþ ampoules]þ Soitþ (Yn)n≥1 uneþ suiteþ deþ variablesþ aléatoiresþ
indépendantesþ etþ identiquementþ distribuéesþ àþ valeursþ dansþ N∗ telleþ queþ m = E [Y1] < ∞.þ Onþ définitþ leþ
processusþ (Xn)n parþ X0 = 0 et,þ pourþ toutþ n ≥ 1,þ

Xn = inf {l ≥ n : ∃k ≥ 1, Y1 + . . .+ Yk = l} − n.

Laþ variableþ Yi représenteþ laþ duréeþ deþ vieþ d’uneþ ampoule.þ Lorsqueþ laþ k-ièmeþ ampouleþ cesseþ deþ fonctionner,þ
onþ laþ remplaceþ parþ laþ (þk + 1)-ième,þ dontþ laþ duréeþ deþ vieþ estþ Yk+1.þ Xn estþ alorsþ leþ tempsþ qu’ilþ resteþ avantþ
queþ l’ampouleþ actuellementþ enþ fonctionþ tombeþ enþ panneþ (faireþ unþ dessin).þ Quelþ estþ leþ comportementþ
asymptotiqueþ duþ nombreþ d’ampoulesþ utiliséesþ àþ l’instantþ n ?þ
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