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1þ Variablesþ aléatoiresþ discrètesþ

EXERCICEþ 1þ -þ Soientþ E etþ F desþ ensemblesþ finis.þ Montrezþ qu’ilþ estþ équivalentþ deþ supposerþ queþ
X etþ Y sontþ deuxþ v.a.þ indépendantesþ deþ loisþ uniformesþ surþ E etþ F ,þ ouþ deþ supposerþ queþ leþ coupleþ (X,Y )
estþ deþ loiþ uniformeþ surþ E × F .þ

EXERCICEþ 2þ -þ Soitþ X1, X2 desþ variablesþ aléatoiresþ indépendantesþ deþ loiþ deþ Poissonþ deþ paramètresþ
respectifsþ θ1 > 0 etþ θ2 > 0.þ
1)þ Calculerþ laþ loiþ deþ X1 +X2.þ
2)þ Calculerþ laþ loiþ deþ X1 sachantþ X1 +X2.þ Reconnaîtreþ cetteþ loi.þ
3)þ Calculerþ E [X1 | X1 +X2].þ

EXERCICEþ 3þ -þ Soitþ (Xn)n∈N uneþ suiteþ deþ variablesþ aléatoiresþ indépendantes,þ deþ mêmeþ loiþ deþ
Bernoulliþ deþ paramètreþ p.þ Pourþ toutþ n ≥ 1,þ onþ définitþ parþ récurrence,þ Tn = inf{k > Tn−1 ; Xk = 1} siþ cetþ
infimumþ estþ fini,þ Tn = ∞ sinon,þ etþ T0 = 0.þ
1)þ Démontrerþ queþ lesþ variablesþ aléatoiresþ T1, T2 − T1, . . . , Tn − Tn−1, . . . sontþ indépendantesþ etþ deþ mêmeþ
loi.þ
2)þ Calculerþ laþ loiþ deþ T1 etþ saþ fonctionþ génératrice.þ Enþ déduireþ celleþ deþ Tn.þ

EXERCICEþ 4þ -þ Soientþ X etþ Y deuxþ variablesþ définiesþ surþ (Ω,A,P),þ neþ pouvantþ prendreþ queþ
deuxþ valeursþ distinctes.þ Montrerþ queþ X etþ Y sontþ indépendantesþ siþ etþ seulementþ siþ E [XY ] = E [X]E [Y ].þ
Montrerþ queþ ceþ résultatþ estþ fauxþ siþ X,Y prennentþ plusþ deþ deuxþ valeurs.þ

2þ Variablesþ aléatoiresþ réellesþ

EXERCICEþ 5þ -þ Soientþ X etþ Y deuxþ v.a.þ réellesþ définiesþ surþ (Ω,A,P).þ
1.þ Onþ supposeþ queþ X = Y p.s.þ Montrerþ queþ X etþ Y ontþ laþ mêmeþ loi.þ Montrerþ queþ laþ réciproqueþ estþ

fausse.þ
Onþ supposeþ queþ X etþ Y ontþ mêmeþ loi.þ

2.þ Montrerþ queþ poutþ toutþ fonctionþ f : R → R borélienne,þ f(X) etþ f(Y ) ontþ mêmeþ loi.þ
3.þ Soitþ Z uneþ troisièmeþ v.a.þ réelleþ définieþ surþ leþ mêmeþ espace.þ Montrerþ queþ XZ etþ Y Z n’ontþ pasþ

nécessairementþ laþ mêmeþ loi.þ

EXERCICEþ 6þ -þ Onþ considèreþ uneþ sourceþ lumineuseþ ponctuelleþ situéeþ auþ pointþ (−1, 0) dansþ leþ
plan.þ Soitþ θ uneþ variableþ aléatoireþ uniformeþ surþ ]− π/2, π/2[.þ Onþ supposeþ queþ laþ sourceþ émetþ unþ rayonþ
lumineuxþ enþ directionþ deþ l’axeþ desþ ordonnéesþ enþ faisantþ unþ angleþ θ avecþ l’axeþ desþ abscisses.þ Déterminerþ laþ
loiþ deþ l’ordonnéeþ duþ pointþ d’impactþ duþ rayonþ avecþ l’axeþ desþ ordonnées.þ

EXERCICEþ 7þ -þ Laþ fonctionþ "rand"þ deþ scilabþ vousþ permetþ deþ générerþ uneþ variableþ aléatoireþ U deþ
loiþ uniformeþ surþ [0, 1].þ

1.þ Commentþ générerþ àþ partirþ deþ U uneþ variableþ X deþ loiþ exponentielleþ deþ paramètreþ λ > 0 ?þ
2.þ Soitþ a > 0.þ Quelleþ estþ laþ loiþ deþ Y = baXc+ 1 ?þ
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EXERCICEþ 8þ -þ Soitþ X uneþ v.a.þ réelleþ deþ fonctionþ deþ répartitionþ F (t) = P (X ≤ t),þ t ∈ R.þ
1.þ Siþ F estþ continueþ etþ strictementþ croissante,þ etþ siþ U estþ uneþ v.a.þ uniformeþ surþ [0, 1],þ quelleþ estþ laþ loiþ

deþ F−1(U) ?þ
2.þ Dansþ leþ casþ général,þ onþ poseþ

F−1(u) = inf {x ∈ R : F (x) > u} .

Quelleþ estþ laþ loiþ deþ F−1(U) ?þ

EXERCICEþ 9þ -þ Uneþ v.a.þ réelleþ X estþ diteþ symétriqueþ siþ −X aþ laþ mêmeþ loiþ queþ X.þ
1.þ Soitþ X uneþ v.a.þ réelleþ deþ densitéþ f surþ R.þ Montrerþ queþ X estþ symétriqueþ siþ etþ seulementþ siþ

f(x) = f(−x) pourþ presqueþ toutþ x ∈ R.þ
2.þ Montrerþ queþ X estþ symétriqueþ siþ etþ seulementþ siþ saþ fonctionþ caractéristiqueþ estþ réelle.þ
3.þ Soientþ X etþ Y deuxþ v.a.þ réellesþ indépendantesþ etþ deþ mêmeþ loi.þ Montrerþ queþ laþ v.a.þ X − Y estþ

symétrique.þ

EXERCICEþ 10þ -þ Onþ considèreþ unþ systèmeþ constituéþ deþ n composants.þ Onþ supposeþ queþ lesþ duréesþ
deþ vieþ desþ composantsþ sontþ desþ variablesþ exponentiellesþ T1, . . . , Tn deþ paramètresþ respectifsþ λ1, . . . , λn > 0
etþ qu’ellesþ sontþ indépendantes,þ ceþ quiþ impliqueþ enþ particulierþ queþ ∀(t1, . . . , tn) ∈ Rn,þ lesþ événementsþ
{T1 ≤ t1}, . . . , {Tn ≤ tn} sontþ indépendantsþ ainsiþ queþ lesþ événementsþ {T1 > t1}, . . . , {Tn > tn}.þ

1.þ Onþ supposeþ queþ leþ systèmeþ estþ enþ parallèleþ i.e.þ qu’ilþ fonctionneþ lorsqu’unþ auþ moinsþ desþ composantsþ
fonctionne.þ Exprimerþ saþ duréeþ deþ vieþ T enþ fonctionþ desþ Ti.þ Déterminerþ laþ fonctionþ deþ répartitionþ deþ
T .þ

2.þ Mêmeþ questionþ dansþ leþ casþ oùþ leþ systèmeþ estþ enþ sérieþ i.e.þ oùþ ilþ fonctionneþ seulementþ lorsqueþ tousþ lesþ
composantsþ fonctionnent.þ

EXERCICEþ 11þ -þ Soientþ X etþ Y deuxþ v.a.þ réellesþ indépendantes,þ identiquementþ distribuéesþ etþ
centrées.þ Montrerþ queþ

E [|X − Y |] ≥ E [|X|] .

(Indicationþ :þ poserþ f(y) = E [|X − y|].þ)þ

3þ Convergenceþ deþ variablesþ aléatoiresþ

EXERCICEþ 12þ -þ Déterminerþ sansþ calculþ lesþ limitesþ suivantes.þ
1.þ limn→∞

∫
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f
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)
dx1 . . . dxn pourþ uneþ fonctionþ f : [0, 1] → R continue.þ
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pourþ uneþ fonctionþ f : [0, 1] → R continueþ etþ p ∈ [0, 1].þ
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pourþ uneþ fonctionþ f continueþ etþ bornéeþ surþ R+ etþ λ > 0.þ

EXERCICEþ 13þ -þ Soitþ X1, X2, . . . desþ variablesþ aléatoiresþ deþ Bernoulliþ indépendantesþ deþ paramètreþ
1/2.þ Pourþ toutþ entierþ n,þ onþ poseþ Zn =

∑n
k=1 2

−kXk etþ onþ définitþ Z commeþ laþ limiteþ desþ Zn.þ
1.þ Laþ loiþ deþ Zn admet-elleþ uneþ densitéþ parþ rapportþ àþ laþ mesureþ deþ Lebesgueþ ?þ
2.þ Pourþ toutþ entierþ k inférieurþ àþ 2n,þ montrezþ queþ P (k2−n ≤ Z < (k + 1)2−n) = 2−n.þ
3.þ Quelleþ estþ laþ loiþ deþ Z ?þ A-t-elleþ uneþ densitéþ parþ rapportþ àþ laþ mesureþ deþ Lebesgueþ ?þ

EXERCICEþ 14þ -þ Soientþ (Xn)n etþ (Yn)n desþ suitesþ deþ v.a.þ réellesþ etþ X,þ Y desþ v.a.þ réelles.þ Onþ
supposeþ queþ Xn → X enþ loiþ etþ Yn → Y enþ loi.þ

1.þ Montrerþ queþ (Xn, Yn) neþ convergeþ pasþ forcémentþ enþ loiþ versþ (X,Y ).þ
2.þ Onþ supposeþ que,þ pourþ toutþ n ∈ N,þ Xn etþ Yn sontþ indépendantesþ etþ queþ X etþ Y sontþ indépendantes.þ

Montrerþ queþ (Xn, Yn) → (X,Y ) enþ loi.þ
3.þ Lemmeþ deþ Slutskyþ Onþ supposeþ queþ Y estþ constanteþ p.s.þ Montrerþ queþ (Xn, Yn) → (X,Y ) enþ loi.þ

EXERCICEþ 15þ -þ Chaqueþ paquetþ deþ céréalesþ contientþ unþ morceauþ d’unþ puzzleþ àþ N pièces.þ Soitþ
T leþ nombreþ aléatoireþ deþ paquetsþ qu’ilþ fautþ acheterþ pourþ obtenirþ toutesþ lesþ pièces.þ Onþ veutþ calculerþ parþ
exempleþ E [T ] sansþ déterminerþ laþ loiþ deþ T .þ Pourþ cela,þ onþ introduitþ lesþ tempsþ successifsþ X1, X2, · · · , XN oùþ
pourþ laþ premièreþ foisþ 1, 2, · · · , N piècesþ duþ puzzleþ sontþ réunies.þ
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a)þþ Déterminerþ laþ loiþ desþ variablesþ aléatoiresþ Xk+1 −Xk,þ puisþ calculerþ E [T ].þ
b)þþ Quelleþ estþ laþ varianceþ deþ T ?þ Montrerþ queþ V [T ] /N2 estþ bornéþ quandþ N → ∞.þ
c)þþ Montrerþ queþ a2P (Z > a) ≤ E

[
Z2

]
pourþ touteþ variableþ aléatoireþ Z positiveþ etþ a > 0.þ

d)þþ Enþ déduireþ queþ T
(N lnN) convergeþ enþ probabilitéþ versþ 1 quandþ N → ∞.þ

EXERCICEþ 16þ -þ Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ définiesþ surþ unþ espaceþ deþ probabilitéþ (Ω,A,P) telleþ
que,þ pourþ toutþ n ∈ N,þ Xn suitþ laþ loiþ N (mn, σ

2
n) avecþ mn ∈ R etþ σn > 0.þ Montrerþ queþ cetteþ suiteþ convergeþ

enþ loiþ versþ uneþ v.a.þ réelleþ Y siþ etþ seulementþ siþ lesþ deuxþ suitesþ (mn)n etþ (σn)n convergent,þ etþ identifierþ laþ
limite.þ

4þ Vecteursþ gaussiensþ

EXERCICEþ 17þ -þ Soientþ (X1, . . . , Xn) desþ variablesþ aléatoiresþ i.i.dþ gaussiennesþ centréesþ réduites.þ
Onþ poseþ X = (X1, . . . , Xn).

1.þ Calculerþ laþ fonctionþ caractéristiqueþ deþ X.þ
2.þ Soitþ A ∈ Mn(R) uneþ matriceþ inversibleþ etþ B ∈ Rn.þ Calculerþ laþ fonctionþ caractéristiqueþ duþ vecteurþ

AX +B.þ
3.þ Soitþ P ∈ Mn(R) uneþ matriceþ orthogonale.þ Montrerþ queþ X etþ PX ontþ mêmeþ loi.þ Enþ déduireþ queþ

laþ loiþ deþ X
||X|| estþ uneþ mesureþ deþ probabilitéþ surþ laþ sphèreþ unitéþ S(n−1) deþ Rn invarianteþ parþ touteþ

transformationþ orthogonaleþ (cetteþ propriétéþ caractériseþ laþ mesureþ uniformeþ surþ S(n−1)).þ

5þ Conditionnementþ
EXERCICEþ 18þ -þ Soientþ X,þ Y ,þ Z desþ v.a.þ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ dénombrableþ E définiesþ surþ

unþ espaceþ deþ probabilitéþ (Ω,A,P).þ Onþ supposeþ qu’ilþ existeþ uneþ fonctionþ mesurableþ f : E → E telleþ queþ
Z = f(Y ),þ montrerþ queþ

E [E [X | Z] | Y ] = E [X | Z] , E [E [X | Y ] | Z] = E [X | Z] .

EXERCICEþ 19þ -þ Soientþ X etþ Y deuxþ variableþ aléatoireþ àþ valeursþ réellesþ tellesþ queþ (X,Y ) admetteþ
uneþ densitéþ f(x, y).þ Onþ supposeþ pourþ simplifierþ que,þ pourþ toutþ y ∈ R,þ

∫
R f(x, y)dx > 0.þ Soitþ g : R → R

uneþ applicationþ telleþ queþ g(X) ∈ L1.þ Montrerþ queþ E [g(X) | Y ] = h(Y ) avecþ

h(y) =

∫
R g(x)f(x, y)dx∫

R f(x, y)dx
.

EXERCICEþ 20þ -þ
1.þ Soientþ X etþ Y deuxþ variableþ aléatoireþ indépendantesþ deþ loiþ deþ Bernoulliþ deþ paramètresþ respectifsþ p

etþ q dansþ ]0, 1[.þ Onþ poseþ Z = 1X+Y >0.þ Calculerþ E [X | Z] etþ E [Y | Z].þ Cesþ deuxþ variableþ aléatoireþ
sont-ellesþ indépendantesþ ?þ

2.þ Soientþ U etþ V deuxþ variableþ aléatoireþ définiesþ surþ unþ mêmeþ espaceþ deþ probabilitéþ (Ω,A,P) àþ valeursþ
dansþ unþ espaceþ mesurableþ quelconqueþ (E, E).þ Onþ supposeþ queþ pourþ touteþ sous-tribuþ G deþ A,þ pourþ
toutesþ fonctionsþ réellesþ mesurablesþ etþ bornéesþ f etþ g définiesþ surþ (E, E),þ E [f(U) | G] etþ E [g(V ) | G]
sontþ indépendantes.þ Montrerþ queþ l’uneþ desþ deuxþ variableþ aléatoireþ U ouþ V estþ constante.þ

EXERCICEþ 21þ -þ Soitþ Y uneþ variableþ aléatoireþ àþ valeursþ dansþ R+ deþ densitéþ λ2ye−λy pourþ λ > 0.þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ dontþ laþ loiþ conditionnelleþ sachantþ Y estþ laþ loiþ uniformeþ surþ [0, Y ].þ Montrerþ
queþ X etþ Y −X sontþ deuxþ variableþ aléatoireþ indépendantesþ etþ déterminerþ leursþ loisþ respectives.þ
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