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Surdominance

Hypothèses : population diploïde, N individus, pas de structure spatiale.
1 locus, 2 allèles possibles : A1 et A2.

A1A1 A1A2 A2A2

1− s1 1 1− s2

Exemples : drépanocytose, maladie de Tay-Sachs.
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Fitness moyenne

q : proportion d’allèle A1 dans la population.
Fitness moyenne dans la population :

W̄ (q) = 1− s1q
2 − s2(1− q)2

= 1− s1s2
s1 + s2

− (s1 + s2)(q − λ)2
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W̄ (q) = 1− s1q
2 − s2(1− q)2

= 1− s1s2
s1 + s2

− (s1 + s2)(q − λ)2

Fardeau de dérive :

∆ := (s1 + s2)(q − λ)2.
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Fardeau de dérive

Théorème (Robertson, ’70)
Dans une population panmictique, avec

N →∞, s1, s2 → 0, (s1 + s2)N →∞,

le fardeau de dérive est indépendant de l’intensité de la sélection. De plus

E [∆] =
1
4N

.
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Diffusion de Wright-Fisher

{
dqt = (s1 + s2)qt(1− qt)(λ− qt)dt +

√
1
2N

qt(1− qt)dWt

q0 = λ.
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Diffusion de Wright-Fisher

{
dqt = (s1 + s2)qt(1− qt)(λ− qt)dt +

√
1
2N

qt(1− qt)dWt

q0 = λ.

Théorème (F. M. Norman, ’74-’75)
Sous les hypothèses

N →∞, s1, s2 → 0, (s1 + s2)N →∞,

lorsque N et t tendent vers +∞,

qt → λ, ((s1 + s2)N)1/2(qt − λ)→ N (0, 1/4).
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Équation linéarisée

dqt = (s1 + s2)qt(1− qt)(λ− qt)dt +

√
1
2N

qt(1− qt)dWt

= −(s1 + s2)λ(1− λ)(qt − λ)dt +

√
1
2N

λ(1− λ)dWt+O
(
(qt − λ)2)

(qt − λ) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Sa loi stationnaire est
N (0, σ2), avec

σ2 =
1

2Nλ(1− λ)

2(s1 + s2)λ(1− λ)

=
1

4N(s1 + s2)

Le fardeau de dérive est donc

E [∆] = (s1 + s2)E
[
(qt − λ)2] =

1
4N

.
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Ne dépend pas de l’intensité de la sélection !

Théorème (Robertson, ’70)
Le fardeau de dérive est indépendant de l’intensité de la sélection.

E [∆] =
1
4N

.
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Structure spatiale

N individus par site (2N copies du gène).(
qt(x), x ∈ Zd

)
: proportion d’allèle A1 pour chaque

site.

Chaque copie du gène au site x de la génération n + 1 choisi un parent
parmi les copies présentes à la génération n

avec proba m au sein des 2d sites voisins,

avec proba (1−m)qn(x)−s1qn(x)2

W̄ (qn(x))
parmi les copies de type A1 du site x ,

avec proba (1−m) (1−qn(x))−s2(1−qn(x))2

W̄ (qn(x))
parmi les copies de type A2 du

site x .
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Influence de la dimension

∆ = (s1 + s2)(qt(x)− λ)2

Théorème (Penington, F. ’15)
Le fardeau de dérive dépend de la dimension de l’espace dans lequel la
population évolue. Pour

N →∞, s1, s2 → 0, (s1 + s2)2N →∞,

si d = 1, E [∆] n
√
s1+s2
2N ,

si d = 2, E [∆] n 1
2N (s1 + s2) |log(s1 + s2)|,

si d ≥ 3, E [∆] n 1
2N (s1 + s2).
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Modèle en stepping stone

Notons
q(x) =

1
2d
∑
y∼x

q(y).

Modèle en stepping stone de Kimura (’53) :

dqt(x) =

m(qt(x)− qt(x))dt +

(s1 + s2)qt(x)(1− qt(x))(λ− qt(x))dt

+

√
1
2N

qt(x)(1− qt(x))dWt(x).

Les mouvements Browniens Wt(x), x ∈ Zd sont indépendants les uns des
autres.
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Résolution de l’équation linéarisée

dqt = m(qt − qt)dt − (s1 + s2)qt(1− qt)(qt − λ)dt +

√
1
2N

qt(1− qt)dWt

= m(qt − qt)dt − (s1 + s2)λ(1− λ)(qt − λ)dt +

√
1
2N

λ(1− λ)dWt

= (qt − qt)dt − (s1 + s2)(qt − λ)dt +

√
1
2N

dWt

Posons gt(x) = P (Xt = x | X0 = 0), où (Xt)t≥0 est une marche aléatoire
simple sur Zd . Alors

qt(x)− λ =

√
1
2N

∫ t

0
e−(s1+s2)(t−s)

∑
y∈Zd

gt−s(y − x)dWs(y).
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Loi stationnaire de qt

qt − λ =

√
1
2N

∫ t

0
e−(s1+s2)(t−s)

∑
y∈Zd

gt−s(y − x)dWs(y)

La loi stationnaire de qt(x) est donc une Gaussienne de variance

σ2 =
1
2N

∫ ∞
0

e−2(s1+s2)t
∑
y∈Zd

gt(y − x)2dt.

Or ∑
x∈Zd

gt(x)2 =
∑
x∈Zd

P (Xt = x | X0 = 0)P (Xt = 0 | X0 = x)

= P (X2t = 0 | X0 = 0) = g2t(0).

De plus, pour t →∞,

g2t(0) ∼ (4πt)−d/2.
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∫ t

0
e−(s1+s2)(t−s)

∑
y∈Zd

gt−s(y − x)dWs(y)

La loi stationnaire de qt(x) est donc une Gaussienne de variance

σ2 =
1
2N

∫ ∞
0

e−2(s1+s2)t
∑
y∈Zd

gt(y − x)2dt.

Or ∑
x∈Zd
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x∈Zd
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Calcul de la variance

σ2 =
1
2N

∫ ∞
0

e−2(s1+s2)tg2t(0)dt, g2t(0) ∼ (4πt)−d/2

Pour s1, s2 → 0,

Si d ≥ 3, σ2 n 1
2N .

Si d = 1, σ2 n
1

2N
√
s1 + s2

.

Si d = 2, σ2 n 1
2N |log(s1 + s2)|.

∆ = (s1 + s2)(qt(x)− λ)2

Forien, Penington (CMAP, Oxford) Fardeau de dérive Aussois 2016 13 / 15



Calcul de la variance
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2N

∫∞
0 e−2(s1+s2)tg2t(0)dt n 1

2N .

Si d = 1, σ2 n
1

2N
√
s1 + s2

.

Si d = 2, σ2 n 1
2N |log(s1 + s2)|.
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Calcul de la variance
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Si d = 1, σ2 = 1
2N

∫∞
0 e−2t

(
4πt

s1+s2

)−1/2
dt

s1+s2
n

1
2N
√
s1 + s2

.

Si d = 2, σ2 n 1
2N |log(s1 + s2)|.

∆ = (s1 + s2)(qt(x)− λ)2
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Calcul de la variance
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2N
√
s1 + s2
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Si d = 2, σ2 = 1
2N

∫ C
s1+s2

e−2t
(

4πt
s1+s2

)−1
dt

s1+s2
n 1

2N |log(s1 + s2)|.
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Fardeau de dérive

Théorème (Penington, F. ’15)
Le fardeau de dérive dépend de la dimension de l’espace dans lequel la
population évolue.

Si d = 1, E [∆] n
√
s1+s2
2N .

Si d = 2, E [∆] n 1
2N (s1 + s2) |log(s1 + s2)|.

Si d ≥ 3, E [∆] n 1
2N (s1 + s2).

Le flux de gènes réduit le fardeau de dérive.
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Influence de la structure spatiale
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