
1 15/09 Introduction

2 23/09 Premières majorations de sommes d'exponentielles

Suivre les sections 2.1, 2.3 et 2.4 de [3]. Démontrer en priorité les théorèmes 2.1,
2.2, 2.8 et 2.9, ainsi que le lemme 2.5.

3 30/09Application à la non-annulation de la fonc-
tion zeta.

Suivre la section 2.5 de [3]. En procédant comme dans la démonstration du
théorème 8.29 de [4] à partir du corollaire 8.26 de [4], établir que la fonction
zêta de Riemann ne s'annule pas dans une région de la forme

σ ≥ 1− c log log |t|
log |t|

.

Si possible, démontrer le lemme d'analyse complexe admis (théorèmes 3.10 et
3.11 de [6]). Mentionner sans démonstration les théorèmes 8.25, 8.27 et 8.29
de [4].

4 7/10 Paires d'exposants et transformation A

Suivre les sections 3.1 et 3.3 de [3] (en oubliant l'heuristique pour le processus
B). Puis démontrer la validité du processus A en suivant la section 3.4 de [3].

5 14/10 Transformation B

Énoncer et démontrer la formule sommatoire de Poisson. Suivre les sections 3.2
et 3.5 de [3] (en oubliant l'heuristique pour le processus B) pour démontrer la
validité du processus B.

Un petit graphique illustrant les paires d'exposants obtenues :
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Figure 1: Paires obtenues à partir de (1/6, 2/3) après au plus cinq applications
de l'opérateur A, en coordonnées (k, l − 1/2).

6 21/10Applications de la théorie des paires d'exposants
(I)

Démontrer le théorème 4.1 de [3], puis présenter les théorèmes 4.6 et 4.8. Suivre
la section 5.1 de [3], puis présenter l'algorithme décrit à la �n de la section 5.3.
E�ectuer les applications numériques de la section 5.4. Si le temps le permet,
démontrer la correction de l'algorithme.

7 28/10 Interlude : les fonctions de Beurling-Selberg.

Suivre l'appendice de [3], jusqu'au théorème A.6, sans présenter A.5. On pourra
aussi consulter le chapitre I.4.4 de [5]. Ensuite, expliquer/démontrer l'assertion
contenue dans le premier paragraphe de l'appendice A. Si le temps le permet,
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expliquer comment s'obtient l'inégalité du grand crible (théorème 4.7 dans le
chapitre I.4.4 de [5]).

8 9/11 (13h) Applications de la théorie des paires
d'exposants (II)

Démontrer le lemme 4.3 de [3] à l'aide de l'exposé précédent. Rappeler com-
ment s'en déduit la majoration du théorème 4.6 de [3]. Énoncer les meilleures
majorations connues à ce jour pour ces problèmes. Suivre ensuite la section 4.6
(pour arriver au théorème 4.14). Énoncer le meilleur résultat connu à ce jour
pour ce problème.

9 18/11 La méthode de Vinogradov

On suit ici la section 8.5 de [4]. Rappeler le théorème 8.25, puis suivre les
étapes I, II, III, IV jusqu'à l'inégalité (8.76). Énoncer le théorème 8.21 sans
démonstration. Comparer avec le théorème 1.1 de [1]. Expliquer pourquoi ce
dernier théorème, quoique fort impressionnant, ne permet pas d'améliorer le
théorème 8.25. Suivre ensuite les étapes V I et V II de la section 8.5 de [4].
Expliquer ensuite la démonstration du théorème 8.21.

10 25/11 Les théorèmes de Vinogradov-Korobov

Expliquer en détail (y compris la formule de Perron) la démonstration du
théorème 8.31 de la section 8.5 de [4]. Puis expliquer en détail la démonstration
du corollaire 8.30 (adapter les méthodes du chapitre II.4 de [5]).

11 2/12 Équidistribution modulo 1 et discrépance

Suivre la section 6.5 de [5], sans présenter le théorème 6.14. Démontrer ensuite
la majoration (2) du chapitre 25 de [2]. En déduire que la suite {p

√
2}p premier

est équidistribuée modulo 1, et donner une majoration de la discrépance.
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