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Qu’est-ce qu’une image ?

Plusieurs réponses possibles

@ Réponse "informatique” — un de valeurs, une de
pixels (picture element)

o Image en niveau de gris, valeurs entre 0 (noir) et 255 (blanc)
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o Image en couleur, triplet de valeurs entre 0 et 255 (RGB : Red/Green/Blue)
(0,0,0) (128,0,0) (255,0,0)

> [(0,128,0) (128,128,128)  (255,128,0)

(0,255,0)  (128,255,0)  (255,255,255)

Qu’est-ce qu’une image ?

Plusieurs réponses possibles

@ Réponse "mathématique” — une , fiRxR—=R

@ f associe un niveau de gris f(x,y) a une position (x,y)

256

Autre visualisation de la fonction f (en fausses couleurs)

(] ICi, on a, par exemple (pour une image de taille 512 x 512)
3 - £(320,350) =130 1 — f(1,1)=50 2 — f£(400,60) =230
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Une image en tant que fonction : exemples

[fGy) =x+y] [fGy) =sin) | [£00y) = sin(xxy)
A

il @ ™ B

A—4 |B - 3] C—1] D — 2]

@ En pratique : pour une image réelle, on
n’a pas de formule explicite pour la
fonction f correspondante.



pierre.maurel@irisa.fr
http://www.normalesup.org/~pmaurel/IMA/

Manipulations basiques sur les images

flxy) —

‘4
Y|
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o8] [eoa]  [5od]

@ manipulations de fonctions ... dérivées = ?
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Autres possibilités

@ Images vectorielles

e composées d’entités mathématiques (cercles, lignes , etc)
@ chaque entité est décrite par une formule mathématique :

(x=x) +(=y) =R

Matricielle Vectorielle Matricielle Vectorielle

@ Avantages : zoom infini, définir une image avec peu d’'informations

@ Inconvénients : représentation de formes simples, pas d'images réalistes.
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Autres possibilités

@ Images 3D

e On parle de voxels plutét que de pixels.

@ Images 2D+t

e variante du 3D, il s’agit des vidéos

HEEHERBEREES
IEEEEENIILE

Temps t

Dérivées partielles : une image

@ En 1D : dérivée forte = forte variation de la fonction :

f(x) )

@ En 2D (ou plus) : la dérivée partielle dans une direction indique la variation de 'image dans cette
direction

of
Fd
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Dérivées partielles : une image
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Opérateurs usuels : Gradient

@ Le gradient en un point d’'une image est un opérateur trés important et
est utilisé dans de nombreux cas

@ f est un champ de scalaires, le gradient de f est un champ de vecteurs :

cadr—vr_ (9 O
gradf = Vf = (8)(1""’ ax">

@ £(10,10) est un scalaire (€ R) mais (Vf)(10, 10) est un vecteur (€ R?)

@ Exemple: f(x,y) =xy’+¢' = Vf(x,y) = (y2 +e*, 2xy)
~— —_—
eR eRxR
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Opérateurs usuels : Gradient

Exemple
® f(x,y) = sin(y)
@ Vf(x,y) = (0,cos(y))

-

X
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L e e )

Opérateurs usuels : Gradient

@ le vecteur grad f(x,y) (ou Vf(x,y)) indique la direction et 'intensité de la
plus grande variation du champ scalaire f autour du point (x, y)

@ interprétation : direction de "plus grande pente" et valeur de cette pente.
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@ les zones de fort gradient sont donc des zones de fortes variations

Opérateurs usuels : Gradient
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Opérateurs usuels : Gradient
Exemple de champ de gradients




Opérateurs usuels : Gradient

: L — ———
Exemple de champ de gradients e
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Opérateurs usuels : Laplacien

@ f est un champ de scalaires, le laplacien de f est également un champ
de scalaires :

2
N

= 92 2
Oxy 0x2

@ Exemple : =xy’ +¢ A —e' 12
xemp flx,y) =xy"+e° = Af(x,y) =¢"+2x

@ Nombreuses applications physiques (eq de Poisson A¢ = f)
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Opérateurs usuels : Divergence

@ Divergence d’'un champ w = (wy, ..., w,) (vecteurs — scalaires) :

o)
, d d 2 e
divw = Wl—l—...—l— LA R I U I v
éaxl é)xn 9 w
Ox, n

@ Exemple: w = +e,2 = divw(x,y) =¢" +2
p (x,y) = (*+ xy) (x,y) =¢' +2x
€R? ER

@ interprétation physique : variation infinitésimale du volume autour d’'un point

A\ -
3 "
200 \ 5
=
7 NN
NN
NN
O
N
.
g . 250
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Opérateurs usuels : Rotationnel

@ w = (wy,...,w,) €st un champ de vecteurs et son rotationnel est aussi un
champ de vecteurs :

rotw =V Aw
0/0x| [u]| [Ow/Oy— 0v/Oz
Cas3D: rotw=|9/0y|A|v|=|0u/0z — Ow/Ox
0/0z| |w| |0Ov/Ox —Ou/dy
@ Résumé :

o | grad : scalaire — vecteur |

o div : vecteur — scalaire
e rot : vecteur — vecteur

o A(laplacien) : scalaire — scalaire

@ Remarque : Tous ces opérateurs sont linéaires.
— — —
grad(af + Bg) = agradf + Bgrad g
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Opérateurs usuels Equation de la chaleur

@ décrit le phénomene physique de conduction thermique (Fourier, 1811)

@ évolution de la température sans contraintes extérieures
Quelques formules ) ,
@ T(x,y,t) le champ de température sur un domaine Q :

W =
° | A =div(grad) vy €@ DO ATy et T(oy0)=Ty
— 27 27
I+ rot(grad) =VAV=0 (attention le laplacien est uniquement en "espace”, surxety: AT = % + g—yé.)
@ div(rot) =0
—

@ rot(rot) = V A Vw = grad(div) — A

“*“‘) - - — “““‘) - - = - ‘**‘*‘} — — —
@ grad(A-B) = (A -grad)B+ A Arot(B) + (B - grad)A + B A rot(A)

o grad(fg) = farad(s) + sgrad(f)
o div(fA) = fdiv(A) + grad(f) - A
o rot(fA) = frot(A) + grad(f) A A
° A(fg) :ng+2gm(f) ~9W1(g) + gAf .
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i Résolution de I'équation de la chaleur
Equation de la chaleur sur une image

@ Cas 1D : diffusion isotrope du signal u sur R :

Ou(x, 1) _ 0%u(x, 1)

o B avec u(x,0) = up(x), Vx

@ On utilise la transformée de Fourier : (attention les constantes peuvent différer selon les définitions)

+oc0 ) | 1 +oo .
TF(f)(w) = F(x)e " dx et TF (f)(x) = — Flw)e'“ dw

T o oo

e Ce qui permet de se "débarrasser" des dérivées spatiales

Ou(x, t T Ou(x, 1) _iwx o [T Ciwx OTF(u
TF(i((?t ))(w) = / (81 )e dx = 5 u(x,t)e dx = 8t( )

— 00

TF( O*u(x, 1)

. . . . . L, . )(w) = — szF(u) (w) (par intégration par parties et en supposant u a support borné)
On parle de diffusion isotrope : pas d’orientation préférentielle. Ox?
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Résolution de I'équation de la chaleur

@ Onadonc:
Ou(x,t)  O%u(x,1) Ou(x,t), O%u(x,1)
o ox? TH( )= TH Ox? )
OTF(w)
= 5 - ¥ TF(u)

= TF(u)(w,t):f(w)ef“z’ (f est quelconque).

@ Condition initiale : u(x,0) = up(x) , donc TF(u)(w,0) = TF(up)(w)
@ onprenddonc f(w) = TF(ug)(w)

o La transformée de Fourier transforme la multiplication en
convolution

TF(w) = TF(up) e = u=TF " (TF(up)e™"")

= wu=uy* TF! (e“"zt>

@ La transformée de Fourier d’'une gaussienne est une gaussienne.
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Résolution de I'équation de la chaleur

@ On montre que la solution est : u(x,r) = g(x, 1) * up(x)

L % Gaussienne d'écart t Nor
e~ # — (QGaussienne d’écar eoc=V2t
24/t ype o

@ g est la fonction de Green associée a I'équation de la chaleur.

avec g(x,t) =

Solution de I'’équation de la chaleur 1D

Si la donnée initiale ug est suffisamment réguliére, la solution explicite de
'équation
Ou(x,t)  Ou(x,t)

5 = an avec u(x,0) = up(x), Vx

est donnée par :

u(x,t) = G\/Z(x, 1) * up(x)
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Résolution de I'équation de la chaleur

@ Cas 1D : diffusion isotrope du signal i sur R :

ou(x, 1) 0%u(x,1) B
5 = an avec u(x,0) = up(x), Vx

@ On utilise la transformée de Fourier (attention les constantes peuvent différer selon les définitions) -
+o0 .
TF(f)(w) = / f(x)e " dx
— 00

o Transformée de Fourier inverse :

+o00 _
Flx) = % /_ TE(F)(w)e' ™ dw = TF~\(TF(f))

@ On montre que la solution est ‘ u(x, ) = g(x, 1) * up(x) ‘
1

2y/mt

@ g est la fonction de Green associée a I'équation de la chaleur.

\’2 . 7
avec g(x, 1) = e”% — Gaussienne d’écart type o = V2r

29/72

Equation de la chaleur sur une image

@ Retour au 2D+t

Ou(x,y,t)

ot = Au(xaya t) et u(x,y,O) = MO(xay)

@ on peut montrer que la solution est donnée par

u(x,yJ) = G(x,y,a(t)) * uO(x7y)

ou G (x,y,o(r)) est une gaussienne dont I’écart-type o est
proportionnel a t et x est 'opérateur de convolution.
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Equation de la chaleur sur une image

0O<1 <t <13 <ty <ts)
1 2 <13 <1y <Is

u(x,y,0) = up(x,

ux, y,13) = G(x, v, /213) *ug(x,y)  ulx,y,14) = G(x,y, /21g) *ug(x,y)  ulx,y,15) = G(x,y, \/215) * ug (¥, y)
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Interprétation de I'’équation de la chaleur par la
diffusion

@ Diffusion isotrope de I'image I

ol .
i Al = div(VI)

o On diffuse selon toutes les directions de VI
e En particulier on diffuse autant au niveau des contours qu’a l'intérieur

o — trop flou

@ Diffusion non-linéaire (« anisotrope »)

% = div(c(|VI|)VI>

ou ¢ est une fonction décroissante du gradient.
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Exemple de diffusion non linéaire : Perona-Malik

@ Lissage des zones a faible gradient (réduction du bruit) — ¢(0) =1

@ Atténuation de la diffusion lorsque le gradient est important (préservation
des singularités et contours) — 1_i>m c(x)=0

2
exemples :  c(u) = ; c(u) = exp (_%>

— =1
— =5
— =10

saviy

Al

@ Cette diffusion est en fait toujours isotrope. En effet ¢ ne dépend pas de la direction du gradient mais
uniguement de sa norme.
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Exemple de diffusion non linéaire : Perona-Malik

diffusion Perona-Malik

diffusion isotrope
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Exemple de diffusion non linéaire : Perona-Malik

diffusion isotrope diffusion Perona-Malik
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Du continu au discret

@ théorie : fonctions "continues” (définies en tout point)
e cas1-D+temps:v: (x,f) ER X R — v(x,7) €R
e cas2-D+temps:v: (x,y,1) €ER* xR — v(x,y,1) € R

@ mais en pratique : fonctions discrétisées, définies sur une grille finie k Ax
et pour certains instants n Ar

...................

continu discret
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Du continu au discret

"continu" discret

.'l
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Continu / discret

@ Probleme : 'EDP que I'on cherche a résoudre n’est définie qu’en
continu, cf définition des dérivées partielles :

of ) = limf(al’ ...,ai—layai-i-l, v ty) —flag, ..., ay)

a
Ox; h—0 h

— comment approximer ces dérivées ?

@ plusieurs possibilités : éléments finis, méthodes spectrales, différences
finies

@ On va donc chercher une solution a une nouvelle EDP discréte —
solution approchée de 'EDP originale (continue)
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Continu / discret

@ “Avantage” : en discret, on n’a pas forcément besoin de trouver la
solution exacte (analytique) de 'EDP.

@ Pour I'équation de la chaleur (en continu), on a vu qu’on pouvait trouver
la solution analytique :
ou_ 0%
ot 0Ox? = u(x, 1) = Gy * uo(x)
u(x,0) = up(x)

@ Mais c’est trés souvent impossible

@ En discret on peut espérer construire une solution a partir de la
condition initiale (fonction ou image initiale)

@ En particulier, s’il y a une variable temporelle (f(xi, ..., x,, 1)), on peut
partir de la condition initiale et “construire” la solution a 'instant (n + 1) At
en fonction de la solution a l'instant n At
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"Construction" de la solution discréte

1."@.%:5 24 02 B "Q' 6 04 02 02 .
R /5 \\\ .’f“" \\—/j
A '
u(x,0) = up(x) u(x, At) = F(u(x,0)) u(x,2 At) = F(u(x, At))
m “L“\‘ L’"

"otragat®

? ? ?

u(x,3At) = F(u(x,2 At))  u(x,4 Ar) = F(u(x,3 A1)  u(x,5At) = F(u(x,4 At))
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Discrétisation des dérivées

@ Encontinu, f: R x R — R : on défini

af f(x+h’y) —f(x,y)
h

— = lim
Ox h—0

@ En discret, la fonction/image est définie sur une grille (pixels) :

u(i Ax,jAy)

@ Comment définir la dérivée partielle de u par rapport a x ?

?

o WEAY+ AxjAY) —u(iAx,jAY) ,  u(iAx — Ax,jAy) — u(i Ax,jAy)
A ? ... “Ax
u(i Ax + Ax,j Ay) — u(i Ax — Ax,j Ay)
) 2 Ax

?
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Conditions aux bords

@ 7 est une image définie sur Q
@ ) estborné

@ comment définir les dérivées de 7 sur les bords de 2 (noté Fr(Q2)) ?
Méme probléme pour la convolution (filtrage)

@ — on prolonge de maniére arbitraire 'image

@ ne pas traiter le bord : nouvelle image plus petite que I'originale
e compléter I'extérieur de I'image originale avec des 0 (padding)

e compléter I'extérieur de I'image originale en symétrisant ses valeurs aux
bords (mirroring)

e compléter I'extérieur de I'image originale par extrapolation de ses valeurs
aux bords

e compléter I'extérieur de I'image originale par périodisation
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Conditions aux bords

Exple : par réflexion (g—ﬁ = 0 sur Fr(12))
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Différences finies

@ Notation “petit 0” : “négligeable devant”

f(x)
f(x)= o (gx)), lorsque —= —0
( ) X*}a( ( )) g(x) x—ra
o Exemples : ¥ = o (), 28X = o0 (")

@ Formule de Taylor-Young :

Flx+h) =f(x) +f (x) h+

@h%...

(n)
RAICI

l’l! h—0

@ Formule de Taylor-Young pour une fonction a plusieurs variables :

Ou 1 0"u " "
u(x +hy) = ulx,y) + oo ()t oD y) B+ o (1)
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Différences finies

@ Soitv: R x R — R une image

@ onav(x+ Ax,y) = v(x,y) +Ax%(x,y) + 0 (Ax)

v(x—l—Ax,y) - V()C,y) _ @
donc Ax = ax(x’y)“(l)

@ Pour une image, Ax et Ay n'ont pas de sens particulier et sont
généralement pris égaux a 1 pour simplifier les formules

L . Ou
@ Approximations classiques pour a(x,y) :

Schéma "avant" : v(x+ 1,y) — v(x,y)

Schéma "arriere" : v(x,y) —v(x —1,y)

vix+1,y) —v(x—1,y)

Schéma "centré" : 5
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Différences finies

@ Filtres associés

Gx*l]

G, +1| Ve Gy=[-1 1] ou [-05 0 05] etG,=G!

|
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Différences finies
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Sensibilité au bruit

pour augmenter la robustesse au bruit :

@ Lisser I'image avant différentiation (par filtrage linéaire)

g—JIC::Gx*(H*I)

@ Si H filtre moyenneur 3 x 3 — Filtre de Prewitt

\ . \ [ G, x1 G,
@ Si H filtre gaussien — of _9G.+I _ 9

Ox Ox Ox *1

0G,
Oox
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Sensibilité au bruit

oI

Différentiation et lissage
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Différentiation et lissage

Différentiation et lissage

Sans lissage pour comparaison

52/72
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Différentiation et lissage

@ Laplacien de Gaussienne (LoG)

Ol G, x1  0*G, O’ G, x1  9G,

o2 Ox? a2 I 0y? Oy? Oy?
(oa) L |
Al = @—Fa—yz = (AGU)*I

AG, <+—
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* 1

Différentiation et lissage

Laplacien de Gaussienne (LoG)
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Différentiation et lissage

Sans lissage pour comparaison
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- A i 0 o
Exemple : équation de la chaleur 5/ = a5z

Retour aux EDP

@ on utilise le développement de Taylor de v(x, ) : R x R — R et on note
Vi =v(kAx,nAr) :

0
(premier ordre) v(kAx, (n+ 1)Ar) = VZ'H =v+ At + o(Ar)

ot
. " v AP Py
(second ordre) V((k + 1)Ax,nAt) = Vgl =Vt Axa + > a2 + 0(Ax2)
. . APy
(second ordre) V((k — 1)Ax,nAt) =vi_; =V — Axa + - e + O(sz)

@ on en déduit des approximations des dérivées partielles :

n+1 o
%(kAx, nAf) = % +o(1)
v Vi — 2k T Vi
@(kAx, I’ZAt) = sz + 0(1)
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- A i 0 o
Exemple : équation de la chaleur 3, = a3

Retour aux EDP

o Donc 2 — aa—zv =0 L/ S S e ey
ot Ox? At Ax?

@ et finalement une approximation "raisonnable" de 'EDP semble étre :

At
wpth = (1 = 2r)ul + r(ufy, +uj_,) avec r= g
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Analyse numérique

@ Comment choisir Ax, At, ...?

| DEMO MATLAB

Précautions lors de la discrétisation numérique

@ Notion de consistance
@ Notion de stabilité
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Précautions lors de la discrétisation numérique

@ EDP, Notation continue : v: R x Rt - R

{ LO)(x,1) =gx,1) t>0, xeR

v(x,0) = £(x) LeR (L est I'opérateur définissant 'EDP )

(1)

2
@ Exemple : pour I'équation de la chaleur L(v) = % - a% etg=0

@ Notation discréte : u} € R, pour n € N (temps) et k € Z (espace)

()

@ Problématique : choisir L (a partir de £) pour que la solution discréte
u}; de (2) soit une "bonne approximation" de la solution continue v(x, t)
de (1).
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Précautions lors de la discrétisation numérique

Définition : schéma convergent

On dit gqu’il y a convergence si, quand Ax et At — 0 :

k Ax,n At) converge vers (x,t) = u} converge vers v(t,x
k

@ — "siles pas de discrétisation deviennent petits, alors la solution discréte
tend bien vers la solution continue théorique"

@ En général, la convergence est dure @ montrer mais :

Théoreme de Lax

Un schéma consistant pour un probleme linéaire bien posé converge si et
seulement si il est stable.
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Consistance

Consistance — Erreur de troncature

On appelle "erreur de troncature" (ou "erreur de discrétisation") I'expression

Ra(9) = La(dr) — L(®)

Le schéma est dit consistant si, pour toute fonction ¢, I'erreur de troncature
tend vers 0 lorsque A tend vers 0 (i.e. lorsque tous les pas de discrétisation
tendent vers 0)

@ — "Lorsque tous les pas de discrétisation tendent vers 0, les
approximations discrétes des dérivées présentes dans L tendent bien
vers les dérivées continues de L"

@ "Les dérivées sont bien approximées"

@ — se montre facilement en utilisant la formule de Taylor.
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Consistance : équation de la chaleur

@ Equation de la chaleur : on a montré que

oy a@iv _ prtl B avZH -2+, o)
ot Ox? At Ax?

avec v} = v(k Ax,n At).

@_aiﬂv (vt =w _avZH*ZVZJF"Z—l 0
ot Ox? At Ax? Ax,A1—0

Donc, le schéma de discrétisation obtenu précédemment est bien

. )y . ov 0%y
consistant avec I'équation de la chaleur i a—a 5
X

63/72




Consistance : exercices

o Yt =y —h)

est-il une bonne approximation de y’(x) ?

h
NON : 2y'(x)
o y(x+2h) — 2}}:2()6 +h) + y(x) approxime ?
Y (x)

@ Déterminez une approximation consistante d’ordre 2 de y’(x) faisant
intervenir une combinaison linéaire de y(x) , y(x — h) et y(x — 2h).

(x —2h) — 4y(x — h) + 3y(x)

by Y
y(x) = > +o(h)
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Stabilité d’'un schéma numérique

65/72

Stabilité d’'un schéma numérique

Définition

On dit qu’un processus de calcul séquentiel (ou itératif) est « stable » si les
erreurs d’arrondis ne s’amplifient pas lors de la progression des calculs.

) < K[|
@ normes usuelles :

PN ez = [ wel?
k k

@ Théoréme de Lax — "si on a bien choisi nos discrétisations, soit u" reste
borné et on a convergence, soit " explose"

[Vl = sup o]
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Stabilité d’'un schéma numérique

o Stabilité du schéma u ™" = (1 — 2r)u + r(u}, +u}_,) en considérant la
norme ||u"|| ¢= = sup |uf|.
k

si(1-2r) >0, w™ < (1=2n)||u"|lz + rlu’| 2o + rllu"] 2

||u”+1||goc = Sl;p uZH < ||u"||. g, YnEN

"l gzoe < |l < |||

Sir <1, le schéma est stable.

67/72




Stabilité d’'un schéma numérique

@ En général : plus compliqué. Une méthode possible, passer en Fourier

En continu En discret

Transformée de

= _ 1 oo —iwx dx ~ )7 1 -io —ik§
Fourier V(r,w) = \/j/ e "“(t,x) (&) = Wor k:_ooe uy

Transformée de

1 T
L v(t,x) = ’“’XAtwdw u :—/ e*E5(8)d
Fourier inverse ( \/7 / ) k \/ﬂ o (&) g

Remarques : ei désigne le complexe tel que = —1 e les constantes (ici = ﬁ) peuvent varier suivant les définitions.
Identité de Parseval HV||°(£2(R) = ||VH$2(]R) H“”:ﬁZ = Hil\HxZ(,.n.,ﬂ.)

FIGURE : Rappel sur les transformées de Fourier (continue et discréte)
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Stabilité d’'un schéma numérique : méthode de Fourier

Identité de Parseval : pour prouver la stabilité on peut raisonner en Fourier.

@ on veut montrer que [|u"!|| &2 < K||u®| &
@ or: |jul| 2 = |[ullg: (< Parseval)

@ on peut donc montrer que [|[#" || > < K||i°|| 2

Remarque :

+oo —+7
o llullr =Y P et il = / (€ de

k=—o0 -
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Stabilité d’'un schéma numérique

Calculs préliminaires :

+oo

~ 1

@ Sif:k— u',onadonc = —tké e—zk§ n
f k f(g) m k; f 27’[’ Z

@ sionposeg:k—ul_,,ona:

-~ 1 o= —iké n 1 = —i(m n —i&7
26 = 5 2 M = o 2 e = )
k=—o00 m=—oo

Proprieté : Transf. de Fourier : on se “débarrasse” des dérivées spatiales.

—

. . L , 02
@ en continu (résolution équation de la chaleur) EP ‘2)(

tw) = —wi(t,w)
2

. 0“u
@ endiscret : @(kAx,nAt) AUy — 2up 4 gy — 2up Uy (siax =1,

A
comme svt en image)

A(€) = & Sul(€) — 2ul(€) + e (€) = 2(cos(€) — 1) w(€)
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Exemple : équation de la chaleur

oy 0%

@ On a vu une discrétisation consistante possible :

At
n+1 (1_2r)uk+r(uk+1+uk 1) avec r = o-—7>

wHI(E) = (14 2r(cos(€) — 1) (€) = (1+2r(cos() ~ 1)) (©)

Stable si, et seulement si, |1 + 2r(cos(§) — 1) < 1, pour tout £
<= —1 <1+42r(cos(§) — 1) <1, pourtout¢
< —1<r(cos(§) — 1) <0, pourtout&

1
0<r<-——, pourtout
- _r_l—cos(ﬁ) P ¢
1
0<r<—
<~ _r_2

| DEMO MATLAB
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Exercice : équation de la chaleur (schéma implicite)
@ un schéma est dit explicite si on peut écrire «} ™' en fonction de u} pour
certains i
o exemple :u ™' = (1 — 2r)ul + r(uf, + uj_,)

e facile a implémenter

@ un schéma est dit implicite si ce n’est pas le cas

e Le schéma suivant est un schéma implicite consistant avec I'’équation de la

chaleur
it —up up = 20 4wt
At o Ax?
o Etudier sa stabilité
1 =,
Rappel : i (§) = — z e ™ u, , (ouidésigne le complexe # = —1)
Vor

On obtient &' (€) = ey #'(€) oronal —cos(€) >0 donc
m < 1 et on obtient un schéma inconditionnellement stable (mais
difficile a implémenter car schéma implicite)
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