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On considére un ensemble de N sites sur un réseau donné ou chaque site a z voisins (par exemple
z = 2d pour un réseau cubique en dimension d). Un site i peut étre dans deux états : soit infecté, on
écrit 7; = 1, soit sain, 7; = 0. La dynamique est la suivante : pendant chaque intervalle de temps dt,
— chaque site infecté a une probabilité dt de « guérir » et de devenir sain,
— chaque site sain a une probabilité n; A dt d’étre infecté ot n; est le nombre de sites voisins de 4
qui sont infectés.
A T'instant initial, chaque site a indépendamment une probabilité p d’étre infecté.

Aux temps longs, quel est le comportement du systéme en fonction de A ? Et aux temps incroyablement
longs 7

Etablissement d’une équation exacte

On considére un site ¢ donné et on note ji, jo, ..., j» ses z voisins. On suppose que les valeurs 7; et
7, (1 <n < z) alinstant ¢ sont données. Quelles sont les valeurs possibles de 7; a l'instant ¢ + d¢, et
quelles sont leur probabilités 7

En déduire (7;(t+dt)[F:), ¢’est-a-dire la moyenne de 7; a 'instant ¢t+d¢ étant donnée toute I'information
a l'instant ¢.

En déduire une expression pour 9;(7;). Peut-on résoudre cette équation ? Pourquoi ?

Etude du champ moyen

En faisant une hypothese de champ moyen, déduire de ce qui précede une équation fermée pour m; =

(Ti)-

De manieére générale, lorsqu’une quantité m; évolue selon
Oymy = f(my), (1)

comment obtient-on & partir de f le comportement aux temps longs de m;? (Point fixe, stabilité
linéaire...)

Sans résoudre I’équation en déduire, pour le processus de contact en champ moyen, la valeur de m; aux
temps longs et le point critique A..

Maintenant résoudre explicitement ’équation donnant m; et vérifier que ’on retrouve bien les mémes
résultats. Montrer qu'une loi de puissance (et un exposant critique!) apparaissent & la transition.

Calcul perturbatif pour A grand

On va maintenant calculer quelques termes du développement a grand A\ du résultat exact, hors
champ moyen. On va utiliser des notations pratiques : pour un site donné, on note [¢] = (7;) la
probabilité qu’il soit infecté et [-] = 1 — [e] la probabilité qu’il soit sain. Pour deux sites voisins on
notera [ee], [-o], [0-] et [- o] les probabilités des quatre configurations. Idem pour trois sites voisins.
(Nota cette notation commence a étre problématique & partir de quatre sites...)

Simplifier [e -] + [oe].
Réécrire I’équation donnant 9;(7;) avec les nouvelles notations, puis écrire les équations donnant d;[ee],

O¢le -], O+ -]. Combien y a-t-il d’équations indépendantes?

Transformer les équations obtenues pour ne faire apparaitre que les termes [-], [- -] et [+ - -].

Pour A grand, que peut-on dire de la valeur de [-], [ -], [+ - -] ? En déduire le début du développement
asymptotique de [-] et de [- -] aux temps longs.

Dans quelle limite le champ moyen devient-il exact ? Est-ce surprenant 7



