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Définition :
Une matrice Q est orthogonale si
Q'Q='QQ=1

c’est-a-dire
295 =QCD-QCH=Q(,DQ( )
k

=0 si i%]
> (4307 =Q:)-QC:)="Q(::)Q(H)
k

=llQch[*=1

Propriétés :

Les matrices orthogonales sont inversibles
Q'=Q

Le produit de deux matrices orthogonales est
orthogonale

Théoréme

Pour toute matrice A d’ordre n, il existe une
matrice orthogonale Q et une matrice
triangulaire supérieure R telles que A=QR.

On peut imposer les signes des ¢léments
diagonaux de R. Si A est inversible, la
factorisation correspondante est alors unique.

Existence et calcul direct (déconseillé) par le
procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt.

Intérét -

-stabilité des  matrices orthogonales
(conditionnement = 1)

-déterminant = +1

-inverse = transposée

Unicité :
Si A=QR =Q’R’ avec A inversible, on a
Q'Q=R’R" triangulaire supérieure

orthogonale donc diagonale avec ¢éléments
diagonaux égaux a *1. Si on impose les signes
des ¢léments diagonaux de R et R’
Q'Q=R’R'=I donc Q=Q’ et R=R’

On doit résoudre le systéme
j
e b h] .
a;; = X qyfy; ¢ est-a-dire
k=1

AGD=QG1) s
AG2)=Q 1) 1 + Q(:,2) 1

A“(:,i)ZQ(:,l)r“ +Q(:,2)r+ ... + QG,)ry
A.(:,n)=Q(:,1)r1n + Q2+ ... + Q(,n)ry,

on calcule, dans I’ordre
=z || A1) || # 0 si A est inversible
QC,1)=A(:,1) /1 #0 si A est inversible
rn=A(:2).Q(,1)
=% " A(:2) - 12Q(, 1) "

% 0 si A est inversible

Q(:,2) =[A(2) - 112Q(:;, 1] / 1




si k<ign, ;= A(:,1).Q(:.k)
# 0 si A est inversible
;= x| AG.i) - 1iQ(, 1) - 12Q(:,2)
- - 1QGE-D |
# 0 si A est inversible
= [|AG,i) - QC,1:i-1) R(L:i-1,D) |
QG,1) = [ACG,)- QG,L:a-1)R(1:1-1,1)] / 1y

si A n’est pas inversible, un des r;; sera nul et
Q(:,1) quelconque

Méthode de Givens

Les matrices de rotation

1
1
cos© sin 6
1
—sin® cosB
1
L 1_
1
1
c S
ou 1
-s c
1
L 1_

avec c’+s’=1
sont orthogonales

Idée : multiplier A par des matrices de rotation
pour faire apparaitre des 0 successivement en
dessous de la diagonale.

On aura alors
I'G; orthogonale réguli¢re * A
= R triangulaire supérieure

et A=Q*R
avec Q = (MNG;)" orthogonale réguliére

Propriété :
1 s apy=aqy=0
Soient c(p,q,A)=__ %0 :
2 ) sinon
App +agp
0 si app=ag;=0
s(p.a. A= .
2 2 sinon
App T agp
la matrice G(q,p,A) =
_1 ]
1
c(p,q,A) s(p,q,A)
= 1
=s(p.q.A)  c(p.q,A)

annule 1’¢lément g,p de A, soit
(G(q,p,A)*A)qp =0




On fait donc les multiplications suivantes :
(de droite a gauche) ACD

/—/%
*G(n, LA™""D)* . *G(3,1,A*")*G(2,1,A)*A

A®D
*G(n.2,AT)E FGEA2,AT)*GE,2,AMY)
S

*G(n,n-2,A ") * G(n-1,n-2,A"")
G(n,n-1,A™"?)

— A(n,n—l)

1 +1
-1 n ' G@p.A@?)|*A
p=n-1 q=n

On a les relations suivantes entre les A", en
posant A=A

le « suivant » est

A(q+1’p)=G(q+l s A(q,p))* A(q,p) si 1Sp<q<n
A(p+2’p+1)=G(p+2,p+1 , A(mp))* A(n,p)
sil<p<g=p+I1<n

Autre formulation :

AP G(q,p, A(q-l,p))* AlLD g 1<p<p+l<g<n
AP G(q,p,A(n’p_l))*A(n’p_l) si 1<p=q+1<n

1 p+l
SoitB=| 1 []G(q,p,A”)|*1d

p=n-1 g=n

B est orthogonale réguliére et on a B*A=R
triangulaire supérieure (choix des coefficients

c(p,q,A) et s(p,q,A))

On a alors A = QR en prenant Q = 'B

Programmation

fonction [Q,R]=QR(A,n)

/I A est la matrice d’ordre n a factoriser
U=matrice identit¢ d’ordre n

pour p=1 a n-1

// annulation des coefficients

// de la colonne p

pourg=ptlan

// annulation du coefficient a,

_ 2 2
norme = ap, + agp

si norme =0 alors ¢=1,s=0
sinon c=a, ,/norme, s=a, ,/norme
/I nouvelles matrices A et U
// seules les lignes p et q sont modifiées

A(lpal)- {_CS j A(lp.al-)
C
U(lp.al:)= {_S

Q=tU
R=A

S
}* U(p,ql,:)
C

Méthode de Householder

Les matrices de Householder sont la matrice

identité I et les matrices de la forme

VtV VtV

=1-2
vV vl

(on peut noter H(0)=I)

Hv)=1-2 si vZ0

t

Propriété
Les matrices de  Householder sont
orthogonales.

Théoréme

Soit a un vecteur de R", il existe deux matrices
de Househorder H telles que les n-1 derniéres
composantes de Ha soient nulles.

n
1.si X’|a;| >0, les vecteurs

=2
vi(a) = a+ || a|| e etvy(a)=a- || a|| €
sont non nuls et différents.
 @fale) (a %y

(o 2lafler) (@ aley)

H(vi(a))a=a -

12




o £[a] a,

~a-2(a[ale,)
A" £2 Ja] a, +af

= Flale,

n al
2.si ) |aj| =0, clest-a-dire aZ[ 0 }
i=2
a-a;e;=0 mais
H(a+a,e,)a=H(at+signe(a;) || a || er)a
= - signe(a;)|[all e
I a=a=signe(a;)||alfe

Méthode de Householder

Trouver n-1 matrices de Householder

H,, H, ...H,; telles que

A"= H,... H H))A soit triangulaire
supérieure.

On aura alors A=(H,,... H, H;)'A™et on
prendra R=A" et

Q=(H,,... H, H)'=H,'H,".. . H, "

= tI‘IltHz. . .tHn_l_l

Construction par récurrence
Soit a=A(:,1), il existe v tel que
H,=H(v)a=% || a || el

£
AV=H, A= 0

Supposons que 1'on ait

X
X

K)_ X|—|
A= 0

g

a, = A®¥(k:n,k) est un vecteur de R™*"!
Il existe vy tel que Hi=H(vy)= % " ax || €k

0
Soit wy = [zeros(k-1,1); vi]=
Vk

H(wy) =1, - 2 Wk Wk
(Wi

210 0

n- ——
HVkH 0 thVk

=1

Remarque HWkH = HVkH

0 | Tyoiemr | vidl 0] vic'vi

0 | H(vy)

soit Hk+1 = H(Wk)
(a calculer a partir de v et non wy)

X
X
X

ASD=, AR = .

0

On a donc bien a la fin A™ triangulaire
supérieure.




