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‘ Normes vectorielles

Propriétés : pour tous u, v, a
[vll=0 < v=0etv]=0

a vl =l v|

wtv | <[luf+ vl

Exemples

vl =2v; |

1

”V"2: Z|Vi |2 AV
1
1/p
||v||p=(z|vi |pj
1

Iv]l= max]| v, |
1

Deux normes || " et || " > sont équivalentes s’il
existe deux constantes c et ¢’ telles que
IvI<elviletIvli<eliv]™

Proprieté : ces exemples sont bien des normes
et elles sont équivalentes.
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‘ Normes matricielles

Propriétés : pourtous A, B, o
All=0 = A=0et ||A]|20

oAl =lalf Al
AB <Al + B
laBf<flalls]

Exemple : Norme matricielle subordonnée (a
une norme vectorielle)

A
A= sup \j= sup|AV = sup| A
o M e

Remarque : ||A|| est bien défini car sup|Ayv]|
b=

est bomé en mison de la continuit¢ de

I’application v _, || Av || et de la compacité de

la sphere unité et il existe au moins un vecteur

viel que [|av]=[laf ] v]

Propriétés :
1. La norme subordonnée”A" est bien une
norme matricielle.
2. Pour tout vecteur v, on a || AV"s

"AII IVl
3.

1| =1

A
4. |A|,= sup M= max Ya;]
v v, i

A
5. Al = sup AV, max %|aij|

M,

A
6. A= sup VM JP(A*A) = p(AA%)
2
= A%,

ou p(M) désigne le rayon spectral de Ia
matrice M, c’est-a-dire la plus grande valeur
propre de M en valeur absolue




Théoréme :
Si A est inversible et M est telle que
alors M estinvemsible ;

HA‘I\
Si HAH<1 alos I+A est inversible et

H(I+A)-1H <

14|
siI+A estsinguliére alors |A > 1

Définition :

A estdite a diagonale strictement dominante si
pour tout 1 |aii| > j§i|aij|

Proposition :

Toute matrice a diagonale strictement
dominante est inversible.

m Conditionnement m

Sources d’erreurs dans la résolution des
problé mes numériques

Erreurs d’arrondi
Erreurs de troncature (méthodes itératives)
Erreurs de mesures (données expérimentales )

‘ Conditionnement d’un sys ttme linéaire

Exemple résolution dusysttme A X =B avec
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erreur relative sur les données = 1/200
sur le résultat = 10/1

!

En faisant maintenant varier A
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La matrice A a pourtant bon aspect, son
déterminant vaut 1 et son inverse est tout aussi
sympathique

25 -41 10 -6
-41 68 -17 10
10 -17 5 -3

|
1A=
I ‘6 10 -3 2

‘ Conditionnement d’une matrice

Soient AX =B et A(X+5X)=B+3B
d’ou A §X=5B, A1B=X et A §B=§X
Ona [|B=[|ax| <[ Al | x]|
X[ =ll B[ <[l A ] [B]]
de méme
a8 (<[l Al llax]let [|ax ] <[l a | | 5B
d’ou

L [oB _ Haxu <] 2
IA] A~ [B] = X] Bl

On fait maintenant varier A.

Soient AX =B et (A+dA) (X+3X)=B
d’ou A X +3A X+5X)=0

X =-A' A (X+5X)

lax]l < | A*!}I{IMII ||X+5X5|L

ct s ATy

Définition : conditionnement d 'une matrice
Si A estinversible, cond(A) = || A || || Al ||

d’ou




Théoréme :

1. Soient A une matrice inversible, B un
vecteur non nul, et soient X et X+8X les
solutions des systtmes linéaires AX=B et
AX+3X)=B+3B, alors on a I’'inégalité
LB X _ oy [0
cond(a) B = x| <" g
etc’est la meilleure possible.

Pour vérifier que c’est la meilleure, prendre

uz0 et 3B0 tels que [|A1 5B =[| A1 || ||&B ||
(ils existent)

2. Soient A une matrice inversible, B un

vecteur non nul, et soient X et X+dX les

solutions des systtmes linéaires AX=B et

(A+8A)( X+3X)=B, alors on a I'inégalité
xrax] MR a0

et c’est la meilleure possible.

Pour vérifier que c’est la meilleure, prendre
Y20 tel que | A1 Y] =] A" ||| Y]] et pz0

Supposons maintenant que || 0A || < || Al ||1
alors ||A'1 oA ||< || Al || || oA ||< 1 donc la
matrice [ + A1 A est inversible et

on

e

ona X = - A18A (X+3X)et

X+aX =1+ A1 3A)'X

d’ou, en posant ||A'1 6A||=t

lax]| <t | x+ax]|<t | a+atsa)y:|[x]
< tlxls L X

avec t’= ||A1 || || SA || car la fonction t_,l%t

est une fonction croissante
d’ou

Théoréme :
sifloall < [[At] alors

M <cond(A) ‘

Propriétés
Pour toute matrice A inversible

1. cond(A)>1
cond(A)=cond(A")
cond(@A )= cond(A) pour tout g >0

2. Si A est une matrice normale
(AA*=A*A), en  particulier reelle
symétrique (A 'A ='A A), alors cond,(A) est
¢gal au rapport de la plus grande a la plus
petite valeur propre de A en valeurs absolues.

3. Si A est une matrice unitaire (AA*=A*A=I)
ou orthogonale (réelle et AA'=A'A=I) alors
cond, (A)estégal =1

Remarque : cette propriét¢ montre que les
systtmes linéaires & matrice orthogonale ou
unitaire sont bien conditionnés.




