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Problé me de Cauchy
Si f est une fonction continue d'un domaine

D[OR? dans R, le probléme de Cauchy
consiste a trouver les fonctions y(x) telles que
y’ = fixy)

Y%, =Y,

Définition

On dit que f(x,y) satisfait une condition de
Lipschitz dans un domaine D [J R? s’il existe
une constante L telle que

Ox0O[a,b] Oy,zOR [f(x,y)-f(x,2)(k LOy-z 0

Théoréme

Si dans le domaine D [J R? la fonction f(x,y)
est définie continue et vérifie une condition de
Lipschitz, alors, pour tous (x .y, ) OD il existe
un voisinage dans lequel le probleme de
Cauchy a une solution unique

Exemples
A SR L D N

‘ Méthodes d’intégration a pas séparés

Méthode d’Euler

On définit un maillage d’un intervalle [a,b]
c’est-a-dire une suite {x_, X, ..., Xy} telle que
X, =

X\=b

h=(b-a)/N

X =% Th

puis, si y(x) est une solution du probléme de
Cauchy passant par (x_y ), on calcule des
valeurs approcheées y_, y,, ..., yy en les points
du maillage par la suite récurrente suivante

Yierr = Y% Th XY

Cela revient a remplacer, entre x et x ,, la
courbe passant par (x, .y, ) par la tangente en

(X 5¥ )

Bien str, des erreurs vont s’accumuler de

(X,5¥,) a (XY )

Généralisation

A f(x,y) on associe ¢p(x,y,h) et on définit la
suite des valeurs approchées

‘yk+1 =% thox.y.h)
La  méthode d’Euler correspond a

H.y,h)=f(x,y)
Autre exemple : méthode de la tangente

améliorée avec ¢(x,y,h)=f(x+%,y+% f(x,y))




Définition 1
Une méthode a pas séparés h est consis tante
avec I’équation y’=f(x,y) si

max

a Y(Xk+1il_Y(Xk) — d(xuyh)

-0
h-0

ou y(x) est la solution de y’=f(x,y) qui vérifie
Yo Y(&,)

Définition 2

Une méthode a pas séparés est d’ordre r s’il
existe une constante K indépendante de h telle
que

Y(Xp )Y (Xp)

max b - 0(X,Yoh) | < Khr

k

ou y(x) est la solution de y’=f(x,y) qui vérifie
Yo Y (X,)

Propriétés

- Toute méthode d’ordre > 1 estconsistante

- La méthode d’Euler est d’ordre 1 (donc
consistante) dans tout intervalle ou y" est
bomée.

Définition 3

L’erreur de méthode ou erreur de discrétisation
estégaleae =y —y(x)

Propriété
Si une méthode a pas sépars est d’ordre r, soit
Y&y 7Y (X)

max | S - d(X,yoh) | < Khr

etsi ¢ vérifie une condition de Lipschitz
Uxt [aab] Dy’ZDR |¢(Xayah) - (I)(X,Z,h)| < LIY'Z|

alors I’erreur de méthode est majorée par

\ek\ < ﬁ(eM(Xk_XO)_l) hr

Définition 4
On considere les deux méthodes d'intégration

‘ Yier1 ™ +h q)(xk Yk 7h), yo donné
et

7 =7 +h [p(x 7 h)re ] 2, donné

La méthode définie par ¢ est stable s'il existe
deux constantes M 1 et M2 telles que

ml?x Hyk—zkH < Ml

+ M2 max HskH

—Z
Yo~Zo 3

Définition 5
La méthode définie par ¢ est convergente si

s | 130 |29

Théoréme

Si la méthode définie par ¢ est stable et
consistante, alors elle est convergente.

Méthode de Runge-Kutta
On fait plusieurs calculs de f(x,y) en différents
points a chaque pas.

Meéthode a I point intermédiaire
(2 évaluations)

a =1(x..y)

- ‘h h
B f(X“JFZO( ’yk+20(ak)
Y = Y% Thi(d-o)a +ab]

(méthode d’ordre 2)
on prend habituellement

o=l (et on retrouve la méthode de la tangente

améliorée)
a =1fx.%)
b = fos 0y ha)
Yis1 =Y thb

ou g=1/2, soit

3 = fx.y,)
b =fx th,y tha)=fx., .y +tha)
Yoy =Y th@ +b )2 (méthode d’ordre 2)

ou a=3/4




Meéthode a 2 points intermédiaires
(3 évaluations)

a = f(x.y)

b =fos 0y + Bay)

G = fx th, y +hb)=1fx. .y +hb)
Y1 T X +%[(ak +4b +¢]

(méthode d’ordre 3)

Meéthode a 3 points intermédiaires
(4 évaluations)

la plus classique et la plus utilisée

3 =fx.¥)

b =fix 0,y +ha)

o =fox +,y+ 0

d =f(x +h,y, the)=1x,, .y the)
Vil T % +%[(ak t2h +2¢ 4]
(méthode d’ordre 4)

Généralisation - Sys ttmes différentiels -
Equations d'ordre supérieur

Soit y®) = f(x,y,y", ..., y*1))

En posanty,=y, y,=Y', ..., yp=y<P'1 ), on obtient
un systeme diffé rentiel

y,'=Y,
Y'Y,

yp'—lvzyp
Y, =1 ¥, %5 0 Y,)

qui peut s'écrire

'Y'=F(x,Y)ouY etun vecteur.

Toutes les notions précédentes se généralisent.




