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\Décompositions LU \

On cherche a décomposer une matrice A en
deux matrices L (Left, triangulaire inférieure)
et U (Up, triangulaire supéricure) telles que le
produit LU soit égala A

‘ 1. Motivations

calculs plus rapides, par exemple

- Résolution du systtme AX=B, pour plusieurs
"seconds membres" successif B en e
remplagant par la résolution de deux systemes
triangulaires

LY=B  résolu de haut en bas

UX=Y résolu de bas en haut
Exercice : quelle est la complexit¢ de ce
calcul ?

-Calcul de l'inverse de A par A1 =U"' L!
Exercice : quelle est la complexit¢ de ce
calcul ?

- Calcul de valeurs et vecteurs propres
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3. Décomposition par I’algorithme de Gauss

2@ e version (gauss1) A=LU ou A=PLU

2. Décomposition par la méthode de Gauss
A=LUouA=PLU (théorie)

Si A est réguliere et qu'il n'y a pas d'échanges
de lignes, on a la demi¢re matrice
AD=G)A
ou A® est triangulaire supéricure et
(M G, ) est triangulaire inferieure.
On prend alors
L=(NG)"!
U=A®

S'il y a eu des échanges de lignes, on a

AD=(MG, PRi) A = (NG (NP A

Onaalos A=PLU

avec P= Pk.4i)
L=(NG})
U=A0

Soit A la matrice finale obtenue par la variante
de l'algorithme (2°m¢ version).

Soit L la partie inférieure gauche de A,
diagonale comprise.

Soit U la partie supéricure droite de A dont les
¢léments de la diagonale sont mis a 1.

En utilisant les formules définissant A®)

AR = A®7A®) " pour >k
Ak = A) A(k) *A<k+1)

pOllI‘J>k eti>k

puis en exprimant les L etU en fonction des
A(l*l) et A(1> jon Venﬁe le résultat annoncé.

Exercice : calculer la complexit¢ de la

résolution dusystetme AX =B

1. En calculant L et U puis en résolvant les
systtmes LY=B et UX=Y

2. En résolvant les systtmes LY=B et
UX=Y, connaissant dé¢ja Let U

3. Compareravec la méthode de Gauss




4. Condition de décomposition A = LU

(théorie)

I SN SN S A I N A
‘Proprietes : A inversible admet wune:
- décomposition LU si et seulement si tous ses |

‘mineurs principaux sont inversibles.

§Si I'on impose les valeurs, non nulles, de 1a§
~diagonale de L (ou de U), cette décompos ition%

‘est unique.

Unicité

SiA=LU=L U Lj;=L'j imposés non nuls, on
déduit facilement que L''L' et U U™ sont égales et
¢gales a la matrice identit¢, donc L=L' et U=U"

Existence par récurrence sur n
- sin=I, évident

- sin>l, A= (

b
, j avec A' d'ordre n-1.
b' | a

A' est inversible ainsi que tous ses mineurs
principaux donc estégale a un produit L' U'

L'0 U |l w
on cherche L = , U = avec 1
v |1 0 lu

imposé non nul vérifiant A=LU, c'est-a-dire

L'w=b

L'U L'w o
A= : ,soity vU'=b

vU' | vw+1u
vw+lu=a

d'ou I'on déduit w, v et u d'une mani¢ re unique.

Réciproquement, si A invesible a une
décomposition LU, alors tous ses mineurs
principaux sont non nuls.

Considérer la décomposition par blocs

L' 0 U 'Y
L= U = ou L' et U sont
X L" o u

d'ordre k, alors L'U' =A' d'ordre k a un déterminant
non nul

Remarque 1 : si A n'est pas invesible, il peut
exister des décompositions LU, mais il n'y a pas
unicité.
Exemple :

0O 1)1 OO0 1]1|1 00 1

0 4] [1 1jlo 3] [2 1]l0 2
Remarque 2 : Toute matrice inversible peut étre,
par des pemmutations de lignes, trans formée en une
matrice dont tous les mineurss principaux sont

inversibles. (pivots de Gauss non nuls sans
échanges)

‘ 5. Calcul directde L et U ‘

Avec tous les éléments de la diagonale de L
donnés non nuls.

min(i,j)
Ona a; = kZ_:l likukj

i-1
\ N — . .
D'ou Y= (ai,j - 2Ly M (donn ¢ POUT J21
k=1

J-l ..
Lj=(@y- kz_lli’kuk,j Yu;  pourj<i

On calculera altemativement, les lignes de U
et les colonnes de L.

On retrouve comme condition nécessaire le
fait que tous les mineurs principaux de A
doivent étre non nuls.

a b 1 Ofla b
Exemple[ }: ¢ 1lo d—@ sia?0
a a

_100 b om0
“le 1]/0 d-be sta~e

n'a pas de décomposition LU sia=0 et c#0

Avec tous les éléments de la diagonale de L
donnés non nuls.

1¢r¢ ligne de U :
pourj=lan a; =1, u;
soit, en notation Scilab
ud, )=A(,:)/L(1,1)
Remarque : L(1,1)est donné

1%r¢ colonne de L :
pouri=lan a, =1, u,
soit, en notation Scilab
LG ,1)=A(C, 1)/Ud,1)
Remarque : U(1,1) vient d’étre calculé

On suppose qu’on a calculé les p premicres
lignes de U et les p premieres colonnes de L




(p+1)™ ¢ligne de U : pour j=p+l a n

A1y~ él bWy Tl U
soit U(p+l,p+l:n) =
[A(p+1,p+l:n)—
L(p+1, 1:py*U(L:p, pt1:n)]/ L(p+1,p+1)
U(p+1, 1:p)=0
Remarque : L(p+1,p+1) est donné

(p+1)™ ¢ colonne de L : pouri=p+1 an

ai,p+1 = k§=1 1i,k uk,p+1 +li,p+l up+1,p+l
soit L(p+l:mn, ptl)=
[A(pt1m,p+1)—
Lp+1:n,1:p)*U(:p,p+1)] /U(p+1,p+1)
L(1:p, pt1)=0
Remarque : U(p+1,p+1) vient d’€tre calculé

} (1%¢ligne de U)
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1/{00

1 00214
=3/210](0 (1% colonne de L)
|2 1J/00

[100][2 1 4]
=13/2101/03/2 1 |(2ligne de U)
|2 1][0 0 |

C1.00]2 1 —4]
=(3/210/{03/2 1 | (2°¢colonne de L)
12 21)0 0 |

[1.00][2 1 —4]
=13/210(03/2 1 |3 ligne de U)

2 21110 0 4

A comparer avec la décomposition obtenue par
la méthode de Gauss
20 0112 =2
A={3 3/2 0} {0 1 2/3}
4 3 410 0 1
Rappel : les pivots étaient 2, 3/2 et 4

Autres exemples :

2 1 -4
A={4 2 1 plusieurs solutions
2
2 1 -4
A=l4 2 1 impossible
2 2
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6. Condition pour que la décomposition LU
soit possible

Ona A(l:;p, 1:p)=L{1:p, 1:p) U(L:p, 1:p)
Notation A_= LU
d’ou 1¢ gafité des déterminants

OA, OF 0L, 0 00, O, 0L, 00U, O

Soient A et L, les matrices obtenues en
remplagant la p**© ligne de A et L par la i
ligne de A et L réduites aux p premicres
colonnes, cad Aip =A([1:p-1,i], 1:p)

etL;, =L(I :p-1,i], 1:p)
Ona A(ip = L(i)p Up
E’A(x)%)p.D:DL(i)p ooy, ol .0, 005,0

A(i)p

Tad
si [A [ 0 et si pour tout i DA(i)p -0, 1ip est
incféterminé et peut Etre pris quelconque

sinon la décomposition est impossible

si (A #£0, *

=]
> ip pp




Un mnaisonnement analogue sur les colonnes
donne, avec la notation A_. =A(L:p,[1:p-1,j])
p()
A =L U .
p () P @
ElAp(j)D:DLp Erk EUp(j)D:DLB y EUP -l By :pj
=0k, ) lpp 4 By U =y, By lpp Y%p

si (A [3#0, u. — 1)
p-l > 7pj 1 ‘A 1‘
pp '
. . _ 1 % ‘Ap‘
en particulieru =_L *[F
pp ‘A ’
pp P
si (A , =0 etsipour tout (A, )50, u; est
indéterminé et peut étre pris quelconque
sinon la décomposition est impossible.

(=0si CA [ 0)

Remarque : pour le premier p tel que DAP +0
onau = 0
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Théoréme :

Si A est une matrice réguliere, sa
décomposition LU est possible si et seulement
si tous ses mineurs principaux A, sont
reguliers.

Si on impose les valeurs, non nulles, de la
diagonale de L, la décomposition est unique.

Si A est singuliére, la décomposition est
possible si et seulement si pour chaque mineur
principal A~ singulier, pour tous i et ]
supérieurs a p, tous les A. et Ap(].) sont
singuliers. Tous les A, sont alors singuliers
pour q supérieur a p.

La décomposition n’est pas unique saufsin est
le premierp tel que Ap soit singulier




