Université René Descartes
UFR de mathématiques et informatique

chapitre 1

Résolution des systemes linéaires

Méthode de Gauss

Méthodes numeériques 2003/2004 - D.Pastre
licence de mathématiques et licence MASS

\ Résolution des systémes linéaires

Notations

a11x1 + a1 + ... + a1pxn = b1

az1x1 + aspxo + ... + aopxn = bo N équations
n inconnues

ap1r1 + apoxo + ... + annrn = by,

a1l a1p ... ainp b1
A= a1 a2 ... Aaop B = b2 AX = B

anl1 ap2 ... ann bn

Etude des solutions :

Si dét(A) #= 0 (A réguliere) solution unique
rt+y=3

Exemple : 42y =5

Si det(A) = 0 (A singuliere) systéme dégénéré

(impossible ou indéterminé)

2 +3y =4 2¢ 4+ 3y =4

4 + 6y =5 4r + 6y =8
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Exemples :

\ Théorie

Expression des solutions par la réegle de
Cramer :

_ detg(A)

T = ‘Gercny avec
air - a1k—1 b1 app41 - aip
. a e @21 bo a ooa
déty(A) = | 221 2k-1 b2 ask41 2n
anl - amk_l bn amk_'_l .. Ann

Calcul théorique d’un déterminant

n
dét(A) = Z (—1)1_'_] Qg5 Myj
i=1
ol my; est le déterminant de la sous-matrice
obtenue en supprimant de A la "¢ ligne et la
7€™me colonne

Exercice : évaluer le nombre N, d 'opérations
nécessaires pour calculer un déterminant en
utilisant cette formule.

Aide : on cherchera d 'abord une relation de
récurrence entre N et N,,_1.

\ Méthode de Gauss |

Transformation de A en une matrice triangulaire
supérieure

Exemple :
2r4+y—4z=238 21 -4 8
3r+3y—52=14 A=|3 3 -5 |B=| 14
4x + 5y — 2z =16 4 5 -2 16
21 -4, 8
Notation : A= |3 3 —-5|14
4 5 —-2]16
~1¢" pivot : 2 1 -4/8
2¢Me Jigne - 1¢7¢ ligne x 3/2 0 3/2 1|2
3€M€ |igne - 1°7€ ligne * 2 0 3 6 |0

26¢me piyot : |3/2
3€me |igne - 2¢Me |igne * 2




3¢éme pivot :

4z = -4
Dol @ [3y—1=2
2r+2+4=8

z=-1
y=2
r=1

Remarque : Toutes les matrices intermédiaires
ont le méme déterminant qui est donc égal a
2x3x4=12

Autre facon de conduire les calculs \

(ligne 1) / pivot 1 1/2 —2/4
(ligne 2) - (nouvelle ligne 1)%3 0 3/2 1|2
(ligne 3) - (nouvelle ligne 1)x4 0O 3 6|0
13 2| 4
(ligne 2) / pivot 01 % %
(ligne 3)-(nouvelle ligne 2)*3 00 4 -4
1 1/2 -2 4
0 1 2/3|4/3
(ligne 3) / pivot 0O 0 1 |-1
z= -1 z= -1
D'ou:|y=4/3-2/3z y=2
x=4—-1/2y — (—2)z z=1

Remarque : Le déterminant de A est égal au
produit des pivots, soit 2 * % x4 =12

2¢eme axemple

21 -4
A= |4 2 -7
21 -1
1 1/2 -2
la 1¢7¢ étape donne: | 0 O 1
0O O 3

Le systeme est impossible ou indéterminé

exemples
8 4 8 4
B=|15| — | -1 B=|15| — | -1
9 1 5 -3
z=-1
z = % =-1 Yy quelconque
r=2-y/2

3¢me exemple

21 -4
A= |4 2 -7
2 2 -1
1 1/2 -2
la 1¢"¢ étape donne : |0 0O 1
0o 1 3

Il n'y a plus qu’a échanger la 2¢€ et |la 3¢™€ligne




\ Résolution |

2 phases :
- éliminations — systéme triangulaire équivalent
- substitutions — résolution

On suppose que A est de rang n

On suppose a1 non nul (sinon on fait un
échange de lignes).

On résout la premieéere équation par rapport a
x1 et on remplace dans les autres équations.

On obtient le systeme équivalent

a1 + aj1pxn + —|— A1nIn — bl

“.(2):1:1 + a( ):132 + ...+ aT(L%)xn = b7(12)

avec A5~ = Gij — alla’lj/ 11
2
b( ) = b; — aibi /a1
et‘a@)—o pour i > 2

pour 2 <4,57<n

\ Itérations |

On recommence avec le pivot a%) SUPPOSE non

nul sinon on fait un échange de lignes, etc ...

En posant A , 11 = B et A1) = A, a I'étape
k, avec le pivot a(k) #0,ona Akt =

[ (1) (1) (1) (1)

ajy (2) a%g) a’%ér)L+1

0 ayy ... agy 9241
(k) (k)

Ak Ak nt1

0 (k+1) (k+1)
Qpt1k+1 | k1041
(k-l-l) (k-i-l)
L 0 0 nk+1 nn+1

G (R) (k) (k)/ (k)
" ?Jour13+1<z<netk+1<g<n+1

(jk'i'l)—o pour k+1<i<netj=k

(k+1) = a(k) sinon

Remarque : det(A) = =+ le produit des pivots.
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\ Fin de la résolution |

A la (n — 1)®™€ étape, on a une matrice
triangulaire supérieure

I AT e I
0 o2 . 0@ o | |m| |2,
0 0 oa® o a® | a7 a0,
o 0 0 oam |t a0, ]
Aln) X B™)

On remonte facilement, en commencant par
In

Tn = 7(1n72+1/a(n)
’ _(az n+1 az( z)—i—lxl‘i‘l_ _az(,ij)xj_'"_az(,ir)zx”)/az(fi)
(1) (1) (1)

afpan) /o]
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1 =(a1 1701 2Tif 1A ST

\ Notation matricielle
Avec les matrices de Frobenius

1 0 0

0 1 0
G = —a]g’jzl k/a(k) 1 ...0

0 —anglz/a(k) 0O .. 1

de déterminant égal a 1 on a A+ = G, xAK)

Dot AW = G,_1 % ... x G * G1 * Ajpitiale
L=(LG) tetu=am
Ainitiale =LxU
avec L triangulaire inférieure
et R triangulaire supérieure
et det(A'mztmle) — det(A(n)) - Hk: a'(k)
= produit des pivots

En posant
on en déduit
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Algorithme

pour k=1an
Si agr = 0 alors

s'il existe i > k tel que a;; =0

alors échanger les lignes i et k

sinon | la matrice est singuliere

stop

{Ie pivot ap 7= 0 }
pour i =k -+ 1 a n, retrancher a la ligne ¢

la nouvelle ligne k multipliée par a;./ay

(colonnes de k a n
ou méme, seulement k+ 1 a n)

Tn = appt1/0nn
pouri=n-—1al

i = (@41 = Djmjip1 @i * T5)/ i

ou : en rangeant les valeurs des solutions dans
la (n+ 1)¢™€ colonne de A :

Apn+1 = an,n—i—l/ann
pouri=n-—-—1al

ain41 = (@41 — ey @ij * @nt1)/ i

\ Premier programme Scilab

A=[251’_4;3,3’_5;4:5:_2] s
B=[8;14;16],
n=3

// copie de B dans la colonne n+l de A
for i=1:n, A(i,n+1)=B(i), end

for k=1:n , // etape k
for i=k+1:n , // nouvelle ligne i
for j=[n+1:-1:k], // pourquoi pas [k:n+1] 7
A(i,3) = A(4,j) - AGL,k)*A(k,j)/A(k,k),
end, //
end,
end,

// remontee, calcul des xi dans le vecteur X
X(n)=A(n,n+1)/A(n,n),
for i=[n-1:-1:1],
X(1)=A(i,n+1),
for j=i+l:n, X(i) = X(i) - X(j)*A(i,j); end,
X(i) = X(i)/A(i,1),

end,
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‘ Meilleur Scilab | puis I'ensemble des lignes i
for i=k+1:n,
La copie de B dans la colonne n+41 de A Ali,kin+l) =
b . ] . A(i,k:n+1) - A(i,k)*A(k,k:n+1)/A(k,k),
for i=1:n, A(i,n+1)=B(i), end 4
end,
peut étre remplacée par A(C:,n+1) = B oar

ou A = [A,B]

La nouvelle ligne i
for j=[n+1:-1:k],
A(i,j) = A(i,j) - A(i,k)*A(k,j)/A(k,k),

end,

peut étre remplacée par
A(i,:)=A(i,:)-A(,k)*A(k,:)/A(k,k)
ou, mieux par
A(i,k:n+1)=A(i,k:n+1)-A(i,k)*A(k,k:n+1) /A(k,k)

A(k+1:n,k:n+1) =
A(k+1:n,k:n+1) - A(k+1:n,k)*A(k,k:n+1)/A(k,k)

Dans la remontée,
X(i)=A(i,n+1),
for j=i+l:n, X(i) = X(i) - X(j)*A(i,j); end,
X(1) = X(1)/AG,1),
peut étre remplacé par
X(1) = (Ad,n+1)-A(i,i+1:n)*X(i+1:n))/A(di,i),

Pourquoi ne peut-on pas remplacer cette derniere
boucle for i= ... 7




fonction Scilab

function X = gaussO0(A,B)

n=size(A,’c’) // calcul de la taille de A et
if ~ size(A,’r’)==n // verif carree
then X=’matrice non carree’, return, end

// copie de B dans la colonne n+l de A
A(:,n+1) =B // ou A = [A,B]

for k=1 :n, // etape k
if A(k,k)==0 then X=’pivot nul’, return end,

// nouvelles ligne i
A(k+1:n,k:n+1) =
A(k+1:n,k:n+1)-A(k+1:n,k)*A(k,k:n+1)/A(k,k)
end,

// remontee, calcul des xi dans le vecteur X
X(n) = A(n,n+1)/A(n,n),
for i=[n-1:-1:1],

X(1i) = (A(i,n+1)-A(i,i+1:n)*X(i+1:n))/A(i,1),
end,
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| Recherche de pivot non nul

if A(k,k)==0 then //recherche pivot non nul
printf (’pivot nul %d’,k),
if k<n then i=k+1,
while(A(i,k)==0 & i<n ), i=i+1,
end,
else i=k,
end,
if A(i,k)==0 then X=’matrice singuliere’,
return
else printf(
’on echange les lignes %d et %d’,k,i),
aux=A(k,:),A(k,:)=ACi,:),A(i,:)=aux
// ou mieux A([k,i],:)=A([i,k],:),
end,

end,
printf (’pivot=Yf’,A(k,k)),
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] Calcul du déterminant

Si on a effectué p échanges de lignes
dét(A) = (—1)P a1q a$2... ol

Si le calcul n'a pas pu se poursuivre jusqu'au
bout, car il n'y avait pas de pivot non nul
det(A) =0

Cet algorithme permet ainsi de calculer, rapi-
dement, le déterminant.
Inutile, donc de le calculer avant

programme complet
avec impressions intermédiaires
et calcul du déterminant

function X = gaussO(A,B)

n=size(A,’c’) // calcul de la taille de A et verif carree
if ~ size(A,’r’)==n then printf(’matrice non carree’),end

// copie de B dans la colonne n+l de A
A(C:,n+1) =B
print(6,4),

ech=1 // pour le nombre d’echanges (parite)

for k=1 :n , // etape k
if A(k,k)==0 then // recherche d’un pivot non nul
printf (’pivot nul a 1’’etape %d’,k),
if k<n then i=k+1,
while(A(i,k)==0 & i<n ), i=i+i,
end,
else i=k,

end,
if A(i,k)==0 then X=’matrice singuliere’, return
else printf(’on echange les lignes %d et %d’,k,i)
A([k,i],:)=A(C[i,k]1,:),
ech=-ech,
print(6,4),




printf C’pivot=yf’,A(k,k)),

for i = k+1 : n, // nouvelle ligne i
A(i,k:n+1) = A(i,k:n+1) - A(i,k)*A(k,k:n+1)/A(k,k)
end,
// ou mieux
// A(k+1l:n,k:n+1) =
// A(k+1:n,k:n+1)-A(k+1:n,k)*A(k,k:n+1)/A(k,k)

printf (’etape %d’,k),
print(6,4),
end,

de = ech,

for i=1:n, de=dex*A(i,i), end,

// ou mieux de = ech*prod(diag(A)),
printf (’determinant=Yf’, de),

// remontee, calcul des xi dans le vecteur X

X(n) = A(n,n+1)/A(n,n),

for i=[n-1:-1:1], // remontee : calcul des xi
X(i) = (A(i,n+1) - A(i,i+1:n)*X(i+1:n))/A(i,1),

end,

printf (’solution’),

Ce programme se trouve a |'adresse
http://
www.math-info.univ-paris5.fr/"pastre/meth-num/gaussO
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| Gauss 2°¢ version

O(n re)marq(u<)a qu? ()ja(n§ Ia(fg)rmule
k+1) _ (k k) (k k
@ij = aj;” —ag agy [agy,

on fait la division de ag;-) par a,(cl,? pour toutes
les valeurs de 1.

On va commencer par diviser la ligne k du pivot
par le pivot a,g,? et retirer a la ligne 7 la nouvelle

ligne k& multipliée par al(]’;)

On calculera alors une nouvelle ligne k par

(k+1) _ (k) , (k
Qg4 = ag; /o
pour j =k (ou k+1) an+1
en remarquant que a](cl;."'l) =0sij<k

et que a1 =1
puis les nouvelles lignes ¢
o = alf) o
pouri=%k-+1anet
j=k(ouk+1)an4+1 (lignei
en remarquant que pour j < k, aif"'l =0
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Avec une seule matrice pour mémoriser tous
les A(F)

aj = agj/agg

puis Qjj = Qjj — Qjf Ofj

puisqu'il s'agit du nouveau ak;

Pour la remontée, on économise aussi les divi-
sions par les pivots.

De plus, zn se trouve dé€ja dans ay, ;41

Nouvel algorithme

pour k=1an

si apr = 0 alors
s'il existe ¢ > k tel que a;; 70
alors échanger les lignes i et k
sinon | la matrice est singuliere
stop
{le pivot ag # 0 }
diviser la ligne k par agy
(pour les colonnes k a n ou,
variante k4+1 a n)
pour i =k -+ 1 a n, retrancher a la ligne 3
la nouvelle ligne k multipliée par a;;
(colonnes de k a n+ 1 ou,
variante k+1an-+1)
pouri=n-—1al

(calcul des solutions dans a; ,,+1)
Win41 = Cin41 — Lo—iq1 %ij * Gnt1




| Programmation

for k =1:n, // etape k
if A(k,k)==0 then ...
//nouvelle ligne k
A(k,k:n+1) = A(k,k:n+1)/A(k,k),
for i = k+1 : n, // nouvelle ligne i
A(i,k:n+1) = A(i,k:n+1) - A(i,k)*A(k,k:n+1)
end,

end,

\ Variante

for k =1 :n, // etape k
if A(k,k)==0 then ...
//nouvelle ligne k
A(k,k+1:n+1) = A(k,k+1:n+1)/A(k,k),
for i =k+1 : n , // nouvelle ligne i
A(i,k+1:n+1)=A(i,k+1:n+1)-A(i,k)*A(k,k+1:n+1)
end,

end,
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\ Exercice |

Exécuter la variante avec I'exemple du début.
Si A est la matrice finale, on définit alors les
matrices suivantes :

L est la partie triangulaire gauche inférieure de
A, diagonale comprise

U est |la partie triangulaire droite supérieure de
A, sans la diagonale dont tous les éléments
sont égaux a 1.

Calculer le produit LU. Que constatez-vous ?

Peut-on généraliser le résultat pour une ma-
trice A quelconque ?
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Recherche du pivot maximal

On a intérét a avoir des pivots les plus grands
possibles, sinon ils peuvent devenir trés petits
et pris égaux a 0 en machine.

On choisira donc comme pivot les plus grand
des ay; en valeur absolue, et on échangera les
lignes k et [

Programme

amax=0, 1=k, // recherche du pivot maximal
for i=k:n

absA=abs(A(i,k))

if absA>amax then 1=i, amax=absA, end
end
if amax==0 then X=’matrice singuliere’, return,
end
if 1<> k then A([k,1],:)=A(C[1,k],:),

// aux=A(k,:),A(k,:)=AC1,:),A(1, :)=aux
ech=-ech,

end,
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| Complexite

Nombre d'opérations effectuées
(Gauss 2¢™€ version) :

nouvelle ligne k (ligne du pivot)
k=1:n 1 division
i=k:n-+1 |soit au total

SP_ (n—k+2) = 23~ 2 givisions

nouvelles lignes i
k=1:n 1 multiplication
i=k+1:n et 1 addition
j=n-+1:-1:k | soit au total

remontée
i=n—1:—1:1 | 1 multiplication et 1 addition

j=t1+1:n soit au total

St (n — i) = o) o 2

2 3
Au total, de I'ordre de ”7 divisions, % multi-
3

plications et additions, soit 2% Opérations
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\ Retour sur la notation matricielle |

S’il y a des échanges de lignes, la formule avec
les matrices de Frobenius sera modifiée en util-
isant les matrices de transposition

1si (k=ietl=1j)
. ou(k=jetl=r1)
P )k = ou(k=letk#ietk#j
0 sinon

Exercices
- Montrer que P(i,j5)A échange les lignes i et
j de A et que A P(i,7) échange les colonnes 1
et j
- Soit E(4,7) telle que

E(ivj)k',l =
Montrer que P(i,7) =
- Montrer que si A est une matrice réguliere,
il existe une matrice de permutation P, une

matrice triangulaire inférieure L et une matrice
triangulaire supérieure U telles que A= P LU
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lsik=dietl=y
0 sinon




