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1 Introduction

La démonstration automatique de théorémes peut étre étudiée d’un point de vue logique, on

s’intéressera & des théorémes de la forme

Vz[P(z) = Q(z)] A P(a) = Q(a)
par exemple, ou plutét d’'un point de vue mathématique, on s’intéressera plutot alors a des
théorémes de la forme

VAVB P(AUB)=P(A)UP(B)
ot P(A) est ’ensemble des parties de A défini par I’énoncé

VAVX(X e P(A) & X C A)

ou encore d’un point de vue résolution de probléemes pour travailler dans tout domaine dont les
connaissances peuvent s’exprimer dans le calcul propositionnel ou le calcul des prédicats.

Le travail logique peut étre d’abord théorique, s’intéresser & la validité, & la complétude et &
Iefficacité des méthodes utilisées, puis donner lieu & des applications dans n’importe quel domaine,
mathématique ou autre. On peut aussi, d’'un point de vue applicatif, sans renoncer bien sr
a la validité des méthodes employées, ne pas en exiger la complétude, et privilégier efficacité
pratique & Defficacité théorique, selon le principe qu’il vaut mieux échouer & démontrer certains
théorémes mais en démontrer un certain nombre d’autres en un temps raisonnable !, plutot qu’étre
théoriquement capable d’en démontrer beaucoup plus, mais dans un temps déraisonnable 2.

Le Principe de Résolution est 1a méthode la plus employée, & tel point que certains auteurs l’ont
utilisée comme synonyme de Démonstration Automatique de Théorémes. Mais d’autres méthodes
sont aussi employées, comme la Déduction Naturelle ou comme des méthodes dites naturelles qui
s’inspirent de la Déduction Naturelle sans en avoir la rigueur ni le formalisme et utilisent des
méthodes proches de celles utilisées par les étres humains.

Le Principe de Résolution et les principales stratégies utilisées ont été présentés dans le cours
“Logique et Principe de Résolution” [15]. De nombreuses autres stratégies ont été définies pour en
améliorer Defficacité pratique.

Le but de ce cours-ci est de présenter et étudier des méthodes naturelles.

2 Historique

Le premier programme d’intelligence artificielle a été un programme de démonstration automatique
de théorémes en calcul propositionnel, appelé LOGIC THEORIST [12]. Le premier objectif de
Newel, Shaw et Simon était en 1954 un programme qui puisse jouer aux échecs. Ce travail a d’abord

I Notion floue et subjective pouvant étre selon les applications et le but poursuivi de quelques dixiémes de
secondes a plusieurs heures ou méme jours.
2 Pouvant atteindre des années ou des millions d’années.
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conduit & la création du langage IPL1 (ancétre de LISP) en 1956 puis au LOGIC THEORIST,
également en 1956. Le programme d’échecs, appelé NSS (pour Newel, Shaw, Simon) [13] a la
méme structure que LOGIC THEORIST et introduit les notions de situations souhaitables et
d’heuristiques puis a été suivi du programe GPS (General Problem Solver [14]), resté longtemps
célébre, qui introduit la construction de buts et de sous-buts et étudie les différences entre
situations.

En 1958, Newel et Simon pensent qu’avant 1968 un programme sera champion d’échecs et
démontrera un important théoréme de mathématiques.

En 1960, Gelertner [11] réalise un programme en géométrie. Ses performances ne sont pas trés
grandes mais les idées sont intéressantes. Il a en particulier donné une démonstration plus simple
que la démonstration classique du théoréme affirmant que si un triangle a deux cotés égaux alors
il a deux angles égaux >.

En 1960, Wang [17] réalise un démonstrateur utilisant des séquents, complet pour le calcul
propositionnel, avec des résultats encourageants pour le calcul des prédicats du premier ordre.
Quelques exemples de séquents et de régles seront donnés dans la section 3.

En 1965, c’est le grand tournant, le Principe de Résolution de Robinson [16] donne une
méthode compléte pour le calcul des prédicats du premier ordre. Son programme est utilisé en
démonstration automatique de théorémes mais aussi en vérification de programmes et pour la
manipulation d’objets. De plus, le Principe de Résolution (dans une version restrictive et non
compléte) a donné naissance au langage PROLOG qui est devenu a la fois un langage de description
logique et un langage de programmation. Les avantages du Principe de Reésolution (on dira alors
simplement “de la Résolution”) sont sa simplicité et son efficacité théorique. Sa faiblesse est son
manque d’efficacité pratique : qu’un théoréme ne puisse pas étre démontré ou puisse 1’étre dans
trois millions d’années ne change rien pour un observateur humain! Il y eut ensuite beaucoup
d’articles théoriques, et de nombreuses stratégies, complétes ou non, ont été écrites pour améliorer
lefficacité pratique. Beaucoup plus tard, grace & de nombreuses autres techniques et aussi grace
a l'augmentation de puissance des ordinateurs, plusieurs démonstrateurs basés sur le Principe de
Résolution ont maintenant de bons résultats pratiques en démonstration automatique, que ce soit
pour des théorémes de mathématiques ou en résolution de problémes.

En 1971, Bledsoe réagit & ’engouement pour le Principe de Résolution en réalisant le démonstrateur
PROVER [5] qui combine des méthodes naturelles (SPLIT et REDUCE) et la Résolution. Il décrit
quelques résultats de son programme en théorie des ensembles, meilleurs que ceux obtenus avec
la Résolution seule. En 1972 il ajoute un puis deux modules, IMPLY et HOA [7, 10], et n’utilise
plus du tout la Résolution. Il introduit la terminologie de Déduction Naturelle (Natural Deduction)
bien qu’il ne s’agisse pas exactement de la Déduction Naturelle, théorique, des logiciens.

3 Les séquents de Wang

Dans le programme de Wang [17], en 1960, un énoncé se présente ou la forme de séquents

¢17 ¢27 ) (bn = 1/}17 7’¢)m

qui correspondent & 1’énoncé logique

PL NP2 A io APy — Y1 Voo V Uy,
Des schéma de régles transforment ces séquents, par exemple

3 Dans la démonstration classique et enseignée, on suppose que AB = AC, on trace la médiane AI du triangle
ABC, les deux triangles AIB et AIC sont égaux car il ont leurs trois cotés égaux donc leurs angles ABI et ACT
sont égaux. Le programme, lui, considére simplement I’égalité des triangles ABC et ACB pour conclure a I’égalité
des angles B et C. Il semblerait que cette démonstration soit maintenant enseignée. Noter deux raisons qui font que
le programme a découvert une démonstration plus simple que la démonstration classique. D’abord I’étre humain est
trop savant, dés qu’on lui parle de cotés égaux il pense isocéle et voit tout de suite la hauteur-médiane-médiatrice.
D’autre part il ne pense pas a considérer le triangle AC'B car, contrairement au programme, il le voit identique au
triangle ABC.
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(..., X>Y .) devient (.., X=..,Y,..)
(.= ., XANY,.) donne (.= ..,X, ..)

et (.= ..,Y.)
(.., XAY,...=> ) devient (..., XY, .= ..)
(., X—-Y . ..=.) donne (..=X,..)

et (..,Y, .=.)

(o, X=X, ) devient wrai

Un théoréme & démontrer est ainsi remplacé par un ensemble de séquents qui devront tous étre
vrais.

Ce programme est complet pour le calcul propositionnel et a eu des résultats encourageants
pour le calcul des prédicats.

4 Le Principe de Résolution de Robinson

En 1965, bien que simple et efficace sur le plan théorique (complet pour le calcul propositionel
et le calcul des prédicats du premier ordre), le Principe de Résolution de Robinson [16] s’est
révélé peu efficace sur le plan pratique & cause de la croisance exponentielle du nombre de clauses
générées. Beaucoup de clauses sont inutiles ou redondantes. Il n’y a pas de but intermédiaire. Tout
est sur le méme plan, les prédicats intermédiaires comme les concepts importants.

Il y eut beaucoup de travaux dont certains seulement théoriques, de nombreuses améliorations,
diverses stratégies 4 préservant ou non la complétude.

La restriction aux clauses de Horn est une simplification intéressante, qui a conduit & la
définition du langage PROLOG, mais exclut les problémes comportant des buts disjonctifs.

Nénamoins, grace aux progrés des techniques et des ordinateurs, les systémes basés sur le
Principe de Résolution ont maintenant de bons résultats pratiques.

5 La Déduction Naturelle de Bledsoe

En 1971, Bledsoe [5] montre qu’un prétraitement par des méthodes naturelles conduit & des
preuves plus rapides (et plus lisibles ...). Avant d’utiliser la Résolution, son programme PROVER
applique d’abord les deux modules SPLIT, général pour les mathématiques, et REDUCE, qui
comporte des réecritures générales ou spéciales pour la théorie des ensembles. Le traitement de
I’égalité d’ensembles et de 'inclusion est également spécifique, ainsi que ’application de quelques
théorémes connus (built-in).

5.1 SPLIT

Ce module décompose et réécrit le théoréme & démontrer.
ANB donne  deux sous-théorémes A et B
A~ B devient (A — B)A (B — A)
VaP(x) " P(x)
A=B " vrai si A est identique a B
p— (A — B) " pANA— B
p—ANB " (p—A)A(p— B)
pVg— A " (p— A)A(g— A)
A — VaP(x) " A — P(y) ou y est une nouvelle variable
JzP(x) — D " P(y) — D "

n

x =1y — P(z,y) P(y,y) si y est une variable

De plus, une subroutine OR-OUT essaie de convertir les formules en pV g — Aoup — AA B de
facon & permettre ’application de SPLIT.

4 stratégies positive, négative, de 1’ensemble support; hyper résolution, démodulation, paramodulation,

weighting, etc.

3
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Par exemple AA (B V C) — D devient (AAB)V (AAC) — D qui pourra ainsi étre découpé
en (ANB)— Det (ANC)— D

5.2 REDUCE

1l s’agit ici de réécritures spéciales pour la théorie des ensembles.
se ANB devient s€ AAseB

se AUB " seAVseB
s€eP(A) " SCA

se{A} " S=A

s€oF " Jy(ye FAz €y)
CCANB " CCcANCCB
AuBcCC " AcCABcCC
{C}C A " CeA

ACo " A=¢

ou générales
ANA devient A

AV A " A
-(AAB) " -AV-B
-(AV B) " -AN-B
- VzA " Jdz—-A

- dzA " Vx—-A

5.3 Traitement de I’égalité et de ’inclusion d’ensembles

Définitions
A=B devient ACBABCA
p=A=B " p=ACBABCA
ACB " Vit (te A=te B)
p=ACB " p=Vt(te A=teB)

built-in théorémes
¢ C A devient wrai

5.4 Induction

Un raisonnement par induction peut étre effectué si une formule contient I’ensemble des entiers w.
Un prétraitement commence par la convertir dans la forme
N cw= ¢(N)
ce qui donne deux formules
6(0)
et N € wAod(N) = ¢(suc(N))
qui sont démontrées séparément.
La difficulté est bien str de trouver la bonne hypothése d’induction.

5.5 Controéle

Le controle est programmé : PROVER applique successivement SPLIT, REDUCE, puis le
Principe de Résolution avec un temps limite, puis essaie un raisonnement par induction, et enfin
traite les égalités et inclusions.

4
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5.6 Exemples

1. Théoréeme a démontrer

P(A)NP(B) = P(AN B)

Démonstration
Remplacement de I’égalité

P(A)NP(B)CP(ANB) AN P(ANB) C P(A) N'P(B)

Découpage
(1) PA)NP(B)CPANB)
teP(A)NP(B)=teP(ANB)

te P(A)ANte P(B)=teP(ANB)

tCANtCB=tCANB
tCANtCB=tCAANtCB

vrai car chaque partie de la conclusion

est contenue dans les hypothéses

(2) P(ANB)CP(A)NP(B)

démonstration
analogue

vrat

Par la Résolution seule, la démonstration est longue et fastidieuse (une dizaine de clauses au

départ).
2. Théoréeme a démontrer

oll w est ’ensemble des entiers,

avec comme théorémes connus (reference theorems)

x € suc(x)
T €w— suc(s) Ew
suc(z) = x U{x}

Ce théoréeme est démontré par induction.

W =0ow

5

Remplacement de 1’égalité et découpage en deux sous-théorémes

(1)

w Cow

tew— Jr(zewAt €x)
démontré par la Résolution

(21)
tel0—-tew
false -t e w
true

(221)
tex ANz EwAVs(s€Ex —s€Ew) >t EwW
démontré par la Résolution

(2)
ow Cw

W(rewAnter) >tew

TEwNteErx—tcw

essaie 'induction en transformant en
rEw—(ter—tew)

qui donne deux nouveaux sous-théorémes (21) et (22)

(22)
TEWAVs(s€x — s€w)— (t € suc(z) =t €w)
tesuc(zx) Ns EwAVs(s€Ex —>s€Ew) >tEw
texzU{z} Az cwAVs(s€r —s€cw) >tEw
(tezVi=z)AzcwAVs(scerx—scw) -tEw

qui donne de nouveau deux sous-théorémes (221) et (222)

(222)
t=xANzcwAVs(scr—scw)otcw
tewAVs(set—scew)—tew

true

5 En théorie des ensembles, les entiers sont définis de la fagon suivantes : 0 est 1’ensemble vide ®, n+1 est suc(n)

qui est défini comme nU {n}
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TAB. 1 — Quelques régles de IMPLY ou IMPLY (E, R) est noté [E, R)

INPUT ouTPUT
1. | [H— C,R] If H=C, then | true
If there is a substitution o
which unifies H and C,
(i.e. H, = C,) then | o
2. | [AAB, R I [A, R yields o1
and [B, R] yields 02 then | 01,02
3. |[AV B,R] If [A,R]yields o1 then | ol
If [B,R] yields 02 then | 02
4. [(A— B) = C,R] | If [B— C,R]yields ol
and [R — Ay1,nil] yields 02 then | 01,02
5. H — (A— B),R] [HANA— B,R|
6. AV B — C,R] If [A— C,R]yields o1
and [B,1 — C, R] yields 02] then | 01,02
7. | [H— AV B,R] If [H — A,R]yields o1 then | ol
If [H — B, R] yields 02 then | 02
8. | [H— AN B,R] If [H — A, R]yields ol
and [H — By,1, R] yields 02] then | 01,02
9. |[ANB—-C,R If [A— C,RA B]yields o1 then | ol
If [B— C,RAA]yields 02 then | 02
10. | [H — —AV B, R] HANA— B,R]
11. | (FAAB — C,R] B — AV C,R|
12. | (-H —- C,R R — CV H,nil]
13. | (H —--C,R H A C — nil, R
14. | (A=B — C,R] R’ and C’ are gotten by replacing
Bby Ain Rand in C [RN — C', nil]
15. | (H - A= B,R] If there is a substitution o,
which unifies A and B then | o

6 Les améliorations

6.1 IMPLY

Puis, dans [6], il n’y a plus du tout de Résolution, les précédentes techniques, et d’autres, sont
effectuées par une procédure IMPLY (E, R) dont on trouvera un apercu dans la Table 1.

FE est I’expression examinée, R une réserve.

IMPLY cherche la substitution la plus générale o telle que (R — FE), soit vraie et renvoie o,
ou true si o est vide, ou nil en cas d’échec.

Pour démontrer E, on appelle IMPLY (E, nil) aprés avoir effectué une sorte de skolémisation
partielle “4 'envers”. Ce sont les transformations qui seraient faites sur la négation du théoréme a
démontrer :

- un quantificateur universel en conclusion (énoncé Vo P(z) ou H — VzP(x)) donne une constante
Zo, que 'on doit interpréter comme “soit x,, montrer P(x,)”;

- un quantificateur existentiel en conclusion (énoncé 3z P(x) ou H — JzP(z)) donne une variable
x, que ’on doit interpréter comme “on cherche z tel que P(x)”;

pour un énoncé IzVyP(z,y), “on cherche x tel que P(x, s(x))” ot s(x) est une fonction de Skolem ;
- un quantificateur universel en hypothése (énoncé VaP(z) — C')) donne une variable z, que ’on
doit interpréter comme “on cherche x qui vérifie P et qui permettra de montrer C”;

- un quantificateur existentiel en hypothése (énoncé JzP(z) — C) donne une constante z,, que
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I’on doit interpréter comme “on a x, qui vérifie P, montrer C”.

Exemplel
Théoréeme a démontrer

P(y) AV (P(x) — Q(z)) — Q(y)

P(yo) A (P(x) = Q(x)) = Q(yo)

transformé en

Appels successifs de IMPLY :
L IMPLY (P(y,) A (P(x) — Q(x)) — Q(y,), nil)
1.1 IMPLY (P(yo) — Q(y,), P(z) — Q(z))) par régle 9
échec
1.2 IMPLY ((P(x) — Q(x)) — Q(v,), P(y,)) par régle 9
1.2.1 IMPLY(Q(x) — Q(y,), P(y,)) par régle 4.1
renvoie o = [y,|z] par régle 1
1.2.2 IMPLY(P(y,) — P(z),,nil) par régle 4.2
renvoie true (régle 1)

Exemple2
Théoréme & démontrer
JaVyP(x,y) — VsItP(t,s)
transformé en
P(xo,y) — P(t, o)

IMPLY(P(z,,y) — P(t, s,), nil) renvoie [z,|t, s,|y]

Exemple3
Non-théoréme
VyJzP(x,y) — JtVsP(t, s)
transformé en
P(z(y),y) — P(t,s(1))

IMPLY (P(z(y),y) — P(t, s(t)), nil) échoue car on ne peut unifier y et s(z(y)) (test d’occurrence).

6.2 IMPLY et HOA

Puis, dans [10], IMPLY(E, R) est remplacé par deux procédures, IMPLY(H,C) (nouvelle
version) et HOA(B, C'), décrites dans les Tables 2 et 3, qui s’appellent récursivement ['une ’autre
et renvoient une substitution 6 telle que Hf = C¥6, ou true si le théoréme H — C a été démontré,
ou nil s’il n’a pas été démontré.

La complétude n’est pas assurée.

Au départ, pour démontrer un énoncé F, on appelle IMPLY (nil, E).

IMPLY est spécialisé pour les découpages (conclusions conjonctives ou hypothéses disjonctives),
diverses manipulations de la conclusion (négations, définitions) et le chainage en avant (forward
chaining), optionnel.

HOA est spécialisé pour les disjonctions (conclusions disjonctives ou hypothéses conjonctives),
le traitement des égalités et des nombres, et le chainage arriére (backward chaining), optionnel.
Quand IMPLY ne peut rien faire, il appelle HOA.

Quand c’est possible, HOA transforme les énoncés pour qu’ils puissent étre traités par les régles
de IMPLY.
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IMPLY : les régles sont données dans la Table 2

e Le REDUCE de [5] est enrichi de quelques réécritures, par exemple
t € {z|P(x)} devient P(t)
te A " P(t) si A est défini comme {z|P(z)}
range Az f(x) " {y | 3z(y = f(z)}
e Des définitions sont données (Table 4).
Elles sont skolémisées au sens de la section 6.1. Par exemple, en conclusion 'inclusion A C B, de
définition
Va(r € A— x € B)
est remplacée par
(zo € A— 1z, € B)
en hypothése, elle est remplacée par
(re A—z€B)
e “forward chaining" (étape 7.1), optionel, fonctionne ainsi :
si P'6 = P6 alors une hypothése P’ A (P — Q) devient P’ A (P — Q) A Q0
“PEEK forward chaining" (étape 7.2), optionnel, fonctionne ainsi :
si P'6 = PO et A a la définition P — @ alors une hypothése P’ A A devient P’ A A A Q6

HOA : les régles sont données dans la Table 3.

e ANDS (étape 7) est une mini version de IMPLY.
e Le H de I'étape 7.2 est le H ayant appelé HOA.
e CHOOSE(a,b) est égal & a (ou a b), et OTHER(a, b) est égal 2 b (ou a a).

Exemplel
Théoréme a démontrer

Vy[P(y) AVa(P(z) — Q(x)) — Q(y)]

P(yo) N (P(z) — Q(z)) — Q(yo)
Dans la suite on écrira H = C pour un appel & IMPLY (H, C)
soit pour commencer 6

transformé en

il > Plu) () Q) = Q)
par 17 P(yo) 1 (P(z) — Q(a)) = Qly)
par H6 P(y ) Q(Yo) renvoie nil
par HG.2 (P(z) — Q(x)) = Qlyo)
par H7 ANDS( (x), Q(yo) renvoie [y,|z] (back-chaining)
par I7.2 P(yo) A (P(z) — Q(x)) = P(y,)
par H6.1 et H2 renvoie true
par H7.4 renvoie [y,|x] pour (1)

Avec les nouvelles notations de IMPLY /HOA, cette démonstration par chainage arriére est identique
a celle de la section 6.1

Avec le chainage avant, optionnel, on obtient plus rapidement, a partir de
P(yo) A (P(z) — Q(2) = Q(y,)
par I7.1 P(yo) A (P(z) — Q(2)) A Q(Yo) = Q(Yo)
puis comme précédemment par H6.2 et H2 puis H7.4

6 Tn (resp. Hn) est la régle n de IMPLY (rep. HOA).
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IF

TaB. 2 - IMPLY(H, C)
ACTION

RETURN

w N

4.2
4.3
44

5.1
5.2
5.3
5.4

7.1
7.2

9.1
9.2
10
11
12
12.1
12.2
12.3
12.4
13

13.1
14

C =true or H = false
TYPELIST

H=AVB

(AND SPLIT) C=AAB
0 = nil

0 #£ nil

A = nil

A Z nil

(REDUCE)

C =true or H = false
H=AVB

C=ANAB

else

C=AVBEB
(PROMOTE) C=A— B
forward chaining
PEEK forward chaining
C=A«<1DB
C=(A=DB)

0 #£ nil

0 = nil

Cc=-A

INEQUALITY

(call HOA)

0 #£ nil

(PEEK) 0 = nil

0 #£ nil

0 = nil

(DEFINE)

H' or C" # nil
else

put 6 := IMPLY(H, A)
put A := IMPLY(H, B6)
put H := REDUCE(H)
put C := REDUCE(C)
goto 1

goto 3

goto 4
goto 6

put 6 := UNIFY (A, B)

goto 10

put 6 := HOA(H,C)
put PEEK light ON
goto 13

put C’ := DEFINE(C)
H’' :— DEFINE(H)

true
IMPLY(m'l, A—=C)A (B — ()
nil

nil
Bo

HOA(H, C)

IMPLY (H A A, B)

IMPLY (H, (A — B) A (B — A))
0

IMPLY (H A A, nil)

IMPLY (H', C")

nil
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TaB. 3 - HOA(B,C)

10

IF ACTION RETURN
1 time limit exceeded nal
2 (MATCH) put 6 := UNIFY(B,C)
2.1 0 % nil 0
2.2 | PEEK HOA(B, C)
3 PAIRS
4 (OR SPLIT) C=AvV D put C' := AND-OUT(C)
4.1 cC'"£C IMPLY (H, C")
42 | C'=C put 6 :== HOA(B A —-D, A)
4.3 | 0% nil 0
44 | 0=nil HOA(B A —A, D)
)
5.1 C=A—D IMPLY (B, C)
5.2 C=AAD IMPLY (B, C)
6 B=AAD put 6 := HOA(A, C)
6.1 0 # nil 0
6.2 0 = nil HOA(D,C)
7 (back chaining) B = (A — D) | put 6 := ANDS(D,C)
7.1 0 = nil goto 7E
7.2 0 % nil put A := IMPLY(H, A6)
7.3 A =nil goto 8
7.4 A Z nil N
7E B=(A—a=)) put 6 := HOA(a =b,C)
7E.1 | 0 =nil nil
7E.2 | 6 # nil put A := IMPLY(H, A6)
TE3 | A=nil goto 8
TE.4 | X\ # nil Ao
8 B=A«D HOA((A— D)A (D — A),C)
9 B=(a=0V) put Z := MINUS-ON(a, b)
9.1 Z =0 nil
9.2 Z is a number true
9.3 Z is not a number put a’ := CHOOSE(a, b),
b := OTHER(a,b)
put H := Hl[d'|V'],
C' == Cld'|t'] IMPLY (H',C")
10 B=AvVD IMPLY (B, C)
11 |B=-4 IMPLY (H, AV C)
12 else nal
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TAB. 4 — Définitions

Formula being defined Defined form
1| A=B ACBABCA
ACB Ve(xr € A— x € B)

Skolem form
(xo € A — 1z, € B) in Conclusion
(x € A — x € B) in Hypothesis

3| AUB {r:x € Avexe B}

4| AnB {r:x€ ANz € B}

5 | Ues A1) {z:3Jtte SAnzec At)}
6 | Nes AlD) {z:Vtite S —x e At))}
7| P(A) {z 2 C A}

8 [ range T PRERCESIC)

91| OcF Open F A Cover F

Exemple2
Théoréme & démontrer
ACBABcCcC—ACC
transformé en
Ao, C Bo,ANB,CcC,— A, CC,
nil= A, c B,AB, cC, — A, C C,

par I7 A, C B,AB,CcC,= A, CC,

par 113 Ay CBo,AB, CCo= (t, € Ay — t, € Cy)

par I7 A, C BbLANB, CC,ANt, € Ay, = t, € C,

par 7.2 A, CB,AB, CC,Nt, € A, Nt, € B,ANt, € C, = t, € C,

(PEEK forward chaining, 2 fois)
par H6 et H2 renvoie true

7 Applications

7.1 Théorie des ensembles

Le programme décrit dans [5] était dédié a la théorie des ensembles.
On a vu dans dans la section 5.6 deux exemples de théorémes et leurs démonstrations. On trouvera
également dans [5] les démonstrations détaillées de deux autres théorémes
w C On
ot On est la classe des ordinaux,
et w=wNP(w)

L’étude des ordinaux fait partie de la théorie axiomatique des ensembles, dans laquelle on introduit
la classe de tous les ensembles, souvent appelé univers U, et qui doit apparaitre dans certaines des
réécritures de REDUCE, et par définition 0 = .

0elU devient true

ucc " u==

s € P(A) " SCAANSelU

s e {A} " (S=A)NSelU

seoF " Jy(ye FAzey)ANSelU

J’ai omis ces références, par souci de simplification et lisibilité, dans la section 5, ce qui est correct

11
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en théorie naive des ensembles, mais elles apparaissent bien dans [5] 7.

D’autres exemples sont données dans [10].

7.2 Théorémes sur les limites

Bledsoe a utilisé le programme décrit dans la section 6.1 pour démontrer des théorémes sur les
limites [6]. Pour cela il a introduit des types et leur manipulation, des subroutines de résolution
d’égalités et d’inégalités, des méthodes de simplification algébrique, et surtout une heuristique
spéciale spécifique pour les limites.

Types et inégalités

Le type A est attribué & x si I'on sait que x € A.
< a,b > désigne l'intervalle ouvert entre a et b (Ja, b]). Les types utilisés sont les types intervalle,
incluant < —o0,00 >, < 0,00 >, et < —00,0 >.
Pour montrer
0<z— Q)
on attribue le type < 0,00 > & x et on essaie de montrer Q(x).

Par exemple, pour montrer
0<b—Jz(0<zAz<b) (1)
le programme décrit précédemment essaierait d’abord de démontrer
0<b—-0<z
qui donnerait la substitution [b|x], puis essaierait de démontrer
0<b—=>b<d
ce qui est impossible.

Pour démontrer (1) il faudrait rajouter des axiomes. A la place, Bledsoe utilise les types.
Le programme attribue le type < 0,00 > & b et il démontre d’abord
0<z
en attribuant le type < 0,00 > & x puis il démontre
x<b
en attribuant & x le type < 0,b >, qui est 'intersection, non vide, des types < 0,00 > et < —o0, b >.
Remarquer qu’une variable, & qui un type a été attribué, reste une variable, et peut donc voir son
type modifié (intervalle diminué).

Voici quelques exemples de résolution d’inégalités.

inégalité a résoudre types nouveau type de x
r <1 < —00,1>
r<l1 x de type < 0,00 > <0,1>
0<1 toujours vrai

z-atc< —z+d a de type < 0,00 > <foo,(1%flja>

<D x de type < 0, Do > <0,D1 >N<0,Dg >
Dy et Dy de type < 0,00 >
T<b z,a et b de type < 0,00 > < $,00 >

Heuristique limite

C’est un heuristique spéciale qui permet de découper les € en plusieurs morceaux.
Si on a (parmi d’autres) ’hypothése
|A| < €

7 Et U est utilisé pour true et 0 pour false.

12
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et la conclusion a démontrer
|B| < €
essayer d’abord de trouver une substitution o telle que
(B=K-A+1L),

et essayer de démontrer les trois nouvelles conclusions

(K] < t)o pour un certain g

(IA] < €/2p)0

(IL] < €/2)s
On aura alors

|Blo =|K-A+Ll, < (K| |A|+|L|)o < p-€/2u+€/2=¢
Par exemple, pour montrer que la limite du produit de deux fonctions de variables réelles est
le produit de leurs limites, on doit montrer 8
|f(z) - g(x) = Ly - Ly| <€
avec I’hypothése
|f(a') = L] <€
on trouve, avec o = [z|z'], que
f(@)-g(x) =Ly Ly = g(x) - (f(z) = L1) + L1 - (9(x) — L2)
soit K = g(ZE), A= f(,CE) — Ll, L= L1 . (g(.’L') — LQ)
On a donc trois sous-buts & démontrer
lg(z)] < p pour un certain g

|f(z) — L1| < e/2p
|L1-(g9(x) — L2) <¢€/2
qui le seront facilement en utilisant ’hypothése
lg(a”) — La| <€

Cette heuristique, spécifique pour la recherche de limite, est un cas particulier d’un principe
intéressant, plus général :

Pour montrer C' & partir de plusieurs hypothéses dont H, forcer H & contribuer autant qu’elle
le peut et laisser le reste & démontrer avec les autres hypotheéses.

L’intérét est double :
- H n’est plus nécessaire, donc cela réduit le nombre d’hypothéses & considérer pour la suite;
- il est implicite dans la notion de forcer que certaines hypothéses sont utilisées pour faire quelque
chose d’opératoire, calculer quelque chose plutot que faire des inférences au hasard.

Ceci est fait par une fonction EXTRACT qui recoit deux expressions A et B et renvoie K, L
et 0. Elle fonctionne de la facon suivante :

Supposons qu’il y a une substitution o et une expression x telles que A, et B, sont des
polynomes en x et A est linéaire en x. Alors il y a des expressions a, ¢, b et d telles que x n’apparait
pas dans ¢, a ou d (ne peut apparaitre que dans b) et A, et B, peuvent étre réexprimées comme

A, =a-z+c¢
B,=b-z+d
EXTRACT(A, B) retourne alors les valeurs
K=2%
L=d-te
o

On trouvera ci-aprés (Exemple2) un apercu de la démonstration compléte du théoréme sur la
limite d’un produit de fonctions, aprés une démonstration plus détaillée d’un théoréme plus simple
(Exemplel).

8 Un apercu de la démonstration compléte est donné plus loin (Exemple2)

13
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Exemplel

Théoréme & démontrer lim 22 = a?
Tr—a

soit,

Ve(0<e— 0 <dAVz(z eRAz#aN|x—a|<d—|z-2—a-a| <e)))

Elimination des quantificateurs et introduction de €, et (d) respectivement constante et fonction
de Skolem.
0<eo—=(0<IN(z(0) eRAz(O) £aNn]|z(d) —a| <d—|z(d) z(d) —a-a| <))

Pour plus de simplicité et de lisibilité, on écrira € et x a la place de €, et 2:(§), mais le programme
garde et travaille avec ces notations de Skolem.

Soit 0<e—-(0<dN(zeRAz#aAN|z—a|<d— |z -x—a-a|] <e))

Les inégalités sont, supprimées et remplacées par des types. € puis § sont de type < 0,00 >, z de
type < —00,00 >.

L’heuristique limite est utilisée pour démontrer |z -z — a - a| & partir de | — a| < 6.
Avec A=x—aet B=xz-z—a-a, EXTRACT(A, B) donne
K =1z+a, L =0, 0 = true (substitution vide)

soitz-z—a-a=(x+a) (r—a)+0
et on doit alors montrer les deux sous-buts suivants :

(1) |z +a|l < p pour un certain

(2) [z - al < ¢/2u
le troisiéme étant trivial.

L’heuristique limite est de nouveau utilisée pour montrer (1) avec A=z —aet B=xz+a
EXTRACT(A, B) donne
K=1,L=2-a, 0 =true (substitution vide)

et on doit alors montrer

(11) 1 < g/ pour un certain p’

(12) |z —a| < p/24'

(13) |12 a] < p/2
Avec ’hypothése |x — a| < § le programme trouve que § doit étre de type < 0,u/2u" > et p de
type < |4.a|, 00 >

Pour (2) ¢ doit étre de type < —oo, €/2u >, donc finalement de type
<0, p/2p >N < —00,€/2u > cest-a-dire compris entre 0 et min(u/2u’, €/2u)

Le programme a donc finalement “choisi" p, ' et § tels que
w>1
6 < p/2u
J<e€/2u
p > [4al
et on a bien
vz —a-al = |(z—a)- (z— a+20)] <|o—al- (o — al + 2la]) < (/201) - (/2 + p1/2)
< (e/2u) -p=¢€/2<e¢

Exemple2 - Limite d’un produit de fonctions

Théoréme a démontrer

lim(f, a, L1)A lim(g,a, Ls) — lim(f - g, a, Ly - L2)
Notations :
lim(f, a, L) est une notation prédicative pour L = lim f(x)

r—a
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R est 'ensemble des réels (intervalle < —oo, 00 >)
F(R,R) est 'ensembles des applications de R dans R.

Remplacement du prédicat lim par sa définition

aceRALLeRAfeFRR)

/\V61(0 < €1 — 3(51(0 < 01 /\V.T1($1 ceRAx 7é a N\ |.T1 —a| < 61 — |f(.%'1) —L1| < 61))
NaeRALy, e RAg e F(R,R)

/\VGQ(O < €9 — 3(52(0 < 09 /\V.TQ(,TQ e RAxo 7é a N\ |.T2 — a| < 0y — |g($2) — L2| < 62))
N

a€RAL Ly e RAf-ge FR,R)

AVe(0 <e— (0 <dAVz(x eRAxz#aN|z—al <d—|(f g9)(x) — L1 La| <€)

Les trois premiéres parties de la conclusion sont démontrées en utilisant les hypothéses et les
théorémes connus sur R et F(R,R)
Puis remplacement de (f - ¢g)(z) par sa définition f(z) - g(z), élimination des quantificateurs et
introduction de constante et fonctions de Skolem d1(e1), d2(€2), €, et x(d) que l'on écrira dans la
suite 1, 2, €, z pour plus de simplicité et de lisibilité mais, comme précédemment, le programme
garde et travaille avec ces notations de Skolem.

a e RAL eRAfeFR,R)

ANO<er = (0<dA(r1 €ERAxy #aA|ry—al <d1 — |f(x1) — L1] < €1))

Na€RALy, e RAg e F(R,R)

/\(0 < €2 — (0 < (52/\($2 € RAxo ;éa/\ |$2 —a| < 0y — |g(l‘2) —L2| < 62))

N

O<e—=(0<dNn(zeRAz#aN|z—a|]<d—|f(z) g(x)— Ly Lo| <))

Les inégalités sont supprimées et remplacées par des types. E puis D sont de type < 0, co >,
x de type < —o0,00 >, etc .. ..

L’heuristique limite est appliquée trois fois.
Avec A= f(x1) — Ly, B= f(z)-g(x) — Ly - Ls, EXTRACT(A, B) donne
K =g(x), L=g(z) L1 — L1 - Ls), 0 = [z|21]
soit,
f@)-g(x) =Ly Ly =g(x) - (f(21) = L) + g(x) - L1 — L1 - Lo)
et on doit alors montrer les trois sous-buts suivants :
(1) |g(@)| < p
(2) () — Lu| < ¢/2p
(3) |g(:c) . L1 - L1 . L2| < 6/2

Pour démontrer(1), ’heuristique limite est de nouveau appliquée avec A = g(x2) — Lo, B = g(x),
EXTRACT(A, B) donne

K=1,L= Lo, 0= [x|za]
et on doit alors montrer

(11) 1 < 1/

(12) |g(z) — La| < p/2p

(13) [Lo| < p/2
Avec ’hypothése |g(z2) — La| < €2 le progamme trouve que eo doit étre de type < —oo, u/2u" >
et u doit étre de type < |2La|, 0o >

Le sous-but (2) est facilement établi, & partir de ’hypothése |f(x1) — L1| < €; en attribuant
le type < —o0, €/211 > & €.

Pour démontrer(3), ’heuristique limite est de nouveau appliquée avec
A= g(SC) - LQ, B = g(SC) . L1 - L1 . LQ, EXTRACT(A, B) donne

15
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K =L;,L =0,0 = true (substitution vide)
et on doit alors montrer

(3L) [La| < 4/

(32) [g(x) — La| < (¢/2)/24

(33) 0 < /4
Le programme trouve que p' doit étre de type < |L1|, oo > et, avec I’hypothése |g(x2) — La| < €a,
que ez doit étre de type < —oo, €/4u’ >. Comme ey était déja de type < 0, u/2u’ >, il doit
maintenant étre de type < 0, u/2u' >N < —o0, /4’ >

Le programme a donc finalement “choisi” p, ¢/, €1 et es tels que
p > 2| Ly
' > |L]
€1 < €/2p >
eo < min(p/2u e/4p’ >
pour établir, & partir de
|f(z1) — L1 < e
lg(z2) — La2| < €2

|f(z) - g(x) — L1 - Lo| = [g(x) - (f(x) — L1) + g(x) - L1 — L1 - Lo
g(x) - (f(x) = L1)| + L1 - (9() — L)

< pe€/2p+ ' - min(p/2u’ s €/4p")
<€

Autres exemples

On trouvera dans [6] deux autres exemples de preuves de théorémes sur les limites :

e continuité de la composée de deux fonctions continues
lim(g, a, g(a)) Alim(f, g(a), f(g(a))) — lim(fog,a, f(g(a)))

e continuité des fonctions dérivables
si ]lin}) fath)=f(a) — ' alors lim f(z) = f(a)

h r—a

et ’analyse d’un échec :

e le programme ne peut pas montrer que la limite de 'inverse d’une fonction est égale a l'inverse
de la limite de la fonction.

7.3 Un systéme interactif en topologie

Le systéme décrit par Bledsoe dans [7] est une version ameéliorée et interactive des précédents
programmes. Il a été expérimenté en topologie.

Le programme vérifie un certain nombre de propriétés, et peut demander de ’aide & ’utilisateur
s’il en a besoin (par exemple §’il n’a pas réussi & démontrer un sous-théoréme dans le temps limite
qui lui est donné).

Le but n’est pas que I’étre humain aide la machine mais qu’il puisse tester certaines idées et,
si cela aboutit, que la machine se charge du travail fastidieux.

L’utilisateur peut demander & la machine

- des détails (DETAIL);

- d’instancier une variable (PUT);

- de remplacer les occurrences d’un prédicat par sa définition ;

- d’ajouter un théoréme connu comme nouvelle hypothése du théoréme courant ;
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- de prouver d’abord un lemme, puis de l'utiliser ;

- d’augmenter le temps limite pour le sous-but courant ;
- d’admettre le sous-but courant et de continuer ;

- de revenir en arriére au précédent sous-but ;

- d’ajouter des régles 8 REDUCE;

- d’ajouter des définitions;

Quand la machine s’arréte car elle a échoué (FAILED) & démontrer le (sous)-théoréme courant
(au début le théoréme initial) dans le temps limite imposé l'utilisateur peut taper

- soit DETAIL, et la machine commence ou continue la preuve jusqu’au premier sous-théoréme
suivant qu’elle ne peut pas démontrer ;

- soit une autre commande pour aider la machine.

A chaque fois que la machine a démontré un sous-théoréme (PROVED), elle donne la main a
I’utilisateur qui doit taper

- soit GO pour qu’elle continue;

- soit une autre commande.

Exemple de dialogue

Théoréme a démontrer :
Un ensemble est ouvert si et seulement si il contient un voisinage ° de chacun de ses points.

U désigne l'utilisateur, M la machine, C est un commentaire.

U  ouvert(A) « Va(z € A — IV (voisinage(V,2) AV C A)
M (1) ouvert(A4) < Va(z € A — IV (voisinage(V,z) ANV C A)
FAILED
U DETAIL
1) ouvert(4,) — (x, € A, — (voisinage(V,z,) ANV C A,)
FATLED
C premier sous-théoréme skolémisé, V' est une variable & instancier
U DETAIL
1) ouvert(A4,) Az, € A, — voisinage(V, z,)
FATLED
C premier sous-théoréme de (11)
U DETAIL
M (111) ouvert(A4,) Azo € Ay — ouvert(A)AACV Az, € A
C définition de voisinage et skolémisation, A est une variable & instancier
1) ouvert(4,) Az, € A, — ouvert(A)
PROVED [A4,|A]
U GO
M (1112) ouvert(4,) Az, € Ay — A, C V)
ouvert(A,) Az, € A, — (to € Ap — t, € V)
ouvert(A,) ANzy € Ag Nto € Ay > t, €V
PROVED [A4,|V]

U GO
M (1113) ouvert(A,) Az, € Ay, — , € A,
PROVED
U GO

9 Définition d’un voisinage V de z : voisinage(V, z) +» IA(ouvert(A) AA CV Az € A)
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M (112)

M (1211)

U
M (1212)

U
M (1212)
(12121)

a Z2a

Q=g

M (121211)
C
M
U

M (121212)

ouvert(4,) — (zo € Ao — (Ao C A,)

PROVED

par REDUCE, A C A est réécrit true

(x € A, — voisinage(V (z),x) AV (x) C A,) — ouvert(A4,)
FAILED

on cherche z (remarquer que la skolémisation est différente de celle de (11), voir section 6.1)

DETAIL
(x € A, — voisinage(V (z),2) A V(x) C Ayp)
— (F CTANA, =0F)V (ouvert(B) A ouvert(D) A A, = BN D)
définition de ouvert et skolémisation
on cherche, pour la topologie 7, soit une union d’ouverts o F,
soit une intersection de deux ouverts B et D
()= (FCTNA,=0F)
FAILED
DETAIL
(.)>FCT
FAILED
Ici I'utilisateur doit aider la machine en lui donnant comme valeur pour F' la famille
des sous-ensembles ouverts de A,
PUT F =7 NnP(4,)
(.)=>(TnNnPA,)CT
PROVED
GO
(..) = Ay =0c(T NP(A,))
FAILED
DETAIL
(..) = A, Ca(TNP(A))ANa(TNP(A,)) C A,
(..) = Ay Ca(T NP(A,))
(..) = (to € Ap = t, € (T NP(A,))
définition de C
(.I)Nt, €Ay —to € 0(T NP(A,))
(...) Avoisinage(V (to),t0) A V(to) C Ao Ao € Ao — to € 0(T NP(As))
forward chaining (voir section 6.2) de t, € A,) avec ’hypothése
(...)=(z € A, — voisinage(V (z),x) AV (z) C A,)
()N ... —ouvert(A)NAC A ANt, € A
définition de o et C
on cherche A tel que tg € Aet A € T NP(A,) c’est-a-dire A ouvert C Ao
.. — ouvert(A)
.. Nouvert(A1) A Ay C V(o) Ao € A1) — ouvert(A)
PEEK forward chaining avec I’hypothése voisinage(V (tg), to) et la définition de voisinage
PROVED [A;|A]
GO
e NAL CV ()N AV () CAy) — A C A,

Ce sous-théoréme (121212) est facilement démontré en remplagant 'inclusion de la conclusion par
sa définition et par deux “forward chaining" (Exemple2 de la section 6.2).

La machine peut aussi utiliser directement la transitivité de l'inclusion AC BABC(C —-AcCC
qu’on a pu lui donner comme théoréme connu sur les ensembles.

Sinon l'utilisateur peut aussi lui donner et lui dire d’appliquer cette propriété.

L’utilisateur peut aussi dire & la machine d’appliquer la transitivité de I’inclusion.

Il reste & démontrer le sous-théoréme (12122) de conclusion o(7 N P(4,)) C A, facilement

démontré.
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Deux autres exemples de théorémes de topologie sont donnés dans [7].

7.4 Autres applications et autres méthodes naturelles

D’autres systémes ont été développés par Bledsoe et son équipe en topologie [1, 2, 4], analyse
[4], analyse non standard [3] et arithmétique de Presburger (l’arithmétique de Peano sans la
multiplication) [8].

Ces réalisations utilisent des enrichisssements des programmes précédemment décrits et aussi
d’autres méthodes, elles aussi naturelles, en particulier divers sortes de représentations graphiques.

Ballantyne et Bennett [1] ont utilisé des méthodes graphiques pour démontrer automatiquement
des théorémes de topologie. Les ensembles sont représentés par les noeuds d’un graphe. Les
relations entre ensembles, en particulier les relations d’inclusion sont représentées par des arcs
du graphe. Le programme raisonne sur le graphe pour démontrer des propriétés sur les unions,
intersections, complémentaires d’adhérences, intérieurs et frontiéres d’ensembles.

Cette méthode a également été utilisée par Ballantyne pour la recherche de contrexemples
[2, 4], et par Ballantyne et Bledsoe [4] pour accélérer la découverte de preuve en analyse et pour
aider le mathématicien dans sa recherche.

Ballantyne et Bledsoe [3] ont utilisé des techniques d’analyse non standard pour démontrer
automatiquement des théorémes d’analyse, aprés avoir (automatiquement) traduit leur énoncé
standard en énoncé non standard. Ils utilisent les types intervalle et ont de plus défini une
méthode nommée “sup-inf" qui, étant donné un ensemble d’inégalités entre expressions, encadrent
les variables dans un intervalle <inf, sup>.

Enfin, dans [9], Bledsoe fait en 1977 une sorte d’inventaire des démonstrateurs utilisant des
techniques autres que la Résolution, avec de nombreux exemples. Sans prétendre que ces techniques
soient les seules possibles pour progresser, il termine par ce souhait :

“We have talked a lot and proved very few hard theorems (by computer) during the
last several years. It is time to do, to show that our concepts are good. It is time to
get a lot more experience with our provers. This will allow us to eliminate some of our
“cood" ideas.

It is not the time to give up on automatic theorem proving. How can that be
advisable at a time when so little has been done to develop and apply the ideas we
already have ? For example, why doesn’t someone else use analogy in automatic proofs ?

One thing that would help push this field ahead, would be for authors to follow
the practice of publishing the proof of at least one hard theorem in each new methods
paper. We do not believe this field will remain vital unless we develop truly powerful
provers, and not just theories".
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