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Dédution NaturelleTravaux de W.W. BledsoeDominique Pastre - DEA MIASH - Université René Desartes (Paris5) - 20021 IntrodutionLa démonstration automatique de théorèmes peut être étudiée d'un point de vue logique, ons'intéressera à des théorèmes de la forme
∀x[P (x) ⇒ Q(x)] ∧ P (a) ⇒ Q(a)par exemple, ou plut�t d'un point de vue mathématique, on s'intéressera plut�t alors à desthéorèmes de la forme
∀A ∀B P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B)où P(A) est l'ensemble des parties de A dé�ni par l'énoné
∀A ∀X(X ∈ P(A) ⇔ X ⊂ A)ou enore d'un point de vue résolution de problèmes pour travailler dans tout domaine dont lesonnaissanes peuvent s'exprimer dans le alul propositionnel ou le alul des prédiats.Le travail logique peut être d'abord théorique, s'intéresser à la validité, à la omplétude et àl'e�aité des méthodes utilisées, puis donner lieu à des appliations dans n'importe quel domaine,mathématique ou autre. On peut aussi, d'un point de vue appliatif, sans renoner bien sûrà la validité des méthodes employées, ne pas en exiger la omplétude, et privilégier l'e�aitépratique à l'e�aité théorique, selon le prinipe qu'il vaut mieux éhouer à démontrer ertainsthéorèmes mais en démontrer un ertain nombre d'autres en un temps raisonnable 1, plut�t qu'êtrethéoriquement apable d'en démontrer beauoup plus, mais dans un temps déraisonnable 2.Le Prinipe de Résolution est la méthode la plus employée, à tel point que ertains auteurs l'ontutilisée omme synonyme de Démonstration Automatique de Théorèmes. Mais d'autres méthodessont aussi employées, omme la Dédution Naturelle ou omme des méthodes dites naturelles quis'inspirent de la Dédution Naturelle sans en avoir la rigueur ni le formalisme et utilisent desméthodes prohes de elles utilisées par les êtres humains.Le Prinipe de Résolution et les prinipales stratégies utilisées ont été présentés dans le ours�Logique et Prinipe de Résolution� [15℄. De nombreuses autres stratégies ont été dé�nies pour enaméliorer l'e�aité pratique.Le but de e ours-i est de présenter et étudier des méthodes naturelles.2 HistoriqueLe premier programme d'intelligene arti�ielle a été un programme de démonstration automatiquede théorèmes en alul propositionnel, appelé LOGIC THEORIST [12℄. Le premier objetif deNewel, Shaw et Simon était en 1954 un programme qui puisse jouer aux éhes. Ce travail a d'abord1 Notion �oue et subjetive pouvant être selon les appliations et le but poursuivi de quelques dixièmes deseondes à plusieurs heures ou même jours.2 Pouvant atteindre des années ou des millions d'années.1



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 2onduit à la réation du langage IPL1 (anêtre de LISP) en 1956 puis au LOGIC THEORIST,également en 1956. Le programme d'éhes, appelé NSS (pour Newel, Shaw, Simon) [13℄ a lamême struture que LOGIC THEORIST et introduit les notions de situations souhaitables etd'heuristiques puis a été suivi du programe GPS (General Problem Solver [14℄), resté longtempsélèbre, qui introduit la onstrution de buts et de sous-buts et étudie les di�érenes entresituations.En 1958, Newel et Simon pensent qu'avant 1968 un programme sera hampion d'éhes etdémontrera un important théorème de mathématiques.En 1960, Gelertner [11℄ réalise un programme en géométrie. Ses performanes ne sont pas trèsgrandes mais les idées sont intéressantes. Il a en partiulier donné une démonstration plus simpleque la démonstration lassique du théorème a�rmant que si un triangle a deux �tés égaux alorsil a deux angles égaux 3.En 1960, Wang [17℄ réalise un démonstrateur utilisant des séquents, omplet pour le alulpropositionnel, ave des résultats enourageants pour le alul des prédiats du premier ordre.Quelques exemples de séquents et de règles seront donnés dans la setion 3.En 1965, 'est le grand tournant, le Prinipe de Résolution de Robinson [16℄ donne uneméthode omplète pour le alul des prédiats du premier ordre. Son programme est utilisé endémonstration automatique de théorèmes mais aussi en véri�ation de programmes et pour lamanipulation d'objets. De plus, le Prinipe de Résolution (dans une version restritive et nonomplète) a donné naissane au langage Prolog qui est devenu à la fois un langage de desriptionlogique et un langage de programmation. Les avantages du Prinipe de Résolution (on dira alorssimplement �de la Résolution�) sont sa simpliité et son e�aité théorique. Sa faiblesse est sonmanque d'e�aité pratique : qu'un théorème ne puisse pas être démontré ou puisse l'être danstrois millions d'années ne hange rien pour un observateur humain ! Il y eut ensuite beauoupd'artiles théoriques, et de nombreuses stratégies, omplètes ou non, ont été érites pour améliorerl'e�aité pratique. Beauoup plus tard, grâe à de nombreuses autres tehniques et aussi grâeà l'augmentation de puissane des ordinateurs, plusieurs démonstrateurs basés sur le Prinipe deRésolution ont maintenant de bons résultats pratiques en démonstration automatique, que e soitpour des théorèmes de mathématiques ou en résolution de problèmes.En 1971, Bledsoe réagit à l'engouement pour le Prinipe de Résolution en réalisant le démonstrateurPROVER [5℄ qui ombine des méthodes naturelles (SPLIT et REDUCE) et la Résolution. Il déritquelques résultats de son programme en théorie des ensembles, meilleurs que eux obtenus avela Résolution seule. En 1972 il ajoute un puis deux modules, IMPLY et HOA [7, 10℄, et n'utiliseplus du tout la Résolution. Il introduit la terminologie de Dédution Naturelle (Natural Dedution)bien qu'il ne s'agisse pas exatement de la Dédution Naturelle, théorique, des logiiens.3 Les séquents de WangDans le programme de Wang [17℄, en 1960, un énoné se présente ou la forme de séquents
φ1, φ2, ..., φn ⇒ ψ1, ..., ψmqui orrespondent à l'énoné logique

φ1 ∧ φ2 ∧ ... ∧ φn → ψ1 ∨ ... ∨ ψmDes shéma de règles transforment es séquents, par exemple3 Dans la démonstration lassique et enseignée, on suppose que AB = AC, on trae la médiane AI du triangle
ABC, les deux triangles AIB et AIC sont égaux ar il ont leurs trois �tés égaux don leurs angles ÂBI et ÂCIsont égaux. Le programme, lui, onsidère simplement l'égalité des triangles ABC et ACB pour onlure à l'égalitédes angles bB et bC. Il semblerait que ette démonstration soit maintenant enseignée. Noter deux raisons qui font quele programme a déouvert une démonstration plus simple que la démonstration lassique. D'abord l'être humain esttrop savant, dès qu'on lui parle de �tés égaux il pense isoèle et voit tout de suite la hauteur-médiane-médiatrie.D'autre part il ne pense pas à onsidérer le triangle ACB ar, ontrairement au programme, il le voit identique autriangle ABC.
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(...⇒ ... , X → Y, ...) devient (... , X ⇒ ... , Y, ...)
(...⇒ ... , X ∧ Y, ...) donne (...⇒ ... , X, ...)et (...⇒ ... , Y, ...)
(... , X ∧ Y, ...⇒ ...) devient (... , X, Y, ...⇒ ...)
(... , X → Y, ...⇒ ...) donne (...⇒ X, ...)et (... , Y, ...⇒ ...)
(... , X, ...⇒ ...,X, ...) devient vraiUn théorème à démontrer est ainsi remplaé par un ensemble de séquents qui devront tous êtrevrais.Ce programme est omplet pour le alul propositionnel et a eu des résultats enourageantspour le alul des prédiats.4 Le Prinipe de Résolution de RobinsonEn 1965, bien que simple et e�ae sur le plan théorique (omplet pour le alul propositionelet le alul des prédiats du premier ordre), le Prinipe de Résolution de Robinson [16℄ s'estrévélé peu e�ae sur le plan pratique à ause de la roisane exponentielle du nombre de lausesgénérées. Beauoup de lauses sont inutiles ou redondantes. Il n'y a pas de but intermédiaire. Toutest sur le même plan, les prédiats intermédiaires omme les onepts importants.Il y eut beauoup de travaux dont ertains seulement théoriques, de nombreuses améliorations,diverses stratégies 4 préservant ou non la omplétude.La restrition aux lauses de Horn est une simpli�ation intéressante, qui a onduit à ladé�nition du langage Prolog, mais exlut les problèmes omportant des buts disjontifs.Nénamoins, grâe aux progrès des tehniques et des ordinateurs, les systèmes basés sur lePrinipe de Résolution ont maintenant de bons résultats pratiques.5 La Dédution Naturelle de BledsoeEn 1971, Bledsoe [5℄ montre qu'un prétraitement par des méthodes naturelles onduit à despreuves plus rapides (et plus lisibles ...). Avant d'utiliser la Résolution, son programme PROVERapplique d'abord les deux modules SPLIT, général pour les mathématiques, et REDUCE, quiomporte des réeritures générales ou spéiales pour la théorie des ensembles. Le traitement del'égalité d'ensembles et de l'inlusion est également spéi�que, ainsi que l'appliation de quelquesthéorèmes onnus (built-in).5.1 SPLITCe module déompose et réérit le théorème à démontrer.

A ∧B donne deux sous-théorèmes A et B
A↔ B devient (A→ B) ∧ (B → A)
∀xP (x) " P (x)
A = B " vrai si A est identique à B
p→ (A→ B) " p ∧A→ B
p→ A ∧B " (p → A) ∧ (p → B)
p ∨ q → A " (p → A) ∧ (q → A)
A→ ∀xP (x) " A→ P (y) où y est une nouvelle variable
∃xP (x) → D " P (y) → D "
x = y → P (x, y) " P (y, y) si y est une variableDe plus, une subroutine OR-OUT essaie de onvertir les formules en p ∨ q → A ou p→ A ∧B defaçon à permettre l'appliation de SPLIT.4 stratégies positive, négative, de l'ensemble support ; hyper résolution, démodulation, paramodulation,weighting, et.



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 4Par exemple A ∧ (B ∨ C) → D devient (A ∧B) ∨ (A ∧ C) → D qui pourra ainsi être déoupéen (A ∧B) → D et (A ∧C) → D5.2 REDUCEIl s'agit ii de rééritures spéiales pour la théorie des ensembles.
s ∈ A ∩B devient s ∈ A ∧ s ∈ B
s ∈ A ∪B " s ∈ A ∨ s ∈ B
s ∈ P(A) " S ⊂ A
s ∈ {A} " S = A
s ∈ σF " ∃y (y ∈ F ∧ x ∈ y)
C ⊂ A ∩B " C ⊂ A ∧ C ⊂ B
A ∪B ⊂ C " A ⊂ C ∧B ⊂ C
{C} ⊂ A " C ∈ A
A ⊂ φ " A = φou générales
A ∧A devient A
A ∨A " A
¬(A ∧B) " ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨B) " ¬A ∧ ¬B
¬ ∀xA " ∃x¬A
¬ ∃xA " ∀x¬A...5.3 Traitement de l'égalité et de l'inlusion d'ensemblesDé�nitions
A = B devient A ⊂ B ∧B ⊂ A
p⇒ A = B " p⇒ A ⊂ B ∧B ⊂ A
A ⊂ B " ∀t (t ∈ A⇒ t ∈ B)
p⇒ A ⊂ B " p⇒ ∀t (t ∈ A⇒ t ∈ B)built-in théorèmes
φ ⊂ A devient vrai5.4 IndutionUn raisonnement par indution peut être e�etué si une formule ontient l'ensemble des entiers ω.Un prétraitement ommene par la onvertir dans la forme

N ∈ ω ⇒ φ(N)e qui donne deux formules
φ(0)et N ∈ ω ∧ φ(N) ⇒ φ(suc(N))qui sont démontrées séparément.La di�ulté est bien sûr de trouver la bonne hypothèse d'indution.5.5 Contr�leLe ontr�le est programmé : PROVER applique suessivement SPLIT, REDUCE, puis lePrinipe de Résolution ave un temps limite, puis essaie un raisonnement par indution, et en�ntraite les égalités et inlusions.
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P(A) ∩ P(B) = P(A ∩B)DémonstrationRemplaement de l'égalité

P(A) ∩ P(B) ⊂ P(A ∩B) ∧ P(A ∩B) ⊂ P(A) ∩ P(B)Déoupage(1) P(A) ∩ P(B) ⊂ P(A ∩B) (2) P(A ∩B) ⊂ P(A) ∩ P(B)
t ∈ P(A) ∩ P(B) ⇒ t ∈ P(A ∩B)
t ∈ P(A) ∧ t ∈ P(B) ⇒ t ∈ P(A ∩B) démonstration
t ⊂ A ∧ t ⊂ B ⇒ t ⊂ A ∩B analogue
t ⊂ A ∧ t ⊂ B ⇒ t ⊂ A ∧ t ⊂ B
vrai ar haque partie de la onlusion vraiest ontenue dans les hypothèsesPar la Résolution seule, la démonstration est longue et fastidieuse (une dizaine de lauses audépart).2. Théorème à démontrer

ω = σωoù ω est l'ensemble des entiers,ave omme théorèmes onnus (referene theorems) 5
x ∈ suc(x)
x ∈ ω → suc(s) ∈ ω
suc(x) = x ∪ {x}Ce théorème est démontré par indution.Remplaement de l'égalité et déoupage en deux sous-théorèmes(1) (2)

ω ⊂ σω σω ⊂ ω
t ∈ ω → ∃x(x ∈ ω ∧ t ∈ x) ∃x(x ∈ ω ∧ t ∈ x) → t ∈ ωdémontré par la Résolution x ∈ ω ∧ t ∈ x→ t ∈ ωessaie l'indution en transformant en

x ∈ ω → (t ∈ x→ t ∈ ω)qui donne deux nouveaux sous-théorèmes (21) et (22)(21) (22)
t ∈ 0 → t ∈ ω x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → (t ∈ suc(x) → t ∈ ω)
false→ t ∈ ω t ∈ suc(x) ∧ x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → t ∈ ω
true t ∈ x ∪ {x} ∧ x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → t ∈ ω

(t ∈ x ∨ t = x) ∧ x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → t ∈ ωqui donne de nouveau deux sous-théorèmes (221) et (222)(221) (222)
t ∈ x ∧ x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → t ∈ ω (t = x ∧ x ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ x→ s ∈ ω) → t ∈ ωdémontré par la Résolution t ∈ ω ∧ ∀s(s ∈ t→ s ∈ ω) → t ∈ ω

true5 En théorie des ensembles, les entiers sont dé�nis de la façon suivantes : 0 est l'ensemble vide Φ, n+1 est suc(n)qui est dé�ni omme n ∪ {n}



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 6Tab. 1 � Quelques règles de IMPLY où IMPLY(E,R) est noté [E,R]INPUT OUTPUT1. [H → C,R] If H = C, then trueIf there is a substitution σwhih uni�es H and C,(i.e. Hσ = Cσ) then σ2. [A ∧B,R℄ If [A,R℄ yields σ1and [B,R℄ yields σ2 then σ1oσ23. [A ∨B,R℄ If [A,R℄ yields σ1 then σ1If [B,R℄ yields σ2 then σ24. [(A→ B) → C,R℄ If [B → C,R℄ yields σ1and [R → Aσ1, nil℄ yields σ2 then σ1oσ25. [H → (A→ B), R℄ [H ∧A→ B,R℄6. [A ∨B → C,R℄ If [A→ C,R℄ yields σ1and [Bσ1 → C,R℄ yields σ2℄ then σ1oσ27. [H → A ∨B,R℄ If [H → A,R℄ yields σ1 then σ1If [H → B,R℄ yields σ2 then σ28. [H → A ∧B,R℄ If [H → A,R℄ yields σ1and [H → Bσ1, R℄ yields σ2℄ then σ1oσ29. [A ∧B → C,R If [A→ C,R ∧B℄ yields σ1 then σ1If [B → C,R ∧A℄ yields σ2 then σ210. [H → ¬A ∨B,R℄ [H ∧A→ B,R℄11. (¬A ∧B → C,R℄ [B → A ∨ C,R℄12. (¬H → C,R℄ [R → C ∨H,nil℄13. (H → ¬C,R℄ [H ∧C → nil, R℄14. (A = B → C,R℄ R′ and C′ are gotten by replaing
B by A in R and in C [R′ → C′, nil℄15. (H → A = B,R℄ If there is a substitution σ,whih uni�es A and B then σ6 Les améliorations6.1 IMPLYPuis, dans [6℄, il n'y a plus du tout de Résolution, les préédentes tehniques, et d'autres, sonte�etuées par une proédure IMPLY(E,R) dont on trouvera un aperçu dans la Table 1.

E est l'expression examinée, R une réserve.IMPLY herhe la substitution la plus générale σ telle que (R → E)σ soit vraie et renvoie σ,ou true si σ est vide, ou nil en as d'éhe.Pour démontrer E, on appelle IMPLY(E, nil) après avoir e�etué une sorte de skolémisationpartielle �à l'envers�. Ce sont les transformations qui seraient faites sur la négation du théorème àdémontrer :- un quanti�ateur universel en onlusion (énoné ∀xP (x) ou H → ∀xP (x)) donne une onstante
xo, que l'on doit interpréter omme �soit xo, montrer P (xo)� ;- un quanti�ateur existentiel en onlusion (énoné ∃xP (x) ou H → ∃xP (x)) donne une variable
x, que l'on doit interpréter omme �on herhe x tel que P (x)� ;pour un énoné ∃x∀yP (x, y), �on herhe x tel que P (x, s(x))� où s(x) est une fontion de Skolem ;- un quanti�ateur universel en hypothèse (énoné ∀xP (x) → C)) donne une variable x, que l'ondoit interpréter omme �on herhe x qui véri�e P et qui permettra de montrer C� ;- un quanti�ateur existentiel en hypothèse (énoné ∃xP (x) → C) donne une onstante xo, que



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 7l'on doit interpréter omme �on a xo qui véri�e P , montrer C�.Exemple1Théorème à démontrer
P (y) ∧ ∀x(P (x) → Q(x)) → Q(y)transformé en
P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) → Q(yo)Appels suessifs de IMPLY :1. IMPLY(P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) → Q(yo), nil)1.1 IMPLY(P (yo) → Q(yo), P (x) → Q(x))) par règle 9éhe1.2 IMPLY((P (x) → Q(x)) → Q(yo), P (yo)) par règle 91.2.1 IMPLY(Q(x) → Q(yo), P (yo)) par règle 4.1renvoie σ = [yo|x] par règle 11.2.2 IMPLY(P (yo) → P (x)σ , nil) par règle 4.2renvoie true (règle 1)Exemple2Théorème à démontrer

∃x∀yP (x, y) → ∀s∃tP (t, s)transformé en
P (xo, y) → P (t, so)IMPLY(P (xo, y) → P (t, so), nil) renvoie [xo|t, so|y]Exemple3Non-théorème

∀y∃xP (x, y) → ∃t∀sP (t, s)transformé en
P (x(y), y) → P (t, s(t))IMPLY(P (x(y), y) → P (t, s(t)), nil) éhoue ar on ne peut uni�er y et s(x(y)) (test d'ourrene).6.2 IMPLY et HOAPuis, dans [10℄, IMPLY(E,R) est remplaé par deux proédures, IMPLY(H,C) (nouvelleversion) et HOA(B,C), dérites dans les Tables 2 et 3, qui s'appellent réursivement l'une l'autreet renvoient une substitution θ telle que Hθ = Cθ, ou true si le théorème H → C a été démontré,ou nil s'il n'a pas été démontré.La omplétude n'est pas assurée.Au départ, pour démontrer un énoné E, on appelle IMPLY(nil, E).IMPLY est spéialisé pour les déoupages (onlusions onjontives ou hypothèses disjontives),diverses manipulations de la onlusion (négations, dé�nitions) et le hainage en avant (forwardhaining), optionnel.HOA est spéialisé pour les disjontions (onlusions disjontives ou hypothèses onjontives),le traitement des égalités et des nombres, et le hainage arrière (bakward haining), optionnel.Quand IMPLY ne peut rien faire, il appelle HOA.Quand 'est possible, HOA transforme les énonés pour qu'ils puissent être traités par les règlesde IMPLY.



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 8IMPLY : les règles sont données dans la Table 2
• Le REDUCE de [5℄ est enrihi de quelques rééritures, par exemple

t ∈ {x|P (x)} devient P (t)
t ∈ A " P (t) si A est dé�ni omme {x|P (x)}range λxf(x) " {y | ∃x(y = f(x)}

• Des dé�nitions sont données (Table 4).Elles sont skolémisées au sens de la setion 6.1. Par exemple, en onlusion l'inlusion A ⊂ B, dedé�nition
∀x(x ∈ A→ x ∈ B)est remplaée par
(xo ∈ A→ xo ∈ B) .en hypothèse, elle est remplaée par
(x ∈ A→ x ∈ B) .

• �forward haining" (étape 7.1), optionel, fontionne ainsi :si P ′θ = Pθ alors une hypothèse P ′ ∧ (P → Q) devient P ′ ∧ (P → Q) ∧Qθ�PEEK forward haining" (étape 7.2), optionnel, fontionne ainsi :si P ′θ = Pθ et A a la dé�nition P → Q alors une hypothèse P ′ ∧A devient P ′ ∧A ∧QθHOA : les règles sont données dans la Table 3.
• ANDS (étape 7) est une mini version de IMPLY.
• Le H de l'étape 7.2 est le H ayant appelé HOA.
• CHOOSE(a, b) est égal à a (ou à b), et OTHER(a, b) est égal à b (ou à a).Exemple1Théorème à démontrer

∀y[P (y) ∧ ∀x(P (x) → Q(x)) → Q(y)]transformé en
P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) → Q(yo)Dans la suite on érira H ⇒ C pour un appel à IMPLY(H,C)soit pour ommener 6

nil ⇒ P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) → Q(yo)par I7 P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) ⇒ Q(yo)par H6 P (yo) ⇒ Q(yo) renvoie nilpar H6.2 (P (x) → Q(x)) ⇒ Q(yo)par H7 ANDS(Q(x), Q(yo) renvoie [yo|x℄ (bak-haining)par I7.2 P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) ⇒ P (yo)par H6.1 et H2 renvoie truepar H7.4 renvoie [yo|x] pour (1)Ave les nouvelles notations de IMPLY/HOA, ette démonstration par hainage arrière est identiqueà elle de la setion 6.1Ave le hainage avant, optionnel, on obtient plus rapidement, à partir de
P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) ⇒ Q(yo)par I7.1 P (yo) ∧ (P (x) → Q(x)) ∧Q(yo) ⇒ Q(yo)puis omme préédemment par H6.2 et H2 puis H7.4

6 In (resp. Hn) est la règle n de IMPLY (rep. HOA).
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Tab. 2 � IMPLY(H,C)IF ACTION RETURN1. C ≡ true or H ≡ false true2. TYPELIST3. H ≡ A ∨B IMPLY(nil, A→ C) ∧ (B → C))4. (AND SPLIT) C ≡ A ∧B put θ := IMPLY(H,A)4.1 θ ≡ nil nil4.2 θ 6≡ nil put λ := IMPLY(H,Bθ)4.3 λ ≡ nil nil4.4 λ 6≡ nil θoλ5 (REDUCE) put H := REDUCE(H)put C := REDUCE(C)5.1 C ≡ true or H ≡ false goto 15.2 H ≡ A ∨B goto 35.3 C ≡ A ∧B goto 45.4 else goto 66 C ≡ A ∨B HOA(H,C)7 (PROMOTE) C ≡ A→ B IMPLY(H ∧A,B)7.1 forward haining7.2 PEEK forward haining8 C ≡ A↔ B IMPLY(H, (A→ B) ∧ (B → A))9 C ≡ (A = B) put θ := UNIFY(A,B)9.1 θ 6≡ nil θ9.2 θ ≡ nil goto 1010 C ≡ ¬A IMPLY(H ∧A, nil)11 INEQUALITY12 (all HOA) put θ := HOA(H,C)12.1 θ 6≡ nil θ12.2 (PEEK) θ ≡ nil put PEEK light ON12.3 θ 6≡ nil θ12.4 θ ≡ nil goto 1313 (DEFINE) put C′ := DEFINE(C)
H ′ := DEFINE(H)13.1 H ′ or C′ 6≡ nil IMPLY(H ′, C′)14 else nil
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Tab. 3 � HOA(B,C)IF ACTION RETURN1 time limit exeeded nil2 (MATCH) put θ := UNIFY(B,C)2.1 θ 6≡ nil θ2.2 PEEK HOA(B,C)3 PAIRS4 (OR SPLIT) C ≡ A ∨D put C′ := AND-OUT(C)4.1 C′ 6≡ C IMPLY(H,C′)4.2 C′ ≡ C put θ := HOA(B ∧ ¬D,A)4.3 θ 6≡ nil θ4.4 θ ≡ nil HOA(B ∧ ¬A,D)55.1 C ≡ A→ D IMPLY(B,C)5.2 C ≡ A ∧D IMPLY(B,C)6 B ≡ A ∧D put θ := HOA(A,C)6.1 θ 6≡ nil θ6.2 θ ≡ nil HOA(D,C)7 (bak haining) B ≡ (A→ D) put θ := ANDS(D,C)7.1 θ ≡ nil goto 7E7.2 θ 6≡ nil put λ := IMPLY(H,Aθ)7.3 λ ≡ nil goto 87.4 λ 6≡ nil θoλ7E B ≡ (A→ a = b) put θ := HOA(a = b, C)7E.1 θ ≡ nil nil7E.2 θ 6≡ nil put λ := IMPLY(H,Aθ)7E.3 λ ≡ nil goto 87E.4 λ 6≡ nil θoλ8 B ≡ A↔ D HOA((A→ D) ∧ (D → A), C)9 B ≡ (a = b) put Z := MINUS-ON(a, b)9.1 Z ≡ 0 nil9.2 Z is a number true9.3 Z is not a number put a′ := CHOOSE(a, b),

b′ := OTHER(a, b)put H ′ := H [a′|b′℄,
C′ := C[a′|b′℄ IMPLY(H ′, C′)10 B ≡ A ∨D IMPLY(B,C)11 B ≡ ¬A IMPLY(H,A ∨ C)12 else nil



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 11Tab. 4 � Dé�nitionsFormula being de�ned De�ned form1 A = B A ⊂ B ∧B ⊂ A2 A ⊂ B ∀x(x ∈ A→ x ∈ B)Skolem form
(xo ∈ A→ xo ∈ B) in Conlusion
(x ∈ A→ x ∈ B) in Hypothesis3 A ∪B {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}4 A ∩B {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}5 ⋃

t∈S A(t) {x : ∃t(t ∈ S ∧ x ∈ A(t))}6 ⋂

t∈S A(t) {x : ∀t(t ∈ S → x ∈ A(t))}7 P(A) {x : x ⊂ A}8 range f {y : ∃x(y = f(x))}9 Oc F Open F ∧ Cover FExemple2Théorème à démontrer
A ⊂ B ∧B ⊂ C → A ⊂ Ctransformé en

Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co → Ao ⊂ Co

nil ⇒ Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co → Ao ⊂ Copar I7 Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co ⇒ Ao ⊂ Copar I13 Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co ⇒ (to ∈ Ao → to ∈ Co)par I7 Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co ∧ to ∈ Ao ⇒ to ∈ Copar I7.2 Ao ⊂ Bo ∧Bo ⊂ Co ∧ to ∈ Ao ∧ to ∈ Bo ∧ to ∈ Co ⇒ to ∈ Co(PEEK forward haining, 2 fois)par H6 et H2 renvoie true7 Appliations7.1 Théorie des ensemblesLe programme dérit dans [5℄ était dédié à la théorie des ensembles.On a vu dans dans la setion 5.6 deux exemples de théorèmes et leurs démonstrations. On trouveraégalement dans [5℄ les démonstrations détaillées de deux autres théorèmes
ω ⊂ Onoù On est la lasse des ordinaux,et ω = ω ∩ P(ω)L'étude des ordinaux fait partie de la théorie axiomatique des ensembles, dans laquelle on introduitla lasse de tous les ensembles, souvent appelé univers U , et qui doit apparaitre dans ertaines desrééritures de REDUCE, et par dé�nition 0 = Φ.

0 ∈ U devient true
U ⊂ C " U = C
s ∈ P(A) " S ⊂ A ∧ S ∈ U
s ∈ {A} " (S = A) ∧ S ∈ U
s ∈ σF " ∃y (y ∈ F ∧ x ∈ y) ∧ S ∈ UJ'ai omis es référenes, par soui de simpli�ation et lisibilité, dans la setion 5, e qui est orret



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 12en théorie naïve des ensembles, mais elles apparaissent bien dans [5℄ 7.D'autres exemples sont données dans [10℄.7.2 Théorèmes sur les limitesBledsoe a utilisé le programme dérit dans la setion 6.1 pour démontrer des théorèmes sur leslimites [6℄. Pour ela il a introduit des types et leur manipulation, des subroutines de résolutiond'égalités et d'inégalités, des méthodes de simpli�ation algébrique, et surtout une heuristiquespéiale spéi�que pour les limites.Types et inégalitésLe type A est attribué à x si l'on sait que x ∈ A.
< a, b > désigne l'intervalle ouvert entre a et b (]a, b[). Les types utilisés sont les types intervalle,inluant < −∞,∞ >, < 0,∞ >, et < −∞, 0 >.Pour montrer

0 < x→ Q(x)on attribue le type < 0,∞ > à x et on essaie de montrer Q(x).Par exemple, pour montrer
0 < b→ ∃x(0 < x ∧ x < b) (1)le programme dérit préédemment essaierait d'abord de démontrer

0 < b→ 0 < xqui donnerait la substitution [b|x], puis essaierait de démontrer
0 < b→ b < be qui est impossible.Pour démontrer (1) il faudrait rajouter des axiomes. A la plae, Bledsoe utilise les types.Le programme attribue le type < 0,∞ > à b et il démontre d'abord

0 < xen attribuant le type < 0,∞ > à x puis il démontre
x < ben attribuant à x le type < 0, b >, qui est l'intersetion, non vide, des types< 0,∞ > et < −∞, b >.Remarquer qu'une variable, à qui un type a été attribué, reste une variable, et peut don voir sontype modi�é (intervalle diminué).Voii quelques exemples de résolution d'inégalités.inégalité à résoudre types nouveau type de x

x < 1 < −∞, 1 >
x < 1 x de type < 0,∞ > < 0, 1 >
0 < 1 toujours vrai

x · a+ c < −x+ d a de type < 0,∞ > < −∞, ( d
1+a

− c
1+a

>

x < D1 x de type < 0, D2 > < 0, D1 > ∩ < 0, D2 >
D1 et D2 de type < 0,∞ >

a
x
< b x, a et b de type < 0,∞ > < a

b
,∞ >Heuristique limiteC'est un heuristique spéiale qui permet de déouper les ǫ en plusieurs moreaux.Si on a (parmi d'autres) l'hypothèse

|A| < ǫ′7 Et U est utilisé pour true et 0 pour false.
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|B| < ǫessayer d'abord de trouver une substitution σ telle que

(B = K ·A+ L)σet essayer de démontrer les trois nouvelles onlusions
(|K| < µ)σ pour un ertain µ
(|A| < ǫ/2µ)σ

(|L| < ǫ/2)σOn aura alors
|B|σ = |K ·A+ L|σ ≤ (|K| · |A| + |L|)σ < µ · ǫ/2µ+ ǫ/2 = ǫPar exemple, pour montrer que la limite du produit de deux fontions de variables réelles estle produit de leurs limites, on doit montrer 8

|f(x) · g(x) − L1 · L2| < ǫave l'hypothèse
|f(x′) − L1| < ǫ′on trouve, ave σ = [x|x′], que

f(x) · g(x) − L1 · L2 = g(x) · (f(x) − L1) + L1 · (g(x) − L2)soit K = g(x), A = f(x) − L1, L = L1 · (g(x) − L2).On a don trois sous-buts à démontrer
|g(x)| < µ pour un ertain µ
|f(x) − L1| < ǫ/2µ
|L1 · (g(x) − L2) < ǫ/2qui le seront failement en utilisant l'hypothèse

|g(x”) − L2| < ǫ”Cette heuristique, spéi�que pour la reherhe de limite, est un as partiulier d'un prinipeintéressant, plus général :Pour montrer C à partir de plusieurs hypothèses dont H , forer H à ontribuer autant qu'ellele peut et laisser le reste à démontrer ave les autres hypothèses.L'intérêt est double :- H n'est plus néessaire, don ela réduit le nombre d'hypothèses à onsidérer pour la suite ;- il est impliite dans la notion de forer que ertaines hypothèses sont utilisées pour faire quelquehose d'opératoire, aluler quelque hose plut�t que faire des inférenes au hasard.Cei est fait par une fontion EXTRACT qui reoit deux expressions A et B et renvoie K, Let σ. Elle fontionne de la façon suivante :Supposons qu'il y a une substitution σ et une expression x telles que Aσ et Bσ sont despolyn�mes en x et A est linéaire en x. Alors il y a des expressions a, c, b et d telles que x n'apparaitpas dans c, a ou d (ne peut apparaitre que dans b) et Aσ et Bσ peuvent être réexprimées omme
Aσ = a · x+ c
Bσ = b · x+ dEXTRACT(A,B) retourne alors les valeurs

K = b
a

L = d− b·c
a

σOn trouvera i-après (Exemple2) un aperçu de la démonstration omplète du théorème sur lalimite d'un produit de fontions, après une démonstration plus détaillée d'un théorème plus simple(Exemple1).8 Un aperçu de la démonstration omplète est donné plus loin (Exemple2)
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x→a

x2 = a2soit
∀ǫ(0 < ǫ→ ∃δ(0 < δ ∧ ∀x(x ∈ R ∧ x 6= a ∧ |x− a| < δ → |x · x− a · a| < ǫ)))Elimination des quanti�ateurs et introdution de ǫo et x(δ) respetivement onstante et fontionde Skolem.

0 < ǫo → (0 < δ ∧ (x(δ) ∈ R ∧ x(δ) 6= a ∧ |x(δ) − a| < δ → |x(δ) · x(δ) − a · a| < ǫo))Pour plus de simpliité et de lisibilité, on érira ǫ et x à la plae de ǫo et x(δ), mais le programmegarde et travaille ave es notations de Skolem.Soit 0 < ǫ→ (0 < δ ∧ (x ∈ R ∧ x 6= a ∧ |x− a| < δ → |x · x− a · a| < ǫ))Les inégalités sont supprimées et remplaées par des types. ǫ puis δ sont de type < 0,∞ >, x detype < −∞,∞ >.L'heuristique limite est utilisée pour démontrer |x · x− a · a| à partir de |x− a| < δ.Ave A = x− a et B = x · x− a · a, EXTRACT(A,B) donne
K = x+ a, L = 0, σ = true (substitution vide)soit x · x− a · a = (x+ a) · (x − a) + 0et on doit alors montrer les deux sous-buts suivants :(1) |x+ a| < µ pour un ertain µ(2) |x− a| < ǫ/2µle troisième étant trivial.L'heuristique limite est de nouveau utilisée pour montrer (1) ave A = x− a et B = x+ aEXTRACT(A,B) donne
K = 1, L = 2 · a, σ = true (substitution vide)et on doit alors montrer(11) 1 < µ′ pour un ertain µ′(12) |x− a| < µ/2µ′(13) |2 · a| < µ/2Ave l'hypothèse |x − a| < δ le programme trouve que δ doit être de type < 0, µ/2µ′ > et µ detype < |4.a|,∞ >Pour (2) δ doit être de type < −∞, ǫ/2µ >, don �nalement de type

< 0, µ/2µ′ > ∩ < −∞, ǫ/2µ > 'est-à-dire ompris entre 0 et min(µ/2µ′, ǫ/2µ)Le programme a don �nalement �hoisi" µ, µ′ et δ tels que














µ′ > 1
δ < µ/2µ′

δ < ǫ/2µ
µ > |4a|et on a bien

|x · x− a · a| = |(x− a) · (x− a+ 2a)| ≤ |x− a| · (|x− a| + 2|a|) < (ǫ/2µ) · (µ/2µ′ + µ/2)
< (ǫ/2µ) · µ = ǫ/2 < ǫExemple2 - Limite d'un produit de fontionsThéorème à démontrer lim(f, a, L1)∧ lim(g, a, L2) → lim(f · g, a, L1 · L2)Notations :lim(f, a, L) est une notation prédiative pour L = lim

x→a
f(x)
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R est l'ensemble des réels (intervalle < −∞,∞ >)
F(R,R) est l'ensembles des appliations de R dans R.Remplaement du prédiat lim par sa dé�nition
a ∈ R ∧ L1 ∈ R ∧ f ∈ F(R,R)
∧∀ǫ1(0 < ǫ1 → ∃δ1(0 < δ1 ∧ ∀x1(x1 ∈ R ∧ x1 6= a ∧ |x1 − a| < δ1 → |f(x1) − L1| < ǫ1))
∧ a ∈ R ∧ L2 ∈ R ∧ g ∈ F(R,R)
∧∀ǫ2(0 < ǫ2 → ∃δ2(0 < δ2 ∧ ∀x2(x2 ∈ R ∧ x2 6= a ∧ |x2 − a| < δ2 → |g(x2) − L2| < ǫ2))
→
a ∈ R ∧ L1 · L2 ∈ R ∧ f · g ∈ F(R,R)
∧∀ǫ(0 < ǫ→ ∃δ(0 < δ ∧ ∀x(x ∈ R ∧ x 6= a ∧ |x− a| < δ → |(f · g)(x) − L1 · L2| < ǫ))Les trois premières parties de la onlusion sont démontrées en utilisant les hypothèses et lesthéorèmes onnus sur R et F(R,R)Puis remplaement de (f · g)(x) par sa dé�nition f(x) · g(x), élimination des quanti�ateurs etintrodution de onstante et fontions de Skolem δ1(ǫ1), δ2(ǫ2), ǫo et x(δ) que l'on érira dans lasuite δ1, δ2, ǫ, x pour plus de simpliité et de lisibilité mais, omme préédemment, le programmegarde et travaille ave es notations de Skolem.

a ∈ R ∧ L1 ∈ R ∧ f ∈ F(R,R)
∧(0 < ǫ1 → (0 < δ1 ∧ (x1 ∈ R ∧ x1 6= a ∧ |x1 − a| < δ1 → |f(x1) − L1| < ǫ1))
∧ a ∈ R ∧ L2 ∈ R ∧ g ∈ F(R,R)
∧(0 < ǫ2 → (0 < δ2 ∧ (x2 ∈ R ∧ x2 6= a ∧ |x2 − a| < δ2 → |g(x2) − L2| < ǫ2))
→
(0 < ǫ→ (0 < δ ∧ (x ∈ R ∧ x 6= a ∧ |x− a| < δ → |f(x) · g(x) − L1 · L2| < ǫ))Les inégalités sont supprimées et remplaées par des types. E puis D sont de type < 0, ∞ >,

x de type < −∞,∞ >, et . . ..L'heuristique limite est appliquée trois fois.Ave A = f(x1) − L1, B = f(x) · g(x) − L1 · L2, EXTRACT(A,B) donne
K = g(x), L = g(x) · L1 − L1 · L2), σ = [x|x1]soit
f(x) · g(x) − L1 · L2 = g(x) · (f(x1) − L1) + g(x) · L1 − L1 · L2)et on doit alors montrer les trois sous-buts suivants :(1) |g(x)| < µ(2) |f(x) − L1| < ǫ/2µ(3) |g(x) · L1 − L1 · L2| < ǫ/2Pour démontrer(1), l'heuristique limite est de nouveau appliquée ave A = g(x2) − L2, B = g(x),EXTRACT(A,B) donne
K = 1, L = L2, σ = [x|x2]et on doit alors montrer(11) 1 < µ′(12) |g(x) − L2| < µ/2µ′(13) |L2| < µ/2Ave l'hypothèse |g(x2) − L2| < ǫ2 le progamme trouve que ǫ2 doit être de type < −∞, µ/2µ′ >et µ doit être de type < |2L2|, ∞ >Le sous-but (2) est failement établi, à partir de l'hypothèse |f(x1) − L1| < ǫ1 en attribuantle type < −∞, ǫ/2µ > à ǫ1.Pour démontrer(3), l'heuristique limite est de nouveau appliquée ave

A = g(x) − L2, B = g(x) · L1 − L1 · L2, EXTRACT(A,B) donne
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K = L1, L = 0, σ = true (substitution vide)et on doit alors montrer(31) |L1| < µ′(32) |g(x) − L2| < (ǫ/2)/2µ′(33) 0 < ǫ/4Le programme trouve que µ′ doit être de type < |L1|, ∞ > et, ave l'hypothèse |g(x2)−L2| < ǫ2,que ǫ2 doit être de type < −∞, ǫ/4µ′ >. Comme ǫ2 était déjà de type < 0, µ/2µ′ >, il doitmaintenant être de type < 0, µ/2µ′ > ∩ < −∞, ǫ/4µ′ >Le programme a don �nalement �hoisi� µ, µ′, ǫ1 et ǫ2 tels que















µ > 2|L2|
µ′ > |L1|
ǫ1 < ǫ/2µ >
ǫ2 < min(µ/2µ′, ǫ/4µ′ >pour établir, à partir de

|f(x1) − L1| < ǫ1
|g(x2) − L2| < ǫ2que

|f(x) · g(x) − L1 · L2| = |g(x) · (f(x) − L1) + g(x) · L1 − L1 · L2|
≤ |g(x) · (f(x) − L1)| + |L1 · (g(x) − L2)
= |g(x)| · |f(x) − L1| + |L1| · |g(x) − L2|
< µ · ǫ/2µ+ µ′ · min(µ/2µ′, ǫ/4µ′)
< ǫAutres exemplesOn trouvera dans [6℄ deux autres exemples de preuves de théorèmes sur les limites :

• ontinuité de la omposée de deux fontions ontinues
lim(g, a, g(a)) ∧ lim(f, g(a), f(g(a))) → lim(fog, a, f(g(a)))

• ontinuité des fontions dérivablessi lim
h→0

f(a+h)−f(a)
h

= F ′ alors lim
x→a

f(x) = f(a)et l'analyse d'un éhe :
• le programme ne peut pas montrer que la limite de l'inverse d'une fontion est égale à l'inversede la limite de la fontion.7.3 Un système interatif en topologieLe système dérit par Bledsoe dans [7℄ est une version améliorée et interative des préédentsprogrammes. Il a été expérimenté en topologie.Le programme véri�e un ertain nombre de propriétés, et peut demander de l'aide à l'utilisateurs'il en a besoin (par exemple s'il n'a pas réussi à démontrer un sous-théorème dans le temps limitequi lui est donné).Le but n'est pas que l'être humain aide la mahine mais qu'il puisse tester ertaines idées et,si ela aboutit, que la mahine se harge du travail fastidieux.L'utilisateur peut demander à la mahine- des détails (DETAIL) ;- d'instanier une variable (PUT) ;- de remplaer les ourrenes d'un prédiat par sa dé�nition ;- d'ajouter un théorème onnu omme nouvelle hypothèse du théorème ourant ;



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 17- de prouver d'abord un lemme, puis de l'utiliser ;- d'augmenter le temps limite pour le sous-but ourant ;- d'admettre le sous-but ourant et de ontinuer ;- de revenir en arrière au préédent sous-but ;- d'ajouter des règles à REDUCE ;- d'ajouter des dé�nitions ;- ... .Quand la mahine s'arrête ar elle a éhoué (FAILED) à démontrer le (sous)-théorème ourant(au début le théorème initial) dans le temps limite imposé l'utilisateur peut taper- soit DETAIL, et la mahine ommene ou ontinue la preuve jusqu'au premier sous-théorèmesuivant qu'elle ne peut pas démontrer ;- soit une autre ommande pour aider la mahine.A haque fois que la mahine a démontré un sous-théorème (PROVED), elle donne la main àl'utilisateur qui doit taper- soit GO pour qu'elle ontinue ;- soit une autre ommande.Exemple de dialogueThéorème à démontrer :Un ensemble est ouvert si et seulement si il ontient un voisinage 9 de haun de ses points.U désigne l'utilisateur, M la mahine, C est un ommentaire.U ouvert(A) ↔ ∀x(x ∈ A→ ∃V (voisinage(V, x) ∧ V ⊂ A)M (1) ouvert(A) ↔ ∀x(x ∈ A→ ∃V (voisinage(V, x) ∧ V ⊂ A)FAILEDU DETAILM (11) ouvert(Ao) → (xo ∈ Ao → (voisinage(V, xo) ∧ V ⊂ Ao)FAILEDC premier sous-théorème skolémisé, V est une variable à instanierU DETAILM (111) ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → voisinage(V, xo)FAILEDC premier sous-théorème de (11)U DETAILM (111) ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → ouvert(A) ∧A ⊂ V ∧ xo ∈ AC dé�nition de voisinage et skolémisation, A est une variable à instanierM (1111) ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → ouvert(A)PROVED [Ao|A]U GOM (1112) ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → Ao ⊂ V )
ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → (to ∈ Ao → to ∈ V )
ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao ∧ to ∈ Ao → to ∈ VPROVED [Ao|V ]U GOM (1113) ouvert(Ao) ∧ xo ∈ Ao → xo ∈ AoPROVEDU GO9 Dé�nition d'un voisinage V de x : voisinage(V, x) ↔ ∃A(ouvert(A) ∧ A ⊂ V ∧ x ∈ A)



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 18M (112) ouvert(Ao) → (xo ∈ Ao → (Ao ⊂ Ao)PROVEDC par REDUCE, A ⊂ A est réérit trueM (12) (x ∈ Ao → voisinage(V (x), x) ∧ V (x) ⊂ Ao) → ouvert(Ao)FAILEDC on herhe x (remarquer que la skolémisation est di�érente de elle de (11), voir setion 6.1)U DETAILM (12) (x ∈ Ao → voisinage(V (x), x) ∧ V (x) ⊂ Ao)
→ (F ⊂ T ∧Ao = σF )∨ (ouvert(B) ∧ ouvert(D) ∧Ao = B ∩D)C dé�nition de ouvert et skolémisationon herhe, pour la topologie T , soit une union d'ouverts σF ,soit une intersetion de deux ouverts B et DM(121) (...) → (F ⊂ T ∧Ao = σF )FAILEDU DETAIL(1211) (...) → (F ⊂ TFAILEDC Ii l'utilisateur doit aider la mahine en lui donnant omme valeur pour F la familledes sous-ensembles ouverts de AoU PUT F = T ∩ P(Ao)M (1211) (...) → (T ∩ P(Ao) ⊂ TPROVEDU GOM (1212) (...) → Ao = σ(T ∩ P(Ao))FAILEDU DETAILM (1212) (...) → Ao ⊂ σ(T ∩ P(Ao)) ∧ σ(T ∩ P(Ao)) ⊂ Ao(12121) (...) → Ao ⊂ σ(T ∩ P(Ao))

(...) → (to ∈ Ao → to ∈ σ(T ∩ P(Ao))C dé�nition de ⊂M (...) ∧ to ∈ Ao → to ∈ σ(T ∩ P(Ao))
(...) ∧ voisinage(V (to), to) ∧ V (to) ⊂ Ao ∧ to ∈ Ao → to ∈ σ(T ∩ P(Ao))C forward haining (voir setion 6.2) de to ∈ Ao) ave l'hypothèse(...)=(x ∈ Ao → voisinage(V (x), x) ∧ V (x) ⊂ Ao)M (...) ∧ ...→ ouvert(A) ∧A ⊂ Ao ∧ to ∈ AC dé�nition de σ et ⊂on herhe A tel que t0 ∈ A et A ∈ T ∩ P(Ao) 'est-à-dire A ouvert ⊂ A0M (121211) ... → ouvert(A)... ∧ ouvert(A1) ∧A1 ⊂ V (to) ∧ to ∈ A1) → ouvert(A)C PEEK forward haining ave l'hypothèse voisinage(V (t0), t0) et la dé�nition de voisinageM PROVED [A1|A]U GOM (121212) ... ∧ A1 ⊂ V (to) ∧ ... ∧ V (to) ⊂ Ao) → A1 ⊂ AoCe sous-théorème (121212) est failement démontré en remplaçant l'inlusion de la onlusion parsa dé�nition et par deux �forward haining" (Exemple2 de la setion 6.2).La mahine peut aussi utiliser diretement la transitivité de l'inlusion A ⊂ B ∧B ⊂ C → A ⊂ Cqu'on a pu lui donner omme théorème onnu sur les ensembles.Sinon l'utilisateur peut aussi lui donner et lui dire d'appliquer ette propriété.L'utilisateur peut aussi dire à la mahine d'appliquer la transitivité de l'inlusion.Il reste à démontrer le sous-théorème (12122) de onlusion σ(T ∩ P(Ao)) ⊂ Ao failementdémontré.



D. Pastre - DEA MIASH 2002 Dédution naturelle 19Deux autres exemples de théorèmes de topologie sont donnés dans [7℄.7.4 Autres appliations et autres méthodes naturellesD'autres systèmes ont été développés par Bledsoe et son équipe en topologie [1, 2, 4℄, analyse[4℄, analyse non standard [3℄ et arithmétique de Presburger (l'arithmétique de Peano sans lamultipliation) [8℄.Ces réalisations utilisent des enrihisssements des programmes préédemment dérits et aussid'autres méthodes, elles aussi naturelles, en partiulier divers sortes de représentations graphiques.Ballantyne et Bennett [1℄ ont utilisé des méthodes graphiques pour démontrer automatiquementdes théorèmes de topologie. Les ensembles sont représentés par les noeuds d'un graphe. Lesrelations entre ensembles, en partiulier les relations d'inlusion sont représentées par des arsdu graphe. Le programme raisonne sur le graphe pour démontrer des propriétés sur les unions,intersetions, omplémentaires d'adhérenes, intérieurs et frontières d'ensembles.Cette méthode a également été utilisée par Ballantyne pour la reherhe de ontrexemples[2, 4℄, et par Ballantyne et Bledsoe [4℄ pour aélérer la déouverte de preuve en analyse et pouraider le mathématiien dans sa reherhe.Ballantyne et Bledsoe [3℄ ont utilisé des tehniques d'analyse non standard pour démontrerautomatiquement des théorèmes d'analyse, après avoir (automatiquement) traduit leur énonéstandard en énoné non standard. Ils utilisent les types intervalle et ont de plus dé�ni uneméthode nommée �sup-inf" qui, étant donné un ensemble d'inégalités entre expressions, enadrentles variables dans un intervalle <inf, sup>.En�n, dans [9℄, Bledsoe fait en 1977 une sorte d'inventaire des démonstrateurs utilisant destehniques autres que la Résolution, ave de nombreux exemples. Sans prétendre que es tehniquessoient les seules possibles pour progresser, il termine par e souhait :�We have talked a lot and proved very few hard theorems (by omputer) during thelast several years. It is time to do, to show that our onepts are good. It is time toget a lot more experiene with our provers. This will allow us to eliminate some of our�good" ideas.It is not the time to give up on automati theorem proving. How an that beadvisable at a time when so little has been done to develop and apply the ideas wealready have ? For example, why doesn't someone else use analogy in automati proofs ?One thing that would help push this �eld ahead, would be for authors to followthe pratie of publishing the proof of at least one hard theorem in eah new methodspaper. We do not believe this �eld will remain vital unless we develop truly powerfulprovers, and not just theories".
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