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mapping (f,x,y)    and    a subset_of x    and    b subset_of x  
               implies     
image(f,a)  union  image(f,b)     subset_of     image(f, a union b) 
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image(f,a) union image(f,b) 
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image(f,a)  union  image(f,b)     subset_of     image(f, a union b) 

#��������'���������
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x2 �� a   such that   x1��= f(x2). 

����� ����� �� ������:��"�� ���������������2��������&���������������� �������������"�&&�� ���������

#�"���������"���������'������#:�"�������#���2����� ��/����
������/678700��/�����������������

���#���2����� ���'����"����������������&���������"����������������������&������!����0


;�������������������

x2 element a  

����

x1��= f(x2). 

��&���#��&��'����������'����������'�union�����image�������������������������

x2  element  a union b 

�����

x1���element  image(f, a union b)  

���"���������"��"&���������#����� ����

� 
�����"������#������������ ��������������� �x1� �element image(f,b) ����)��	
�

������������������������,���"���'������������b���������&�"���'�a�������������/���0��#&���������"��

�������������#�������a�����b���������������"�������&������������������ ��������������������

���� ������ ��"������&���������������������������'����x1��element image(f,b).�

� ������������'�#�����)��	
������������"������ ��������&������������������'���&#������

&��(&� �&� ����� ���� �� ������ #���!� ���&�� �����"�� �� ��!���(&� �&� ����'� #�� ����"��!� ����

������������

�

5�+�����$�N$	��@	<	@�����;��	��
���;�

��������������"���������*�������������"����!�����'��� �����������������*������������������

#�!�����H������'�������2����������"�������!���(&� �&�����'�#������!�����'�&&����!�&�����=��

@�����6�=�%
⊂ % ∪ :�
@�����+�=�
��
%
⊂
 ;
���
:
⊂  ;
����
% ∪
:
⊂ ;

@�����1�=���
%
⊂ :
����
�2%3
⊂
 �2:3





�������'��������'�&&����!=�

# ⊂  �2#∪/3��#��&�����6�
�2#3
⊂  �2#∪/3�#��&�����1�
�2/3
⊂  �2#∪/3�#���������������!�����������
�2#3
∪
 �2/3
⊂  �2#∪/3�#��&�����+�

����������&�������'�����������������"����!�����'��



� 66� �

� ���)��	
�����#&����������"����"��������'��'������"�� ���������������&������/���"�����

����&����#&�������� �0���.�����'�����&�����"�� ������&��������&&���&&(*���������������#��������

�������� �����&&������"�����&����������� ������ ���������������"������������#��"���"������'�

�����&��������������#�!���� �������"��'��� ��������'��#��������&&������#�����������"� ���

���������� �����"��������

�

5�1������
$	��
���;�.M����)��	
�

��������
�����
��**��5�
�)
#→/�
5)
/→��
�)
�→#,

��
��0
�-�
��
���
�����
��**��5�
��5���

����5�
5����
���
��<�
����
2���*,
���<�
����3
���
���
�����
��
���<�
����
2���*,
��<�
����3�
����
��


5
���
�
���
���'��'���,





� 
���� �������� ��� ���� "��"�����&&�� ��''�"�&�� #��� ������� "���&�"������ � ���)��	
�

��""����������� ��!��������������#�"������'������#�&��������������2��������&����������������������

����"����������&��������"�����������2��������&������������������#�"�����������"�������������

#���2����� ���#�����&������� �����"����� ��� ����������2��������&�������������������&�����������

�������������������&��������������!����#�'�������������2��������&������������������������

� ���)��	
�"���������������&������� ���#�
/�
�
���"������ ���!���������(���!����'�

���"����!������������������� ����"������!�����������&����������������&����������"���������������

����� ����� ���� 1���������� ���� 5�������!��� � 
��� �������� �����&��� ����� 5���#����������&&��'�

���"�� �� �� ��� #�� ��� ��� #�"����� ������ ��� ��� ���������� � 	�"�� �'� ����� ��� ��&��� ����� +�

��#���������/��:�"�� �����������:�"�� ���0�� �
������������'�������6+���#�����������,����������

"���������'�3��&�������� �
����������''�"�&����#����������,������7��&��������������)��	
�

�&���"�������63����������&�����&��������

�

5�3�����$�N$	��@	<	@�
���;�


���������'�������������������'�������#��� �������"��&��#�������"���#����������#���!�� ���

���������"���������*�������������� ����� �������������������"���&�"�����#�"��������"��&��

���&������'�&&����!�&�����=�
@�����6�=���

5��
��
��<�
����
����
�
��
��<�
����,


@�����+�=
��

5��
��
���<�
����
����
5
��
���<�
����,





�'���5�����������5��������:�"�� �������5�����������:�"�� ������"������������&��"��"&�������������

5���5����������5�������:�"�� �����������5�����5����������:�"�� ����

� 
�������������&�����������'�&&����!�&�����=�

@�����6#���=�



 

 

� 6+�

��

5��
��
��<�
����
���
�
��
���<�
����
����
5
��
��<�
����,�

@�����+#���=�
��

5��
��
���<�
����
���
5
��
��<�
����
����
�
��
���<�
����,


.��@�����6#������5����:�"�� ������5����:�"�� ����������"��������������:�"�� ���

.��@�����+#����5������:�"�� ������5���:�"�� ����������"���������������:�"�� ���


�����#��@�����+#����5��������:�"�� ������5��������:�"�� ����������"���������������:�"�� ���

� 
��������'������������������������'�����!����&� �&�������������"����!������#������������

��������������������&���J��������&��"������&������#�������"���#����#�!������������� ����������*�

�������'�@������6�����+��������������&&(*���������������@������6#�������+#�������"������&��

����*�����#���&&����������"�������������#&����������������������*������������ ����������


���� ���#�#&�� ���&�� �����"� ��� ����� #�� ����"���!� '��� "���������� ��"������� ��� ����"��

��:�"�� ����������:�"�� ������������������&'����������"��������������"��&�������

� 
�������"� ����"��&��#����"��&&��!��'���������������� ��������� ������&��#���� ����

��''�"�&�����*�������'�����

�

�

/ ���

����	��
�����%��

������+��,�
�'
�

9�6�����@	�������	
���@	��

���� �'� ���� ����� "����"�������"�� �'� �������)��	
� ������� ��� ����� ��� ��� �� *���&��!�(#�����

�������� � C���&��!�� ��� �2�������� #�� ��&��� ���� ������&��� ����� ��� ������ ��� ������ ��� ���

��"&����� �������������������#&��� � ���'�"���  �����'������&����2���������� ��������� ������ ����

��"&����� ��*���&��!�����������"���������������������'����&���!������*���&��!��� ����� ��� ���

�������&&����"&����� ���#���������"&��������������#��� �������N�����&&�����"����&����������������

'�����''�"�&�����������"�&�'��&���/����
������/678700���'������ ��!��#��� ������������"��������

���*�� ����������"���������� ����"����&������"������������&&��"����&��� ��� ������������ ����

�����"�&�����������&���"��������������������������������������!�����&�'�����#����������������

!� �������������� �
�������&���������"��������''�"����� ����� ���������!�����&�������������&��

�2����������������������

� 
���������������"��"������"���������$������ ����� ��� ���&��"����&��� *���&��!����

	�"�� ����� ����� �� �� ��� ��& �� �� ��� ��&� ��#���#&���� ����� ��� ���� �2�&�"��&�� �2�&���� ����

��������!���
�����������!�������������"���"��������������#��"����&������"�������������� ��

����������%��&���#��� ��!����������������������������*������������ ����������������������&��

�����"&���������#����������

�



� 61� �

9�+���
��)	����@��	
$����


��"�����&��������������"��&&�� �'� �������������"��������������"�'�"����������������������#��

������''�"�������������������'���&����������������'������,���'����&����'���� �������!�����������

"����������)��	
��

� %�����&&�!� �������2���&����'���"�����������

�

 ,!,=,

��*�����������
��
/����0
��(������


��� ��

	� /
������ /679800�� �� ����������� ������"��"���#��"��������������������"�������'�

���)��	
�����������������������!������������� ���&����"�'�"�����������������"��&��#��

���������������"�&����#��������&������������������������#����!��������&�������������������������

���"�'�"����"�������������������� ���������&���� ������''�"����&��� � 
�������"�&&��� �����������

������!��������"���#�&�������'�������� ����#���������������!�������)
��������

� 
����!���������'���������&�����������)��	
=��&&�#��������&����������������������'����

�������������������������&���������&������������
�����������*���&��!��#������"����������"��

��������������������������������������������'���������&������������!������#������������������

����������� ����

� 
�����������������������������'��������������������������"����������������������������

������������������&'��

�

 ,!,!,

4��
�0����
��
�����(��



�O���&���/67970�������������������"������"���#&���'���� ��!�������������
���&�!���������'�

����"����"�������"����������"���"�������������� �����''�"�������������������������������&�������

�'��������
�������� �������'�&�#�"����������������""������!�����&�
���&�!�������������"&������

��&��������� ��������������#�"������'�������'�������������������������'�"&�����������������������


���"&������/��������������0��'�������P�����������&&����/������&��!���0��������"�����"&�����/������

����0� ���� ��"&����� /������ ��� ��"&����� ��0� P�� 
����� ������&������� ����� ��� ����&�� ���� ���

,��"*&�����'����������������������*�����&&���"&��������&�������#��������&&���������"������������

��������#&�������� ������'�&&����!���������

4��

(��������
���
�����
��
�-�
����
��
����(
��
���
�����
��
���

(��������


 /
#∪ 
6
 
# ∪ 
/ 

����������"�� ��!�����&�������

� 
����� �������������������)��	
����������"�� ������'�&&����!�&������=�

#
⊂ /
∧ /
⊂ �
� #
⊂ �

#
⊂ #∪/




 

 

� 63�

#
⊂ �
∧ /
⊂ �
� #
∪ /
⊂ �




���)��	
� ����#&�� ������� ������&�����������&��� ������ �� ������#��� ���� ������"� ��� �������

�����&��H�������������#&��������"� ������������!�����&�&�������#���������!�����"&��������

� $�������&������� ������&������� �'���� �������� ����"����!� ����� ��������&����&������

#�"���������������&�������,�������&&�*������������������&�����&������������������"��������

� 
��� �������� ����� ��� �����&��H�� �������� ������ ���� �������� ��� ����"������

��������������������������&�����'�&�������������!����������#����&������� ����!� ��!�&�������

�

9�1�������N�.�
$��	)@���
�<	�C��%@	�N	�����
��)	����@��	
$����

���)��	
� ������������������ �����������������"�����!��������������� ��������������� ��� ����

'������� ��� ��&&� #�"���� ��� ���������� '��� ������"����� ���*��!� ��� "�&&�&��� ���������� � �����

����������������&��������������'��#��������#���!������#�����)��	
� �������"��#�������

"���������������
������/67710��

� %���� ���������&�����'�"������"������������������'�������/���0��������������������#����'�

����"���������������������!���'�����������"������������'�&&����!��2���&��

�

* :�6 ��

���
�
�

�

+�(:

+�(:Q6

+�(*

+�(*Q6

�
�

�

���"�����'����&&����'�����#��





����<�>

6


72�'��
�?�3�
2�'��
�?�?=3
@
�∈7�'<�
"�
A�
�'>83



���



� 64� �

	�"����������������������"�������������������������'���������"�������/�����������"�������������

���!�#���������������"����!�����0����������&�������������������������#&�����%���� ���������������

��������'���"��*������'����'�"����

� ���)��	
� ��&����� ��� ��������&�� ���������� � ����#��� ����� �����''������ '���� ����

#��� ������'������������"���������������#��� ������&�����*��!���� ������ ���������� � ;���

$�������  ����&� ���"������� ���  ���� ���������� #��� ����� �� �� ��''�"�&��� '����&�>��!� ����

��������!� ��� �� ��!������ �������� � ��� �����"�&���� ����"����� ��� "����"���� ��&�� #�� ��'����&�

��������!����������"������������)��	
����������''�"�&�������&��!�'����&��2�����������������
�����"�&�������������!��'��������#�&��!�����������<�>��#������"����������&�����"�� ���'��������������

����'���������'��������'�"������������'������'��������!�#��������������#�&��!�������������<�>����

��������������������#���!�����������&��*�����������������"�&��&������*��!��#��������

� ���)��	
� ���������&����'� ����� ��� ������&��������'� ���� ����!��� ���#�������� ������

"��������������&&�*���&��!������'������2����������������������"&����� �����������
�����������'�
��������<�>�/��&���#��&��'����������'�������0�����������������'�������������&������������/��"��

��� �������� ��������������������0��������� ���������&� �&����� �������� ��� ������������������

����� ��������'�&&����!���������&�������1≤
0�/���*������0��1B0�/����"�������0��0
6
1?=
/1��������
���������������"�������'�00������&&��������������������&&�*�����&����!������������������������'�

1B0�����0BC�� ������������ �����'�B� ���&����1BC�������������&�������������1≤
C
#�"�������������"��
���������&�����������*����������������&����� ��2≤
0�����0≤
C�������������� �����'�≤
�&������&����
1≤
C�� ��� ���������!� ����&���'���� �����!������&�������&�"�������#������&���!���������&����������
�����"�������!�������&���!��������&������������ ����J�

� ������������(������!�'�"�����������'�&&����!�������������	�"���������������������������
��������&&���&��������������!�����������������������������&���#��&��'����������'���������'�����:�*�

#�����&������"��������������&������ ���*����� ���#�&��!������"��������:�*�������"���������

����!������*��������#��#�������*�����:���.����������������������&�������������� �����'�≤
���R��'�����
��������������"������:����#��������������������!������������������������&������� ������ ����

�&����!������&������� �������&����������������������������'������"����������&���������&���������

����"��������&&�"�����������'����&&������#&�����������������

� $�������# ����&����������������&�*���������
����"���"����&������*��'�����������������'�
���� ����:�*� #��� ��"���"����&�����&�� ����������������'� ������������&��������&�������� ��� ���

��"��������

� �������������������'�����������������'�������������&��������������'������������������

���"�����&���
���!�����&���&���2�������!������������� ����

��
1≤
0
���
0≤
C
����
���
1≤
C




 

 

� 65�

������� ���� ������������"������������������������������������������1≤
0�� ����&������&��������
'�&&����!���&��=�

��
0≤
C
����

�(��
���
1≤
C

��
0BC
����

�(��
���
1BC


��
�≤
1
����

�(��
���
�≤
0

��
�B1
����

�(��
���
�B0



 �� ����&��� ���������� ��� ����� '��� �����!� ����������� 1B0
 ���� 0
6
1?=�� ���� '��� ����

�����������'���������������

� ��"�� ����� ��� �����!����������� �����#��� ��������"&�������� ����#��� ������'���������

#���!������������������*��'������������� ������2"�������������"��"������"����

� ����������''�"�&���"��"�����������&�����!��'�1≤
0
�����1B0
∨ 160�����������������"���� ��
#�������������������"��������������������#���������.���������������'�������#��������������'��������

�'� �������'�"��� ��� ��&&�#�����'�&� ���'����������������������'� �������'�"������"����&&����#&��

���)��	
��������&�����"�� ��������'�������������$��������� ����&&����
���������&&�����#�����

��������$������/ ����&����"���������� ������''�"�&�������������>�0��#������'���������������������

���"��"��&���� ������������''�"�������������"��&�"�����

�

�

0 �����
�������


�����"�������'�������"����������� ��������������$��������������������������������'�������

��� ���������������&��������'���������������"��������'�����������������"�������$��������
�����������

"�����'������������2�&������������'������"��&&��������������&���������������"���"�� ������
��������&���

����"�����'�����������"�� ��"������#��� ��������������"��'���������������"������������&���&���

����� ��� ����"���� �'� ������� �����"�� ����&��'����������������� ������ ������"�� ������������#��

��"�� ��!������"�'�"����������"�&(*���&��!��#�����

� 
������)��	
�������� ����� *���&��!��#����� ����������� ���������!��������&��'�

����������� ��!� �"�� ����� ��� ��� �������� ������������ $������ ���� � ;��� �����"���&�"�����

������������������"�������'�����"�����������������#&��#�����������������#�����''������'����

��������'�����������2��������&��!� ������������������������2�����������"����!���(&� �&�����'��

#������"��!��������������"������������������#������!����&�����������*��������������/����

#�� �'���� ��"���"����&�� ��&�"���!� ��&�� ���� ��!��� ����0�� � ����� ���� � ��� �'� ����� ����&&��

"���"����&���2�&���������������������'�������'������������&���'��2�&�"����������������"&����� ��

*���&��!��� ����� ��& �� ����� ��#���#&���� #�� ���"�����&� ���� "����&��� *���&��!�� ����

���,���������������������������������������"������������������������� ��������&��������������

����������������� �����������'�����"������"���#�&�������



� 69� �

�

�

1
�
�
�

��

�������� C�� /67880�� ���"� ����!� �� ����'�'��� ����'�2��������� �������=� �� "����������� 
��"�����!���'� ���� 8���

	��������)��'����"���������'�"��&�����&&�!��"���561(568�

�.&�������% �% �� /67960�� ��&�����!���������"�������������"�� �����������"� ����������� ��!��D�����(
��
#�����
��(


����((�5��
��+���44(99�

�.&�������% �% ��/67990�����(����&����������������� ��!��D�����(
��
#�����
��(
����((�5��
��7��6(14�

�.������������������S����/67970����"�����������&�@�!�"���"�����"�
����������M��*��

�.������;����/67980��
�����������������������'��������������������&�!�"��D�����(
��
#�����
��(
����((�5��
��6I��

+86(165�

�.������;����/67850������2���������&�&�!�"�#������������'���������&�����"���������"��&���D�����(
��
#�����
��(


����((�5��
��1I���669(+51�

�)����� ��)�/67880����� �������"����� ���%�H���������'�����"����"�&� ����������� ��!� ���!���������D�����(
��


#��������
��������5
3���+19(+59�

�;�:����������&������S���.�������;�� /67710������������!�����������'����������&��� ���'�������&!�#����61����S)����

4+(49�

�$���!��P���C��#��������C��&������������&���	������������������"�����S��� ���*������S�� /67730��
���F(�C�
�

����'��� �&��������� ������������	)���73�%�*�����A;��������������� ����������������"�&�����������=�

����������������#&����&�������

C��#������� /677+0�� ��� ��������������������'����������"�&�"��"��������� ������ �����&������ ���'����(������&�!�"��

�	C�����������(7+(I8����� �����D����������&������

@��#&���� 
�� /67710�� ;���	����=� ��� ����G��� T� #���� ��� "���������"��� ����� &HO����� �2�O�������&�� ���

�����������������O����,������G������&H��� �����O�
�����5�

@����G����S�@�� /67850������&&�!��"������'�"��&&����O��&������������#&G��������&H$��������&����"������	���&&����


������

�"�)�����% �% ��/67730���

	��1�I���'����"�������&�����N������
�"������������@(73U5����!������������&�

@�#�����������

�"�)�����% �% ����
������#��������/67750����������������"���������,�������&�&�!�"�����"�#�"�"�� ���������!���

<��&�!�

����������� 
�� �� ������� 
�� /67740��N�������"� ����������� ��!�#�� ����!������&�!�"�&������&!�#���"���������!��

D�����(
��
#�����
��(
����((�5��
��94���71(661�

�O���&����.��/67970������O�������������������#&�������O��������������������,������G������1G���"�"&���
�����5��


����������/67980����������"�
�������
�� ��!��������
�������D�����(
��
#�����
��(
����((�5��
��6I��6(+9�


���������� /67870�����)��	
=������������"������������ ��!������������!�*���&��!����������*���&��!�����

���������"���D�����(
��
#�����
��(
����((�5��
��18���+49(168�


������� ��� /67710�� ���������� 
������� 
�� ��!� ��� ���������"��� � #���(�
 ��
 ���������
�
 ���
 #�����
��(


����((�5��
���<�&����8������1(3���3+4(339�


����������/67730��
������������(��"�����"�����������������������"��������������)��	
���������	)���73�

%�*�����A;��������������� ����������������"�&�����������=�����������������#&����&��������43(54�


�&����N��/67490��$��������& �����F�
���"�������� �������
�����



 

 

� 68�


�D"*&����� ��� /677+0�� 
��� ���*!��'� C��&� ��'�������� 
��"������ ����� �����&�� �	C�� ������� �%
(7+(I1��

��� �����D����������&������

��#�������S����/67540������"��������������&�!�"�#����������������&����������"��&���D,#���6+���+1(36�


��������N��/677+0������&���=��������'�"��&�����&&�!��"������������"������&��������������"����2�#��*����#&�����

�������((�5���
E������5
$�����������
���
F��-(��5�
#
���������
��
��0��
�����
�#��!������$�����&�/���0��

������������������������;�=�)��������������������"���"���� �&��85�������!��(<��&�!��

% ��������
�$��/67830������'�"��&�����&&�!��"����������(%��&����

%����@��/67880��������������������!=��11�.���"�������"��
��#&�����
�����"��$�&&��

%����@����"�)�����% ��/677+0��
������&�"�������'�������������������!����,���������������������"������&�!�"���

#���(�
��
���������
�
���
#�����
��(
����((�5��
���<�&����4���1+6(19I�

E���!��S�E���)�������)���N����P����/67740�����������������"������'�����������&�����'��'���������������	�"&������

!���������#���(�
��
���������
�
���
#�����
��(
����((�5��
���<�&����61���6I7(619�


