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Formes modulaires classiques, motivation

Formes modulaires classiques

*

Fo(N) = {M € SLo(Z) | M = (o :) modN}
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Formes modulaires classiques, motivation

Formes modulaires classiques

*

Fo(N) == {M € SLy(Z) | M = (o :) mod N}
Hy:={z€C|Imz >0}

a b a b
(C d) - Z = % pour <c d> € SLy(R)
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Formes modulaires classiques, motivation

Formes modulaires classiques

*

Fo(N) = {M € SLo(Z) | M = (o :) modN}
Hy, ={ze€C|Imz >0}

a b ab
(C d) - Z = % pour <c d> € SLy(R)
f : H, — C forme modulaire parabolique de poids k et niveau N
si

@ f holomorphe
@ f(yz) = (cz + d)*f(z) pour tout y = <i g) € lo(N)

@ f(vit) — 0 quand t — oo pour tout v € Io(N)
On note Sy (N) I'espace vectoriel de ces formes.
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke

Tp € End(Sk(N)) pour p premier :
Tpf(2) = 5 22 modp F(53%) + doP** (p2)
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke

Tp € End(Sk(N)) pour p premier :
Tpf(2) = § 35 modp f (55*) + dp P (p2)

Théoréeme

La dimension de Sy (N) est finie, et les opérateurs T, sont
simultanément diagonalisables.
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke

Tp € End(Sk(N)) pour p premier :
Tpf(2) = § 35 modp f (55*) + dp P (p2)

Théoréeme

La dimension de Sy (N) est finie, et les opérateurs T, sont
simultanément diagonalisables.

Base de formes propres f : Tpf = apf
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Formes modulaires classiques, motivation

Fonctions L

f forme parabolique propre de poids k, niveau N, « nouvelle. »
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Formes modulaires classiques, motivation

Fonctions L

f forme parabolique propre de poids k, niveau N, « nouvelle. »

L(f,s) := [ J(1—app>+p* *7*) " [ [(1—app~®)* (Re(s) > 0)
piN pIN
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Formes modulaires classiques, motivation

Fonctions L

f forme parabolique propre de poids k, niveau N, « nouvelle. »

L(f,s) := [ J(1—app>+p* *7*) " [ [(1—app~®)* (Re(s) > 0)
piN pIN

A(f,s) := N3/2(27) ST (s)L(f, s)
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Formes modulaires classiques, motivation

Fonctions L

f forme parabolique propre de poids k, niveau N, « nouvelle. »

L(f,s) := [ J(1—app>+p* *7*) " [ [(1—app~®)* (Re(s) > 0)
piN pIN

A(f,s) := N3/2(27) ST (s)L(f, s)

Théoreme

A(f,s) admet un prolongement holomorphe & C et satisfait
I'équation fonctionnelle

A(f, k —s) = £A(f, s).
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Formes modulaires classiques, motivation

Isomorphisme d’Eichler-Shimura
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Formes modulaires classiques, motivation

Isomorphisme d’Eichler-Shimura

Pour k > 2, soit Vi le sous-espace de R[X, Y| des polynémes
homogénes de degré k — 2, muni de I'action a gauche
de GL,(R) par changement de variables :

<§ 3) P(X,Y) :=P(aX +cY,bX +dY)
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Formes modulaires classiques, motivation

Isomorphisme d’Eichler-Shimura

Pour k > 2, soit Vi le sous-espace de R[X, Y| des polynémes
homogénes de degré k — 2, muni de I'action a gauche
de GL,(R) par changement de variables :

<§ 3) P(X,Y) :=P(aX +cY,bX +dY)

Soitz € Hp, f € Sk(N). On pose pour v € o(N) :

o () = /sz(t)(tx +Y)k—2qt
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Formes modulaires classiques, motivation

Calcul de la relation de cocycle

Ona:

() = ¢ () +v - 66 ()
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Formes modulaires classiques, motivation

Calcul de la relation de cocycle

Ona:
() = ¢ () +v - 66 ()

et changer z en z’ modifie ¢;(v) de
Py — - Ps

ou )
z

Py :/ f(t) (X +Y)*2dt € V.
z
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Formes modulaires classiques, motivation

Cohomologie des groupes

G un groupe agissant a gauche sur un groupe abélien M.
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Formes modulaires classiques, motivation

Cohomologie des groupes

G un groupe agissant a gauche sur un groupe abélien M.
Cocycles :

ZY(G,M):={¢:G = M | ¢(gh) = ¢(g) + 9 - #(h) ¥g,h € G}
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Formes modulaires classiques, motivation

Cohomologie des groupes

G un groupe agissant a gauche sur un groupe abélien M.
Cocycles :

ZY(G,M) :={¢:G = M | ¢(gh) = ¢(9) + g - ¢(h) Vg,h € G}
Cobords :

BY{G,M):={¢pm:g—~m—g-m: meM}cZ}{G,M)
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Formes modulaires classiques, motivation

Cohomologie des groupes

G un groupe agissant a gauche sur un groupe abélien M.
Cocycles :

ZHG,M) = {¢:G =M | ¢(gh) = é(9) +9 - ¢(h) vg,h € G}
Cobords :

BY(G,M) :={¢m:g—~m—g-m: meM}cCZ"G,M)
Cohomologie :

HY(G,M) = z2}(G,M)/B}(G,M)
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Formes modulaires classiques, motivation

Isomorphisme d’Eichler-Shimura

Théoréme (Eichler-Shimura)

Soit k > 2. Lapplication

w. ) Sk(N)— Ha (To(N), V)
' f — Re(¢x)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke sur la cohomologie
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke sur la cohomologie

Soit T € GL,(Q). On a

m

Fo(N)mTo(N) = [ [ Fo(N)m;.

i=1
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke sur la cohomologie

Soit T € GL,(Q). On a

m
Fo(N)7To(N) = J ] Fo(N)m.
i=1
T, 0(7) == dethw (mivm ) ol miy € To(N)mj(iy
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Formes modulaires classiques, motivation

Opérateurs de Hecke sur la cohomologie

Soit T € GL,(Q). On a

m
Fo(N)7To(N) = J ] Fo(N)m.
i=1
T, 0(7) == dethw (mivm ) ol miy € To(N)mj(iy

On a alors W(Tpf) = T,V (f) pour 7 = <g 2) lorsque p 1 N.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Généralisation

F corps de nombres, Zg son anneau des entiers.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Généralisation

F corps de nombres, Zg son anneau des entiers.

SLo(Z)

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Généralisation

F corps de nombres, Zg son anneau des entiers.

SL(Z) ~ SLo(Zf)
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Généralisation

F corps de nombres, Zg son anneau des entiers.

SLy(Z) ~~ SLy(Zg) ~~ version tordue I

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Généralisation

F corps de nombres, Zg son anneau des entiers.
SLy(Z) ~~ SLy(Zg) ~~ version tordue I

But : calculer HX(I,M) et T,
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Algébres de quaternions

Soit F corps de caractéristique 0. Algébre de quaternions

sur F : )
(a’F >::F+Fi+Fj+Fij
oui?=a, j2=bh, ji = —i.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Algébres de quaternions

Soit F corps de caractéristique 0. Algébre de quaternions
surF :

(a’Fb> .= F +Fi +Fj + Fil
oui?=a, j%>=b, ji = —ij.
Pour w = X + yi + zj + tij on définit :
@ son conjugué : W = X — Vi — zj — tij
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Algébres de quaternions

Soit F corps de caractéristique 0. Algébre de quaternions
surF :

(a’Fb> .= F +Fi +Fj + Fil
oti?=a, j?=b, ji = —ij.
Pour w = X + yi + zj + tij on définit :
@ son conjugué : W = X — Vi — zj — tij
@ satrace réduite : trd(w) =w +w =2x € F
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Algébres de quaternions

Soit F corps de caractéristique 0. Algébre de quaternions
surF :

(a’Fb> .= F +Fi +Fj + Fil

oui?=a, j2=bh, ji = —i.
Pour w = X + yi + zj + tij on définit :
@ son conjugué : W = X — Vi — zj — tij
@ satrace réduite : trd(w) =w +w =2x € F

@ sa norme réduite :
nrd(w) = ww = x2 —ay? — bz? + abt?> € F
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Exemple d’algébre de quaternions

Ona

en envoyant
i — 10 et | — 0 1
0 -1 J 1 0)

nrd — det

et alors
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Exemple d’algébre de quaternions

Ona

en envoyant
i — 10 et | — 0 1
0 -1 J 1 0)

nrd — det

et alors

Si F est algébriqguement clos, c’est la seule a isomorphisme
pres.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Comportement local

Les seules algébres de quaternions sur R sont :
o MZ(R), et
o (=1,-1
0 i ().
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Comportement local

Les seules algébres de quaternions sur R sont :
o MZ(R), et

o H .= (%)

Pour B une algébre de quaternions sur un corps de nombre F,
notion de discriminant Ag C Zg (idéal sans facteur carre).
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Ordres, unités
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Ordres, unités

Un ordre O C B est un sous-anneau de B qui est
un Zg-module de type fini, et tel que FO = B.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Ordres, unités

Un ordre O C B est un sous-anneau de B qui est
un Zg-module de type fini, et tel que FO = B.
Exemples :

a,b

® Zg + Zgi + Zgj + Zgij dans (32),
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Ordres, unités

Un ordre O C B est un sous-anneau de B qui est
un Zg-module de type fini, et tel que FO = B.
Exemples :

a,b

® Zg + Zgi + Zgj + Zgij dans (&2),
@ My(Zg) dans M (F).
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Ordres, unités

Un ordre O C B est un sous-anneau de B qui est
un Zg-module de type fini, et tel que FO = B.
Exemples :

® Zr + Zgi + Zgj + Zgij dans (afb)

@ My(Zg) dans M (F).

Onpose Of ={w € O | nrd(w) =1} C O*.
Pour O = My(Zg), on a O; = SLy(Zg).

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet-Langlands, en agitant les mains

F corps de nombres, B algébre de quaternions sur F, O ordre
dans B.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet-Langlands, en agitant les mains

F corps de nombres, B algébre de quaternions sur F, O ordre
dans B.

formes automorphes certaines formes automorphes

Raaasd

pour B* pour GL,(F)
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet-Langlands, en agitant les mains

F corps de nombres, B algébre de quaternions sur F, O ordre
dans B.

formes automorphes certaines formes automorphes

Raaasd

pour B* pour GL,(F)

valeurs propres valeurs propres de Hecke
de Hecke «v (e certaines formes automorphes
dans H}(O}, M) pour GL,(F)
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet, Langlands, exemples précis

Théoréme (Jacquet-Langlands)

Soit F = Q, B de discriminant N # 1 telle
que B ®g R = M3(R), et O C B un ordre maximal. Soitk > 2.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet, Langlands, exemples précis

Théoréme (Jacquet-Langlands)

Soit F = Q, B de discriminant N # 1 telle
que B ®g R = M3(R), et O C B un ordre maximal. Soitk > 2.
Alors

Hl(OX,Vk) o~ Sk(N)nOUV

comme Hecke-modules.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet-Langlands, exemples précis

Théoréme (Jacquet, Langlands)

Soit F quadratique imaginaire, et B de discriminant A # Zg,
et O C B un ordre maximal. Soit k,| > 2. On définit

*

Fo(A) = {M € SLa(Ze) | M = (0

:) mod A}, et

Ex, := Sym* C? ®c Sym'C2.
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Algébres de quaternions et correspondance de J-L

Jacquet-Langlands, exemples précis

Théoréme (Jacquet, Langlands)

Soit F quadratique imaginaire, et B de discriminant A # Zg,
et O C B un ordre maximal. Soit k,| > 2. On définit

*

Fo(A) = {M € SLa(Ze) | M = (0

:) mod A}, et

Ex, := Sym* C? ®c Sym'C2.

Alors
HY(O5, Ex)) = HY(To(A), Ex )™

comme Hecke-modules.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de H?
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de H?

Relation de cocycle = un cocycle ¢ est déterminé par sa
valeur sur des générateurs g;.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de H?

Relation de cocycle = un cocycle ¢ est déterminé par sa
valeur sur des générateurs g;.

Relation entre les générateurs = relation linéaire entre

les ¢(g;).

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de H?

Relation de cocycle = un cocycle ¢ est déterminé par sa
valeur sur des générateurs g;.

Relation entre les générateurs = relation linéaire entre

les ¢(g;).

Présentation finie de G = calcul de H(G, M) par algébre
lineaire.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de T,

Rappel :
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Calcul de T,

Rappel :

m

T20(9) = Y _ @ - 6(1(i,9))

j=1

Calcul : exprimer ~(j,g) comme produit des générateurs puis
utiliser la relation de cocycle.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Action discontinue du groupe Oy

Théoréeme

Soit B une algebre de quaternions sur un corps de nombres F
et O C B un ordre. On note B ®g R = H? x M(R)P x My(C)E.
Soit X = H5 x HS.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Action discontinue du groupe Oy

Théoréeme

Soit B une algebre de quaternions sur un corps de nombres F
et O C B un ordre. On note B ®g R = H? x M(R)P x My(C)E.
Soit X = H5 x HS. Alors 'action de O; sur X est proprement
discontinue, et le quotient est de volume fini. Si B n’est pas
isomorphe & M5(F), le quotient est compact.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Cas particuliers

Soit F un corps de nombres de degré n et B une algebre de
quaternions sur F.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Cas particuliers

Soit F un corps de nombres de degré n et B une algebre de
quaternions sur F.

@ SiB = Mj,(F), alors X = H5 x H avec n = b + 2c,
etdimX =2b+3c > 3n;

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Cas particuliers

Soit F un corps de nombres de degré n et B une algebre de
quaternions sur F.

@ SiB = Mj,(F), alors X = H5 x H avec n = b + 2c,
etdimX =2b+3c > 3n;

@ si F est totalement réel et B est ramifiée a toutes les
places réelles sauf une, alors X = H5;
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Cas particuliers

Soit F un corps de nombres de degré n et B une algebre de
quaternions sur F.
@ SiB = Mj,(F), alors X = H5 x H avec n = b + 2c,
etdimX =2b+3c > 3n;
@ si F est totalement réel et B est ramifiée a toutes les
places réelles sauf une, alors X = H5;

@ si F a exactement une place complexe et B est ramifiée a
toutes les places réelles, alors X = Hs.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines fondamentaux

Soit I' un groupe agissant proprement discontinment sur un
espace X = H, ou Hsz. Un ouvert D de X est un domaine
fondamental si

elr-D=X
v -DND#A0=~=1
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet

Soit p € X de stabilisateur trivial dans I'. Louvert

Dp(F) = {xeX|d(x,p)<d(y-x,p)Vyel\{1}}
= {xeX|dx,p)<dx,yt-p)vyer\{1}}.

est un domaine fondamental pour "
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet

Soit p € X de stabilisateur trivial dans I'. Louvert

Dp(F) = {xeX|d(x,p)<d(y-x,p)Vyel\{1}}
= {xeX|dx,p)<dx,yt-p)vyer\{1}}.

est un domaine fondamental pour I'. Si '\X est compact,

alors Dy (') est compact, délimité par un nombre fini de faces
correspondant a une partie finie S C T.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, générateurs

Une telle partie S C I' correspondant aux faces de Dp(I)
engendre I :
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, générateurs

Une telle partie S C I' correspondant aux faces de Dp(I)
engendre I :

@ soity e, poserx =y 1.p;
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, générateurs

Une telle partie S C I' correspondant aux faces de Dp(I)
engendre I :

@ soityel, poserx =y1.p;
@ multiplier x par g; € S pour réduire d(x,p) ~» x € Dp(l);

Aurel Page Calcul explicite de formes automorphes



Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, générateurs

Une telle partie S C I' correspondant aux faces de Dp(I)
engendre I :

@ soityel, poserx =y1.p;
@ multiplier x par g; € S pour réduire d(x,p) ~» x € Dp(l);
@ alorsx =gn...017 -p=pie.vy=0n...01.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, relations

Recollement du domaine fondamental autour d’un point ~~
relation entre les générateurs.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Domaines de Dirichlet, relations

Recollement du domaine fondamental autour d’un point ~~
relation entre les générateurs.

~ présentation pour I'.
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé

© Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé

© Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O

@ énumérer des élémentsde I = (’)lX /£1 dans un ensemble
fini S
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé

© Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O

@ énumérer des élémentsde I = (’)lX /£1 dans un ensemble
fini S

© calculer Dy(S) et s'arréter si égal a Dp(I")
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé

© Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O

@ énumérer des élémentsde I = (’)lX /£1 dans un ensemble
fini S

© calculer Dy(S) et s'arréter si égal a Dp(I")

© calculer une présentation pour I
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Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumeé

o
2]
o
o
o
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Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O
énumérer des éléments de I' = O /=1 dans un ensemble
fini S

calculer Dy(S) et s’arréter si égal a Dp(I)

calculer une présentation pour I’

en déduire H(I, M)



Algorithmes pour les groupes arithmétiques

Résumé
o
Q
Q
(% ]
Q
o
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Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O
énumérer des éléments de I' = O /=1 dans un ensemble
fini S

calculer Dy(S) et s’arréter si égal a Dp(I)

calculer une présentation pour I’

en déduire H(I, M)

calculer T, : formule + réduction
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Résumeé
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Choisir une algébre de quaternions B et un ordre O
énumérer des éléments de I' = O /=1 dans un ensemble
fini S

calculer Dy(S) et s’arréter si égal a Dp(I)

calculer une présentation pour I’

en déduire H(I, M)

calculer T, : formule + réduction

diagonaliser simultanément les T, ~ valeurs propres.
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Exemple

Soit F le corps de nombre totalement réel engendré par une
racine w de X3 — X? — 12X — 11.

Soit B 'algébre de quaternions (W)

Alors Ag = Z¢ et B ®g R 2 H2 x M,(R).

Soit O = Zg +Zpi+Zg (W2 +W +Wi+j)+Zg 3 (1+ (W2 +w)i +ij),
qui est un ordre maximal.
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Exemple

Le groupe O est engendré par les éléments
v = (w —3w —5)—Ji+1(2w? — 6w — 11)j + 1 (w2 — 3w — 4)ij,
Y2 =—3+ 3(w? —3w 6)i + (—w?2 + 3w + 5)j + 1ij,

= (- w2+3w+5)—%i+%(—2w2+6w+11)j+%(—w2+3w+4)ij,
Y4 =%+ (w2 — 3w — 6)i + (—w? + 3w + 5)j — 3ij,
5 =3+ 3(—wW2 + 3w + 6)j + Fwij,
Y6 = —j, 77 = 3(2w? — 7w — 12)i + 3(—6w? + 19w + 30)j
+5(—2w? + 6w + 11)jj
avec les relations 42 = —1, 72 = —1, 42 = -1, 42 = -1,
=1, ("6 M1 e ) = -
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Exemple

Alors H1(0;, C) est de dimension 1. Les valeurs propres de
Hecke sont :

N(p) | 8 11 23 27 29 31 37 43 47
aa |-5 -2 -4 0 9 -10 -11 2 6
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Merci pour votre attention'!

urel Page Calcul explicite de formes



	Formes modulaires classiques, motivation
	Algèbres de quaternions et correspondance de Jacquet-Langlands
	Algorithmes pour les groupes arithmétiques

