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Introduction

La théorie bien connnue des fonctions théta permet de mieux comprendre le lien entre la géométrie de la jaco-
bienne d’une courbe (qui paramétre les classes d’isomorphisme de fibrés en droites) et les propriétés desdits fibrés,
comme |’existence de sections. Pour comprendre la structure des fibrés de rang quelconque (dont I’espace de modules
n’est plus une variété abélienne), on peut s’intéresser a la généralisation naturelle des fonctions théta, qui sont les
sections du fibré déterminant sur cet espace de modules (ou encore le champ de modules) introduites par André Weil.

Les idées venues de la théorie conforme des champs (qui a prouvé sa pertinence dans I’étude de systémes statis-
tiques en dimension 2, ou celle des surfaces de Riemann pour la théorie des cordes) ont permis d’étudier ces espaces
de sections sous I'angle des représentations d’algébres de Lie affines, donnant de nouvelles techniques permettant
entre autres de calculer par une formule potentiellement explicite, la formule de Verlinde, leur dimension.

La symétrie entre rang et niveau qui apparait dans cette formule, ainsi que les remarques de Witten [Wit95]] qui
relient la théorie a la cohomologie quantique d'une grassmannienne bien choisie poussent a chercher une significa-
tion géométrique a cette symétrie. Celle-ci apparait dans la preuve de la dualité rang-niveau, aussi appelée dualité
étrange, par Alina Marian et Dragos Oprea [MOO06b], remarquablement simple d’un point de vue technique, et ou se
concrétisent les relations entre la formule de Verlinde et celle de Vafa et Intriligator.

Je remercie Arnaud Beauville pour sa disponibilité, sa clairvoyance et pour m’avoir fait découvrir ces sujets
passionnants, Frédéric Paulin et Francois Loeser pour m’avoir fait découvrir Arnaud Beauville, et tous ceux qui ont
pu répondre aux questions mystérieuses ou stupides, comme on doit réguliérement en avoir, Francois Charles, Joél
Riou, David Madore, Yves de Cornulier, Mehdi Tibouchi et les autres que j’oublie.

1 Espaces de modules de fibrés vectoriels sur une courbe

1.1 Fibrés en droites et jacobiennes

On pourra consulter [ACGHS85]| pour référence ou [[Ati90] pour une approche plus typique de la théorie conforme
des champs pour plus d’information.

1.1.1 Caractéres du groupe fondamental et jacobienne

Soit X une surface de Riemann de genre g. En tant que variété différentielle, la jacobienne de X est le groupe
HY(X,R)/H!(X,7Z).Cest une variété réelle de dimension 2g. Comme H' (X, Z) est un réseau dans H' (X, R) ~
R29, c’est en fait un tore, qui est isomorphe en tant que variété réelle a (R /Z)29.

Par la suite exacte de cohomologie

HY(X,Z) — H'(X,R) - H'(X,R/Z) — H*(X,Z) — H*(X,R),

on observe que la jacobienne peut aussi s’écrire H' (X, R/Z). En remarquant également que H'(X, Z) = Hom(m (X),Z)
est un Z-module plat, et qu’on a une suite exacte 0 — H(X,Z) — HY(X,Z) ®z R — H'(X,R/Z) — 0, on

peut également interpréter la jacobienne comme H'(X,Z) ®z R/Z, qui est 'ensemble H'(X,U;) des caractéres
unitaires du groupe fondamental. On verra plus loin comment ceci classifie les fibrés en droites complexes hermi-

tiens munis d’'une connexion unitaire plate, qui sont en particulier topologiquement triviaux : on a une suite exacte
exponentielle

HY(X,Z) — HY(X,C%) — HY(X,C%™) — H*(X,Z) — H*(X,C%)

ou C% désigne le faisceau des fonctions continues sur X, qui est fin et mou, donc acyclique. On obtient donc un

isomorphisme entre H'(X,C% x ) qui classifie les fibrés en droites topologiques, et H? (X, Z), donné par la premiére
classe de Chern.

1.1.2 La jacobienne comme varété abélienne

On prend maintenant en compte la structure complexe de X. On veut classifier les fibrés en droites holomorphes
sur X. On a la suite exacte exponentielle holomorphe

HY(X,7) — H'(X,0x) — H'(X,0%) — H*(X,Z) — H*(X,Ox)

ou on peut remarquer les choses suivantes :
~ le morphisme H°(X,Ox) — H°(X,O%) est surjectif (il s’agit de 'exponentielle usuelle C — C*)
— la cohomologie de Ox se calcule par la résolution de Dolbeault 0 — A%% — A%! — 0 (des formes différen-
tielles C*° de type (0, q) sur X), qui est de longueur 1, puisque X est de dimension complexe 1.



La jacobienne de X, notée Jac X, est le tore complexe H'(X,Ox)/H'(X,Z). La suite exacte précédente nous
fournit un isomorphisme de groupes abéliens avec Pic® X, le groupe de Picard des fibrés en droites de premiére classe
de Chern nulle.

La jacobienne est une variété abélienne de dimension g. Si X est une courbe elliptique pointée, on obtient un
isomorphisme canonique entre X et sa jacobienne, qui permet de munir une courbe elliptique de la loi de groupe qui
en fait sa particularité.

1.1.3 Lien entre les constructions

La construction holomorphe de la jacobienne est une facon d’associer a une structure complexe sur X une
structure complexe sur la jacobienne : la décomposition de Hodge donne un isomorphisme H!(X,R) @ C ~
HY(X) @ H%'(X) et les espaces H'(X,R), H°(X), H%'(X) sont deux a deux supplémentaires, la conju-
gaison échangeant les deux derniers et laissant invariant le premier. Plus précisément, on obtient par I'isomorphisme
HY(X,R) ~ H'(X,Ox) une structure complexe sur H'(X,R). Cet isomorphisme est aussi issu de I'inclusion
R — Oy, qui se traduit sur les résolutions de de Rham et de Dolbeault comme ceci : la projection sur A%! n’est
autre que la projecion des formes différentielles dans les résolutions classiques

R~ [0 — €= (R) —— AY(R) —> A(R)] .
N
Ox ~ [0 — C>(C) —2> A%(C) —2—— 0]

Par ailleurs, H'(X,R) est également muni de sa forme symplectique d’intersection, et on peut montrer que
celle-ci munit H*(X, R) d’une structure hermitienne, qui identifie son conjugué H°(X, Qx ) a son dual, ce qui est
aussi la dualité de Serre.

On a donc des projections (qui sont des isomorphismes) H!(X,R) — H'(Ox) et H'(X,R) — H(X,Qx).
La premiére permet d’identifier le tore réel de la premiére partie a la jacobienne vue comme Pic’(X). La seconde
nous donne la variété abélienne duale. Elle permet de retrouver la jacobienne par sa construction historique comme
quotient de HY(X, Q)" (les intégrales abéliennes) par le réseau des périodes donné par I'image de H (X, Z) (les
intégrales sur les cycles).

Les relations entre les structures complexes de X te Jac X, vues comme ’application des périodes de I’espace de
modules des structures complexes 9, dans le domaine des périodes des variétés abéliennes principalement polari-
sées 9, ont fait I'objet d’études poussées. Le théoréme de Torelli exprime que c’est une application injective, et le
probléme de Schottky est celui de la détermination de son image.

1.1.4 Fonctions théta

Le choix d’un point-base P permet d’identifier les autres composantes du groupe de Picard, Pic?(X) (le groupe
des fibrés en droites de degré d), a Pic’(X) en tensorisant par O(—dP).

L’application d’Abel-Jacobi Sym? X — Pic? X peut étre construite par les intégrales abéliennes (on intégre les
1-formes holomorphes sur des chemin du point-base aux différents éléments du diviseur), ou algébriquement en
associant & un diviseur effectif D le point représentant le fibré O (D) € Pic? X.

On peut montrer que I'image de Sym? ™! (X) est un diviseur sur la jacobienne Jac’ "' X, dont le support corres-
pond a 'ensemble des fibrés admettant des sections non nulles. On I'appelle diviseur théta.

Les fonctions théta (abéliennes) de niveau k désignent les sections du fibré en droites O 7 (k©) sur la jacobienne.

La généralisation non-abélienne de ces constructions, a travers 'espace des représentations du groupe fonda-
mental dans un groupe non-abélien, les fonctions théta non-abéliennes, ont été introduites par André Weil dans
[Wei3g].

1.2 Schémas de Hilbert et schémas Quot de Grothendieck

1.2.1 Foncteurs représentables et espaces de modules

Proposition 1.1 (Lemme de Yoneda). Soit C une catégorie. Le foncteur ¢ : C — C°PPEns qui a un objet X associe le
foncteur contravariant 7' — Hom(T', X) est pleinement fidéle. On I’appelle plongement de Yoneda.

Définition 1.1 (Représentabilité). Un foncteur contravariant F est dit représentable s’il est dans 'image essentielle
du plongement de Yoneda, c’est-a-dire s’il est isomorphe au foncteur des points Hom(e, X') d’un objet X de C. On
dit alors que X représente le foncteur F'.



La notion de représentabilité permet de parler d’espace de modules et d’objet universel. On veut souvent, en effet,
pouvoir paramétrer par un objet géométrique une famille d’objets, comme les sous-schémas d’un schéma donné, les
fibrés vectoriels, ou n’importe quelle autre structure géométrique raisonnable sur un objet fixé.

On considére un foncteur F' associant a un schéma X un ensemble d’objets (éventuellement a isomorphisme
prés), le plus souvent les familles d’objets qui nous intéressent paramétrées par X.

Définition 1.2 (Espace de modules). Un schéma M est un espace de modules grossier pour F' si on a une transfor-
mation naturelle de F' dans ((M) = Hom(e, M), et tel que toute transformation naturelle de F' dans un ¢(N) se
factorise par ¢(M).

On dit que M est un espace de module fin si M représente le foncteur F. Il existe alors un élément distingué I/
de F(M) tel que pour tout 77 dans F'(X), on ait un unique morphisme naturel f : X — M tel que n = f*U.

Dans le cas d'un espace de modules fin, I/ est 'objet universel sur M. Par exemple, si M est un espace de modules
de fibrés vectoriels sur X, on s’attend a ce que U soit un fibré de Poincaré, c’est-a-dire un fibré vectoriel sur M x X
dont la fibre en un point m € M soit exactement le fibré sur X représenté par le point m.

La notion d’espace de module grossier permet de contourner les difficultés liées aux objets possédant des au-
tomorphismes, qui suppriment toute possibilité d’obtenir un espace de module fin. On considére donc des espaces
paramétrant des classes d’équivalence d’objets (pour la notion d’équivalence la plus fine possible).

1.2.2 Construction Quot

Soit F un faisceau cohérent sur un schéma X projectif, et P un polyndme a valeurs entiéres. Le schéma Quot de
Grothendieck est un espace de modules fin pour le foncteur Quot P(X ,F) qui & une base S associe 'ensemble des
quotients cohérents de p*F sur S x X plats sur S, dont les fibres sur .S ont un polyndme de Hilbert constant égal a
P.

Lemme 1.2 (Régularité au sens de Mumford). Soit P un polynéme a valeurs entiéres. Il existe un entier v suffisam-
ment grand pour que pour tous les sous-faisceaux G de F de polyndme de Hilbert P (ou bien tels que le polynéme de
Hilbert du quotient soit P), G(v) soit engendré par ses sections globales et de ! nul. On suppose aussi que G (v + k)
est engendré par les sections de G(v) et O(k).

Alors pour un quotient donné Q = F /G de polynome de Hilbert P, H(G(v)) est un sous-espace de codimension
P(v) de H°(F(v)). On associe ainsi & un quotient de  un point de la grassmannienne, et ce de maniére injective
(puisque les sections globales permettent de reconstituer G).

Proposition 1.3. Un point I' de la grassmannienne Grp(,)(H?(E(v))) est dans I'image de I'application définie

précédemment si et seulement si :

H(X,E(v+k))
I' ® HY(O(k))

Vk > 0, dim =Pv+k)

Démonstration. Tout point de I'image vérifie ces conditions, puisque par hypothése H°(G(v)) ® H(O(k)) =
HO(G(v +k)).

Réciproquement, si I" est un tel sous-espace, on peut considérer le faisceau G(v) engendré par I" dans F(v). Par
hypothése, H*(G(v + k)) = T' ® H°(O(k)). La suite exacte longue de cohomologie associée 4 0 — G — F —
Q — 0 montre qu’alors Q a bien le bon polyndme de Hilbert. O

On peut vérifier qu'on identifie ainsi une sous-variété de la grassmannienne Grp(,y(H®(G(v))). Pour vérifier
qu’on a bien un espace de modules fin, on remarque que le fibré tautologique de la grassmannienne permet a partir
d’un morphisme S — Quot de retrouver le faisceau 7,G(v), et donc G(v) qui est engendré par 7*m,G(v), par
exemple.

Théoréme 1.4. Soit X en schéma projectif, F un faisceau cohérent sur X et P un polynéme a valeurs entiéres sur
les entiers. Les faisceaux cohérents quotients de F de polynéme de Hilbert P possédent un espace de modules fin
Quotp (X, F) qui est un schéma projectif.

La réunion disjointe de ces schémas, pour P variable fournit un espace de modules fin pour les familles de
quotients cohérents quelconques de F.



1.3 Espaces de modules de faisceaux cohérents semi-stables
1.3.1 Théorie géométrique des invariants et actions de groupes algébriques

La théorie géométrique des invariants, dont le livre de Mumford [MFK94] constitue une référence incontournable,
fournit une méthode générale pour réaliser des quotients de schémas par des groupes algébriques. Les principaux
résultats et définitions utlisés dans le cadre de I’espace de modules des fibrés semi-stables sont rappelés dans [LP95]]
et dans [[VLP85| exposé 2].

Les constructions de Mumford sont particulierement adaptées a la construction d’espaces de modules grossiers,
lorsque les espaces de modules naturels (typiquement des schémas Quot) présentent des objets dupliqués par I’action
d’un groupe. Ainsi le paramétrage des sous-schémas d’un espace projctif vérifiant certaines propriétés donne chaque
objet autant d’exemplaires que ses images par les automorphismes de P". Cependant, on est obligé pour ce faire de
se limiter a certaines classes d’objets (les semi-stables), et on obtient la plupart du temps des espaces de modules
singuliers.

On peut exiger d’un quotient plusieurs propriétés (les schémas considérés pouvant étre des schémas sur une base

S):

Définition 1.3 (Quotient catégorique). Soit X un schéma muni d'une action d’un groupe algébrique GG. Un schéma
Y muni d’un morphisme 7 : X — Y est appelé quotient catégorique de X par G s’il est le coégalisateur de la double
fleche G x X = X (donnée par la projection et I’action de groupe) : pour tout morphisme G-invariant X — Z, il
existe un unique morphisme Y — Z le factorisant.

Définition 1.4 (Quotient géométrique). Un schéma Y est un quotient géométrique de X par G si on dispose d’un
morphisme m : X — Y surjectif, submersif (qui induit sur Y la topologie schématique de Y), tel que Oy =
(m,Ox)¢ et que X xy X soit 'image de G x X — X x X.

On peut définir les quotients de schémas affines par la construction naive :

Proposition 1.5. Soit A une k-algébre de type fini munie d’une action d’un groupe algébrique G, X = Spec A et
Y = Spec A%, ot A® est I'algébre des invariants. Alors X — Y est un bon quotient (il ne manque que I’hypothése
d’action fermée pour avoir un quotient géométrique). Onnote Y = X // G.

C’est un quotient catégorique de maniére évidente, mais ses propriétés géométriques sont peu claires. Pour pou-
voir généraliser la construction a des schémas non nécessairement affines, on a besoin de la notion de stabilité :

Définition 1.5 (Semi-stabilité et stabilité). Soit x un point géométrique d’un k-schéma X. On dit que x est pré-stable
s’il posséde un voisinage affine invariant ou l'action de G est fermée. On suppose x muni d’un fibré G-linéarisé
inversible L. Alors « est dit semi-stable s’il est contenu dans un ouvert affine X déterminé par une section G-
invariante s € H°(X, L®N), et stable si de plus I'action de G est fermée sur cet ouvert.

Proposition 1.6 (Critére de Hilbert-Mumford). Soit V une représentation de G. Pour un sous-groupe a un parametre
(gt), on décompose V' en espaces propres €D, , ., Vin. Soit v € V non nul et y1(v) I'opposé du petit poids apparaissant
dans v (u(v) < 0 si et seulement si g;(v) — 0 quand ¢ — 0).

Alors v est un point semi-stable si et seulement si p(v) > 0 pour tout sous-groupe & un paramétre de G.

Théoréme 1.7. SoitY une variété projective, plongée dansP(V'), ot V est une représentation de G. On considere
surY le fibré O(1) G-linéarisé, qui fournit la notion de (semi-)stabilité. Soit Y *° et Y'® les ouverts correspondant
respectivement aux points semi-stables et stables. Alors Y ** || G est une variété projective qui est un bon quotient
deY*® etY* || G est un quotient géométrique deY*.

Démonstration. 1 s°agit de considérer Proj k[Y]¢, ot Y est le cone de Y. O

Proposition 1.8 (Cas de la grassmannienne). On considére la variété projective G(m, H ® V') des sous-espaces
de dimension m de ’espace H ® V, muni de I'action canonique de SL(H). Alors un point x est semi-stable si et
seulement si pour tout sous-espace H' C H, on a

dim K’ < dim K
dim H' ~ dim H

ot K/ = K N (H' ® V). Un point est stable si cette inégalité est stricte.



1.3.2 Notion de semi-stabilité d’un fibré vectoriel
Dans ce qui suit, on se place sur une courbe projective lisse sur C. On se référera a [LP95] ou a [VLP85, exposé 2].

Définition 1.6 (Pente d’un fibré vectoriel). La pente d’un fibré vectoriel est le quotient de son degré par son rang,
supposé non nul. C’est un rationnel ne dépendant que la classe du faisceau dans le groupe de Grothendieck de la
courbe.

La pente intervient naturellement dans I’étude des propriétés numériques des faisceaux cohérents. Ainsi, si on
considére la forme quadratique u +— y(u?), définie sur le groupe de Grothendieck, I'orthogonal d'un élément de
pente p est le sous-groupe des fibrés de pente g — 1 — p. On peut remarquer que la pente ne dépend que du rang et
du degré, qui sont des invariants topologiques et non différentiels ou holomorphes.

Proposition 1.9. Soient F et Fo des faisceaux de pentes pi1 et po, de rangs 11 et 2. Si F est la somme de Fq et
E, dans le groupe de Grothendieck, alors p(E) = 21212 O 3 aussi u(Ey ® Ey) = u(E1) + p(Ey).

r1+r2

Définition 1.7 (Semi-stabilité). Un fibré de pente p est dit semi-stable si la pente de tout sous-fibré non trivial est
inférieure a . Il est dit stable si cette inégalité est stricte.

Proposition 1.10. Soient E et F' des fibrés vectoriels semi-stables. S’il existe un morphisme non nul £ — F alors
w(E) < p(F). Les endomorphismes d’un fibré stable forment un corps, et ne contiennent que les homothéties.

Démonstration. Soit f : E — F un morphisme de fibrés semi-stables. On a une suite exacte 0 — ker f — E —
im f — 0. Comme E est semi-stable, y(ker f) < p(E) donc p(E) < p(im f)p(F).

Si F est stable, un endomorphisme ne peut avoir un noyau non trivial, ni une image non triviale sinon, on aurait
u(E) < p(E). Les endomorphismes de E forment donc une C-algébre de type fini qui est un corps, c’est donc
C. O

Proposition 1.11. La sous-catégorie pleine de la catégorie additive des fibrés vectoriels constituée des fibrés semi-
stables de pente 1 fixée forme une catégorie abélienne. Les fibrés stables sont simples dans cette catégorie, et chaque
objet possede une filtration de Jordan-Hoélder, a gradués stables, unique a permutation prés des gradués.

La notion de semi-stabilité permet de limiter les classes d’isomorphismes possibles de fibrés. On ne peut en effet
pas trouver une famille universelle plate paramétrant les fibrés de rang r et de degré d fixé (c’est-a-dire en fixant le
polynéme de Hilbert) : si on pose E, = O(—k) @ O(d + k) © O"2, on obtient une suite de fibrés de rang r et
degré d dont le h' est au moins h'(O(—k)) = k + g — 1 (en utilisant le théoréme de Riemann-Roch), qui tend vers
I'infini, ce qui n’est normalement pas possible si on a un espace de module raisonnable.

La notion de filtration de Harder-Narasimhan permet cependant de relier les fibrés quelconques aux fibrés semi-
stables.

Proposition 1.12 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit F un fibré vectoriel. Il existe une filtration de F par des
sous-fibrés dont les gradués sont semi-stables, de pente strictement décroissante. Cette filtration est unique. La suite
des gradués est appelée suite de Harder-Narasimhan de F.

Démonstration. A chaque étape, on cherche un fibré semi-stable de pente maximale dans F et on recommence avec
le quotient. 0

On peut représenter graphiquement la contruction par le polygone de Harder-Narasimhan, en associant a chaque
étape de la filtration un point de coordonnées son rang et son degré. En reliant les points par une ligne brisée, la pente
des gradués apparait comme la pente du polygone, et celui-ci est convexe.

Tout 'intérét de la notion de semi-stabilité apparait lorsqu’on remarque que les classes d’isomorphisme de fibrés
semi-stables de rang r et degré d fixés forment un ensemble limité, c’est-a-dire qu’il existe une famille de fibrés sur X
ou chacune de ces classes est représentée au moins une fois. Pour cela, observons que les fibrés de pente suffisamment
grande sont engendrés par leurs sections globales et apparaissent comme quotient d’un fibré vectoriel scindé.

Proposition 1.13. Soit E un fibré semi-stable sur X. On a les résultats suivants :
— sip(E) >2g—2, H(E) =0,
— si u(E) > 2g — 1, il est engendré par ses sections globales.

Démonstration. La premiére assertion provient du fait que Hom(FE, Kx) = 0, puisque F est de pente supérieure &
K x et qu'il est semi-stable, et de la dualité de Serre, qui donne H'(E) = Hom(E, Kx).

La seconde assertion découle de la premiére, en considérant un point = de la courbe, et en remarquant que
E(—x) est de pente supérieure & 29 — 2, donc acyclique. On a donc une suite exacte de sections globales pour la
suite 0 - E(—z) - E — E, — 0. O



Choisissons donc un entier v supérieur a 2g — u. Ceci assure que E(v) est acyclique et engendré par ses sections
globales, et sa caractéristique d’Euler est fixée par les données : E(v) est de pente 11 + v et de rang 7. On en
déduit un morphisme surjectif O(—v)X — E — 0, ce qui montre que E apparait dans le schéma de Grothendieck
Quot, ;(H ® O(—v)), ol H est un espace vectoriel fixé de dimension x(FE) = r(u + v + 1 — g). Tout le probléme
est donc de quotienter cet espace pour n’avoir qu’'un seul représentant de chaque classe d’équivalence. On a de fait
une action de GL, sur H qui préserve la classe d’isomorphisme des quotients considérés.

La proposition permet alors de démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.14. Les notions de semi-stabilité et de stabilité définies pour les fibrés vectoriels coincident avec celles
correspondant & 'action de PGL(H) sur le schéma Quot vu comme sous-variété projective de la grassmannienne
de H ® H°(Ox(p — v) (pour un certain entier p assez grand).

Théoréme 1.15. L’espace de modules grossier des fibrés vectoriels semi-stables de rang r et degré d sur X est le
quotient (au sens de la théorie géométrique des invariants) de l'ouvert de semi-stabilité du schéma de Grothendieck

Quot, ;(H ® O(—v)) par les automorphismes de H.

Plus précisément, cet espace de modules paramétre les classes de S-équivalence de fibrés semi-stables (on identifie
deux fibrés de méme suite de Harder-Narasimhan).

1.4 Structures différentielles et symplectiques sur I’espace de modules

Dans ce court interméde, on présente comment I’espace de modules (algébrique) des fibrés vectoriels stables peut
étre vu, en tant que variété différentielle, comme I’ensemble des représentations unitaires irréductibles du groupe
fondamental de la surface de Riemann. On se place donc dans le cadre C*°.

1.4.1 Connexions plates et représentation de monodromie
On pourra notamment consulter [AB83] et [Aud04, Chapitre V] a ce sujet.

Définition 1.8. Soit F un fibré vectoriel sur une variété différentielle X. Une connexion sur E est un opérateur
différentiel du premier ordre V : £ — A! ® £ (ou & est le faisceau associé a E) s'il satisfait la formule de Leibniz

V(fs)=df ® s+ fVs.
Définition 1.9. Soit G un groupe de Lie

Soit G un groupe de structure (typiquement SL,). On a une connexion canonique sur le G-fibré trivial, et 'espace
des connexions s’dentifie naturellement a I’espace des 1-formes de 2!(g). On appelle groupe de jauge le groupe

G =C®(X,G).

Définition 1.10 (Courbure et platitude). La courbure d’une connexion V est R = V2. Si on écrit V = d + A, ot A
est la 1-forme de connexion, ona V2 = d(AAe) + AANd+ AN A =dA+ AN A, quiest une 2-forme a valeurs
dans le fibré adjoint g(E) (c’est un opérateur différentiel d’ordre zéro). Une connexion est plate si sa courbure est
nulle. La distribution associée dans I’espace bitangent est alors intégrable et fournit un feuilletage du fibré tangent.

Définition 1.11 (Holonomie). L’holonomie d’une connexion est I’automorphisme d’une fibre induit par le transport
paralléle le long d’un lacet. Si la connexion est plate, ’holonomie est invariante par homotopie, et on obtient une
représentation de monodromie, bien définie & conjugaison preés, de w1 (X) dans G.

La correspondance donnée par la représentation de monodromie permet d’identifier ’'espace de modules M =
A/G des connexions plates sur le fibré trivial a action du groupe de jauge prés, a 'espace des représentations de
71(X) dans G a conjugaison prés.

Notons que si X est une surface de Riemann de genre g privée de n points, le groupe fondamental est libre a
2g-+n— 1 générateurs, et I'espace de modules est simplement le quotient de G297~ 1 par I'action de conjugaison. La
structure intéressante et non triviale dans ce cadre est celle de fibrés paraboliques, ou 1’on considére les connexions
dont la monodromie autour des points spéciaux est limitée & une sous-algebre le Lie parabolique.

L’espace des connexions sur le G-fibré trivial est I'espace vectoriel Q2*(g), qui est naturellement muni d’une
forme symplectique w(A, B) = [ Tr(A A B), ou Tr désigne la forme de Killing.

Le groupe de jauge agit sur 'espace des connexions en préservant la forme symplectique. Cette action est hamil-
tonienne et si X est une surface de Riemann sans bord, on peut exprimer le moment de I’action de o € g comme

Ha(A) = /X Tr(a A F(A))

ou F estla courbure. L’application moment est donc la courbure. Le quotient symplectique de ’espace des connexions
par le groupe de jauge est donc exactement I’espace de modules des connexions plates au groupe de jauge pres.



1.4.2 Représentations et fibrés semi-stables

Théoréme 1.16 (Narasimhan-Seshadri [NS65]). L’espace de modules des fibrés stables de rang r, de déterminant
trivial sur une surface de Riemann % est difféomorphe en tant que variété analytique réelle a 'ensemble des
représentations irréductibles de 71 (X)) unitaires de rang r a conjugaison prés.

Donaldson donne une preuve d’un résultat équivalent en utilisant le formalisme des connexions : rappelons les
résultats de la théorie de Chern-Weil, et la construction analytique des classes de Chern qui permet de retrouver leur
définition topologique (voir par exemple [Hus94]).

Théoréme 1.17. Soit E' un fibré vectoriel complexe sur une variété différentielle M, muni d’une connexion V. Soit
R = V? sa forme de connexion (qui est un élément de A%>(M,End E)). La forme de Chern totale définie par

R
el ) ¢ < 2271')
est fermée et sa classe de cohomologie est exactement la classe de Chern totale usuelle du fibré.

Corollaire 1.18. Soit £ un fibré vectoriel sur une surface de Riemann muni d’une connexion V. Alors
deg I} — —— / Tr R
e = —— iy .
& % v

Démonstration. La premiére classe de Chern de E n’est autre que la classe de cohomologie de —12%. O

Le choix d’une métrique kdhlérienne d’aire 1 sur la surface de Riemann permet de considérer — Tr(R)/2im
comme une section de End E dont les valeurs propres valent en moyenne la pente du fibré. Il est donc naturel de
demander que pour un fibré semi-stable, ces valeurs propres ne soient pas inférieures sur un sous-espace. Rappelons
que sur une surface de Riemann, toute connexion définit une structure holomorphe par sa partie de type (0, 1).

Théoréme 1.19 ([Don383]]). Soit X une surface de Riemann, et E un fibré holomorphe indécomposable (pas somme
directe d’autres fibrés) de rangr et degré d. Alors E est stable si et seulement si il posséde une métrique hermitienne
et une connexion unitaire de courbure constante —2imp ot u est la pente de E.

Démonstration. L’existence d’une telle connexion entraine facilement la stabilité (on calcule la connexion induite
sur un sous-fibré pour en calculer la pente).
On suppose X munie d’une structure kdhlérienne adaptée, et on choisit une métrique de référence sur E et pour

une connexion V, on note .
2\ 2
J(V) = ( / +u ) .
X

La fonctionnelle .J s’annule précisément sur les connexions de courbure constante recherchées. On note L? les mé-

*Rv
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triques de Sobolev de la forme ||or||” + ||da||>.

Soit D(F) I’espace des connexions hermitiennes sur F dont la partie antiholomorphe est la structure holomorphe
sur F. Alors J atteint son infimum sur D(E), sinon il existe un fibré F' de méme rang et degré que E ol I'infimum
de J est inférieur & celui sur D(E), et un morphisme non nul de E vers F.

En effet, soit (A4;) une suite de connexions approchant I'infimum de .J sur D(E). Alors leur courbure est bornée
dans L? et un résultat d'Uhlenbeck [UhI82] nous assure qu’on peut extraire une suite faiblement convergente ( action
du groupe de jauge prés) vers une certaine connexion B fournissant une structure holomorphe F'. Supposons qu’il
n’existe pas de morphisme de E dans F'. Ceci signifie qu’on ne peut pas trouver de section f de EY @ F' ~ End (E)
annulée par la partie antiholomorphe 04, 5 de la connexion naturellement associée a A; et B.

1l s’agit d’un opérateur elliptique, on a donc une constante c telle que ||(§fHL2 > c ||f||L% > Cy||fll s La
derniére égalité provient du plongement de Sobolev.

L’inclusion de L? dans L* est compacte, et en particulier A; converge fortement vers B pour la norme L*.
Remarquons ensuite que 5,4, B — c'_?A, A, est un tenseur B — A;. On a donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz

14,5 = 0a.4) |12 < C2lIB — Aillpa [ £l 4

qui donne finalement -
04,4, f|| = (C1 = 1B = Al s Co) | f1l s -

Mais A; converge fortement vers B, donc pour i assez grand, 04 4, n’a pas de noyau, ce qui est absurde car son
noyau est H'(End (E)) (A et A; induisent toutes deux la structure holomorphe de E).



On a ensuite besoin d’encadrer la courbure des connexions en fonction de la stabilité. Soit une suite exacte
0O—-M-—-F—-N-—0

avec (M) > p(F). Alors pour toute connexion A sur F, J(A) > rg M (u(M) — u(F)) + rg N(u(F) — p(N)).
Inversement, si F est stable, alors p(M) < p(F) et il existe une connexion A sur F telle que J(A) < rg M (uu(F) —
w(M)) +1g N(u(N) — p(F')). Ceci se voit en écrivant localement la connexion en fonction de ses projetées et de
la classe d’extension.

Ces inégalités prouvent déja que si on peut trouver une connexion annulant .J, alors le fibré est stable. Récipro-
quement, si E est stable, alors on peut y trouver une connexion réalisant 'infimum de J. Si ce n’était pas le cas, on
pourrait trouver un morphisme non nul f : £ — F avec F' le méme rang et de méme degré. On peut décomposer f
par son noyau et son conoyau (ou plutét les analogues permettant d’avoir un quotient localement libre), de forme a
former un diagramme

0 K E E' 0
ro s
0 C F F’ 0

avec E' et F’ de méme rang, g de rang maximal et u(E’) < pu(F’). De plus u(E) < u(E’), d’ou les inégalités :

)
Anf J > g F'(u(F') = p(F)) + 1g C(u(F) — u(C))
E —

Anf J < rg E'(u(E") — w(B)) + rg K(W(E) — p(K))
qui contredisent le fait que infp(p) J < infp(g) J.

Soit V une connexion sur E réalisant I'infimum de J. Par la théorie de Hodge, on peut décomposer la courbure
% de maniére unique comme la somme d’une section harmonique et dun laplacien. Le noyau de VIV est constitué
des endomorphismes de F, qui sont les constantes. La décomposition s’écrit donc

*F
o= = —W(E) + Ah
2w

ol h est une section du fibré adjoint des endomorphismes hermitiens de E. Soit g = exp(th) de sous-groupe & un
paramétre engendré par h, et A, = g; ® A. Un petit calcul montre que

J(Ar) = J(A) (L~ 1) + O(?)
et comme A est un minimum de J, c’est que J(A) = 0. O

On fixera donc les notations SUx (r) et Ux (r) pour les espaces de modules grossiers de fibrés semi-stables de
rang r et respectivement de déterminant trivial et de degré zéro. On notera U (1) 'espace de modules des fibrés de
rang r et de degré r(g — 1), qui est isomorphe & Ux (r) moyennant le produit tensoriel par un fibré en droites de
degré g — 1. Le théoréme précédent nous donne une bijection entre les fibrés polystables de rang r et de degré zéro

et les classes de conjugaison de représentations (non nécessairement irréductibles) de w1 (X) a valeurs dans U,, ou
SU,,.

1.5 Espace de modules de fibrés et doubles quotients

Soit X une courbe projective lisse connexe, p un point de X. Soit O = C[[z]] I'anneau local complété en p,
et D = Spec O le disque infinitésimal qui s’envoie naturellement dans X. Attention a distinguer D du spectre
formel de O qui est la limite inductive des Spec C[x]/(z™). On a aussi des objets épointés de p, notés X* et D*. On
peut naturellement identifier D* a Spec K, o K est le corps des fractions C((z)) de O (a condition de choisir une
coordonnée locale en p).

Soit E un fibré vectoriel de déterminant trivial sur X. Alors E est libre sur D et sur X* (un module projectif sur
un anneau de Dedekind est la somme d’un module libre et d’'un module de rang 1, qui est obligatoirement isomorphe
au déterminant). On veut donc identifier les classes d’isomorphisme de fibrés E munis de trivialisations sur D et X*
(avec une trivialisation canonique du déterminant) avec 1’équivalent des applications de D x x X™* = Spec K dans
SL,, c’est-a-dire ses K -points SL,(K) (aussi appelé groupe des lacets de SL,.).

Théoréme 1.20 ([BL94, Proposition 1.4]). L’espace algébrique des classes d’isomorphismes de familles de fibrés
paramétrées par Spec R muni de trivialisations est isomorphe a GL,.(e((2))).
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Démonstration. La donnée d’un fibré avec deux trivialisations donne en tirant sur D% deux trivialisations dont le
quotient est un élément de GL, (R((z))).

Réciproquement, siy est un élément de GL, (R((z))), on obtient un morphisme % de j, O%. dans f,(Kp/Op)",
ouj: X*— Xetf:D— X. Alors B, = ker# est le fibré recherché. Pour cela, on montre qu’il est localement
libre, en montrant qu’il est libre sur D et sur X*. Sur X*, Kp et Op coincident : ¥ donne un isomorphisme entre
E, et O%..Sur D, on a une suite exacte :

0—E,— Kp— f*fo(Kp/Op)" — 0.

Mais le dernier terme est aussi (Kp/Op)", comme on peut le voir en écrivant Kp/Op comme limite inductive
des Op/ (™) et en appliquant le foncteur f* f,. On obtient un isomorphisme canonique entre E., et OF,. O

En comptant tout cela modulo un changement de trivialisation, on obtient une bijection canonique entre 'espace
de modules des fibrés de rang r et de déterminant trivial et le quotient : SL,.(A)\SL,(K)/SL.(O), ou A est
I'anneau de fonctions de X *, qui est affine. En remplacant S L, par G L., on obtient '’ensemble des classes d’isomorphisme
de fibrés de rang r de déterminant trivial sur X*, c’est-a-dire de la forme O(dp).

Ceci fait le lien entre la présentation standard (par la théorie géométrique des inviariants de Mumford) de la
construction des espaces de modules, et la description comme champ algébrique, en écrivant explicitement I’espace
de modules recherché comme quotient d’une ind-variété SL..(K)/SL,(O), d’un groupe réductif par un sous-groupe
parabolique, par un groupe SL,(A) dépendant de la courbe, qui agit naturellement dessus & gauche. C’est un ana-
logue de dimension infinie des grassmanniennes et des variétés drapeaux. Ces propriétés justifient la pertinence
géométrique de cette construction formelle.

Par analogie avec la dimension finie, on pourra interpréter les espaces de sections de certains fibrés vectoriels
(typiquement le fibré déterminant) par rapport a certaines représentations d’un groupe ou d’une algébre de Lie.

2 Fonctions théta généralisées et blocs conformes

L’appellation de formule de Verlinde couvre 1’égalité entre les espaces de fonctions théta généralisées de niveau
k et la dimension de I’espace des blocs conformes correspondant, ou encore la formule explicite donnant cette di-
mension. Des démonstrations inspirées de la théorie des champs conforme ont été données dans [Fal94] et [BL94].
On pourra également consulter [Sor00] pour un exposé introductif aux espaces de modules de fibrés vectoriels par
les champs et les algebres de lacets.

2.1 Fibrés déterminants
2.1.1 Fibré déterminant associé a une famille de faisceaux cohérents

Soit M un schéma quelconque, et F un faisceau sur M x X, plat sur M. On cherche a représenter I’objet
det Rp,F (le déterminant de la cohomologie de F) ou p est la projection M x X. On supposera que X est une
courbe projective lisse. I est peu commode d’utiliser une résolution injective de F a cet effet, on va donc exploiter
le fait que X est une courbe, qui est par conséquent de dimension cohomologique 1 pour trouver un représentant
localement libre de Rp, F € D® Coh(M), en suivant ’exposé [LP96].

Soit n > 0 tel que p*p,F(n) — F(n) soit surjectif et R¥p,F(n) = 0. Pour n assez grand, ceci est toujours
vrai, ce sont les théoremes de Serre [Har77, Théoréme I11.8.8].

Proposition 2.1 ([LP96, Lemme 1.1]). Soit G le noyau de p*p,F(n) — F(n). On note H = p*p,F(n) pour
simplifier. Alors le complexe [0 — Rlp,(G(—n)) — Rlp,(H(—n)) — 0] est un représentant localement libre de
Rp,F.

Démonstration. On a une suite exacte 0 — G — H — F(n). Par ailleurs, la formule de projection montre que
Rp.(p*V)(—n) =V ® Rp,Ox(—n), pour V un fibré vectoriel. En particulier, en degré zéro, p,Ox(—n) = 0, ce
qui montre que p, (H(—n)) = 0, et méme chose pour G par I'exactitude a gauche.

Par ailleurs, X étant une courbe, les images directes supérieures de rang au moins 2 sont nulles. On a donc une
suite exacte longue 0 — p,F — R'p,G(—n) — R'p,H(—n) — R'p,F — 0, ce qui prouve que le complexe
choisi représente bien Rp, F.

Par ailleurs, comme F(n) est p.-acyclique, p,F (n) est localement libre (sa cohomologie est de dimension loca-
lement constante par platitude), donc R'p,H(—n) est localement libre sur M d’aprés la formule de projection. C’est
aussi le cas de R'p,G(—n) en tant que noyau de morphisme entre fibrés S-plats.

Par ailleurs, leurs fibres n’ont pas de sections pour n assez grand, ce qui implique que leur h' est localement
constant, donc les faisceaux trouvés sont bien localement libres. O
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Ceci fournit un relévement du foncteur dérivé Rp, a valeurs dans la catégorie des complexes de faisceaux co-
hérents sur M. Celui-ci vérifie quelques propriétés classiques : la formule de projection et la compatibilité avec un
changement de base.

Définition 2.1 (Fibré déterminant et diviseur théta). Soit 1 la pente de F, constante sur M. Soit F un fibré vectoriel
de pente g — 1 — p sur X. Alors Rp, (F @ ¢* E) est représenté par un complexe de longueur 1 de faisceaux localement
libres de méme rang sur M. On peut alors définir un fibré en droites A\(E) = det”! Rp,F et une section canonique
o donnée par le déterminant de la différentelle, s’annulant trés exactement ’ensemble des m € M tels que F,,, @ E
a une cohomologie non triviale. Si o n’est pas nulle, le diviseur O 5; associé est appelé diviseur théta.

Démonstration. La pente de E a été choisie de sorte que F,,, ® E soit de caractéristique d’Euler nulle sur toute
fibre. On en déduit que si 0 — Vy — V7 — 0O représente I'image directe de ¢*E ® F, rg Vo = rg V1. On peut alors
correctement définir le déterminant. Si celui-ci s’annule, c’est que Rp, F y est non nul, et que F a de la cohomologie
sur la fibre en question. O

Ceci fournit en fait un morphisme additif Az : K (X) — Pic M. Il ne dépend par ailleurs que de la classe de F
dans K (X x S). On obtient assez facilement la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit L un fibré en droites sur M. On note x le rang de Rp, (F ® ¢* E) dans le groupe de Grothen-
dieck : c’est la caractéristique d’Euler de F ® E. On suppose F de rang r et de degré d. Alors x = drg E + rx(E)
et
Démonstration. 1l suffit d’écrire :
)‘}'@p*L(E)il = det Rp*(}— (24 ) ®p*L)
= det(Rp,(F @ E) ® L).
Par ailleurs deg Fs ® E = rg F deg(E) +rg(E)deg F = x — (rg Exg F)(1 — g), dou x = rx(E) + drgE =
rdeg(E) + rg Ex(Fs). O

2.1.2 Groupe de Picard, fibrés déterminants et diviseurs théta

Le fibré déterminant sur ’espace de modules ne peut en général pas étre construit directement, en particulier
lorsqu’il n’existe pas de fibré de Poincaré. On peut toutefois étudier la notion de fibré vectoriel sur un faisceau
d’ensembles en général, comme utilisé dans [DN89 3.1] ou par exemple, un champ algébrique, comme dans [BL94|
3.7].

Définition 2.2 (Groupe de Picard d’un foncteur). Soit F' un foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans
celle des ensembles. Un fibré en droites sur F' est la donnée, pour chaque élément = de F'(.S), d’un fibré en droites
L, sur S, tel que pour tout f de Hom(S’, S), on ait un isomorphisme o2 (f) : L (f)(z) — f* L et la condition de
compatibilité ol (f o g) = aIL:(f)(m) (9) o g*a(f).
Proposition 2.3. On a un fibré déterminant naturel sur le foncteur de module des fibrés vectoriels semi-stables de
rang r et degré d. Soit v un élément du groupe de Grothendieck dans I’orthogonal H (7, d) aux fibrés (7, d) pour la
forme quadratique E +— x(E?).

Si F est une famille de faisceaux cohérents sur S X X, on lui associe le fibré en droites (det Rpy, (F @ pia))Y
sur S, qui ne dépend que de la classe de S-équivalence de F'.

Théoréme 2.4 ([DN89, Théoréme D]). Le fibré en droites sur le foncteur F'(r, d) descend a un fibré en droites ©,
sur l'espace de modules U (r, d). On a de plus le diagramme commutatif suivant :

Pic’(X) ——— H(r,d)

Lk

Pic(Jac? X) e pic U(r,d)

Corollaire 2.5. Le groupe de Picard de U (r, d) est le coproduit fibré de Pic(Jac(¥)) et de H(r,d) sur Jac® X.
Corollaire 2.6. Soient F et E’ deux fibrés vectoriels de mémes rang et degré. Alors
O(Op) = 0(Og) @ det"(det EY ® det E')

Définition 2.3. Soit L un fibré en droites de degré g — 1 sur une surface de Riemann X. On appelle fonctions theta
généralisées les sections du fibré en droites O(©% ) sur I'espace de modules des fibrés semi-stables de rang r et de
déterminant trivial sur X (ou bien sur 'espace des fibrés de degré 0).
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2.2 Algebres de Lie affines et sections du fibré déterminant

Les fonctions théta généralisées ont fait leur apparition en théorie conforme des champs, sous la forme d’espaces
d’invariants de certaines représentations d’algebres de Lie affines, appelés blocs conformes. Cette vision est étroite-
ment liée & la construction de I’espace de modules des fibrés vectoriels comme double quotient d'un groupe.

2.2.1 L’algébre de Lie s[,.,(C((z))) et les algébres de Kac-Moody

Soit g une algébre de Lie simple. On note Lg ses points a valeurs dans C((z)) (le lacet infinitésimal), c’est I'algébre
des lacets de g. On note (e, o) la forme de Cartan-Killing de g.
L’extension centrale universelle de Lg est définie par le cocycle a valeurs dans C :

(M ® f,N®g)— (M, N)Res.—o(gdf)

qui donne une extension 0 — C — g — Lg — 0.

Cette extension apparait naturellement lorsqu’on veut relever une représentation projective de Lg en une re-
présentation linéaire. Une représentation de g est dite de poids k si le générateur canonique du centre agit par
multiplication par [.

On a un certain nombre de sous-algébres particuliéres qui interviendront par la suite : LTg I'algébre de Lie
g®C[[2]], L7Yg = g ® 2C[[2]], L<g = g ® 2~ 1C[[2!]]. Notamment, I'extension centrale universelle est scindée
sur LTg.

Soit A un poids, et R(\) la représentation de g de poids dominant A. L’évaluation en zéro donne un morphisme
L*g — g, qui s’étend trivialement en une représentation Ry (\) de poids k de IT‘—“\g et permet de définir un module
de Verma de plus haut poids A (c’est-a-dire un module intégrable dont tous les autres modules intégrables de plus
haut poids A sont des quotients) [Kac90, Chapter 9] :

Mi(N) = IndL Ry (V) = (@) 9y ) Br(Y)

ou (g) est I’algébre enveloppante de g. Le module M}, (\) a un unique quotient irréductible Hy (\).
Proposition 2.7. En tant que L<"g-modules, M} () est isomorphe & ${(L<"g) @c R(\).

Démonstration. On a une décomposition g = L<"g & L+g.On remarque que $4(g) est isomorphe comme L<Cg-
module & $(L<%g) ®c U(LTg).

On en déduit M;(A) = U(L<g) @c U(L+g) Rp,()\) d'ott le résultat. O

Ou(iT)

2.2.2 Le fibré déterminant sur le champ de modules

Soit SL(r) le champ de modules des fibrés vectoriels de rang r sur la courbe X, et Q I'ind-variété SL,.(K)/SL.(O).
On a sur SL(r) un fibré déterminant canonique. Un fibré sur un champ est la donnée pour chaque objet E — S
au-dessus d’une base S d’un fibré en droites sur S, tel que pour tout morphisme de ' — T dans £ — S, le fibré
associé sur T et celui sur S restreint a " soient isomorphes, par un isomorphisme compatible aux restrictions.

Le fibré déterminant lui-méme est tautologiquement défini pour E — S par det ™ R, E. On peut montrer que
tiré sur @, c’est le fibré associé a un certain caractére x de SL,.(O) (voir [BL94]).

Théoréme 2.8 ([Kum87,Mat8g])). L'espace H°(Q, Li) est canoniquement isomorphe a la duale de la représenta-
tion de base Hy,(0) de g[,.(K) de charge centrale k.

Le champ de modules SL(r) est le quotient de @ par le groupe sl,.(Ox\ {} ) (o p est le point dont O est I'anneau
local). Ceci permet de déduire le théoréme fondamental :

Théoréme 2.9 ([BL94]). L’espace des fonctions théta généralisées H*(SLx (1), L¥) est 'espace des vides, c est--
dire les invariants de 'V} par s, (Ox\ (p})-

Ce résultat fournit également la réponse pour 'espace de modules grossier :
Corollaire 2.10 ([BL94]). On a un isomorphisme canonique entre H°(SU(r), L) et 'espace des vides.

Démonstration. Le champ de modules SL(r) est recouvert par les ouverts Uy des fibrés vectoriels F tels que E(Np)
soit acyclique et engendré par ses sections globales. On obtient ainsi F comme un quotient de Quot,.(O(—Np)™N)),
qu’on peut paramétrer par un schéma lisse K. Soit Vv le fibré vectoriel associé & 7, (det E') sur K : le complé-
mentaire de la section nulle parameétre les fibrés de rang r dans K munis d’une trivialisation du déterminant. Le
quotient par GL(CM™N)) est alors Uy .
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On veut montrer que I'ouvert de semi-stabilité a un complémentaire de codimension au moins 2. Or celui-ci est
contenu dans Uy pour N assez grand. Il s’agit de montrer que toute section du fibré déterminant sur Hy s’étend
de maniere unique a une section invariante sur Hpy (par le théoréme de Hartogs). On doit donc montrer que le
complémentaire de 'ouvert de semi-stabilité dans Hy est de codimension au moins 2.

Considérons le champ des couples (E, F') de fibrés de rang r & déterminant trivial, munis d’un sous-fibré F' de
rang r’ et degré d > 0. L’image de ces champs pour r’ < r etd > 0 variables recouvre le fermé de non-semi-stabilité,
et est de dimension trop petite pour étre de codimension 1 (on suppose r > 2). O

2.3 Blocs conformes et formule de Verlinde

Le calcul de la dimension des espaces de blocs conformes se fait a partir des régles de fusion, qui décrivent les
relations entre ces dimensions lorsque les courbes sous-jacentes passent par des singularités (régles de factorisation).
On pourra se référer a [Bea96] pour un exposé complet des propriétés de ’'anneau de fusion et ses conséquences, a
[TUY89] pour les énoncés originels, et a [Falo4].

Soit g une algébre de Lie simple, ) une sous-algébre de Cartan et R le systéme de racines associé. On choisit une
base de R, et on note 6 la plus grande racine. On note P, 'ensemble des poids dominants ) tels que (A\|#) < .

Définition 2.4. Soit C une courbe projective lisse connexe sur C, pointée par s points py, ..., ps. Pour chaque p;,
on choisit un poids A; € P, et on note H, la représentation irréductible de niveau ! de g associée.

Soit H+ := @ H.,. On note g(C' — ) =92 0(C\{p1,...ps}) C @ Lyg(p;). Cette algebre de Lie agit sur
H~; naturellement sur chaque facteur (le théoreme des résidus assurant que le terme constant ne géne pas).

L’espace des blocs conformes est 'espace des coinvariants Ve (7, X)) = [H+]g(c—7) (le plus gros quotient

—
sur lequel I’action est triviale), et son dual est Vg(?, A ) := Homgc_3y(H~, C), C’est-a-dire les formes linéaires
invariantes.

Soit @) le réseau engendré par les racines longues dans le réseau des poids. Soit G le groupe algébrique simplement
connexe d’algébre de lie g, T' un tore maximal, et 7} les éléments du tore annihilés par les caractéres de (I + hY)Q,
ou [ est le niveau et A" le nombre de Coxeter dual de g.

On note 7,® I'ensemble des éléments réguliers de 7}, c’est-a-dire qui ne sont pas annulés par les racines. Si ¢ est
un élément régulier, on peut définir A(¢) = ], - p(x(t) — 1). Les poids réguliers a action du groupe de Weyl prés

Ap
I+hY

XER
) ou p est le demi-somme des racines positives.

sont exactement les exp (2i7r

Théoréme 2.11 (Formule de Verlinde). Soit g une algébre de Lie simple non exceptionnelle (sauf éventuellement
—
G). On considére une courbe stable n-pointée (C, ) et des poids X de niveau l. Alors

Try-. (¢)
. N -1 V-
dim Ve (P, X ) = (card T7)9 Z W
teT
A 2—2g
= (card ;)" Z Try-. (exp 2im ++th) H 2sin (WW)’

nEPR, acRT

L’accouplement utilisé est la forme de Killing normalisée qui donne une longueur de 2 aux racines longues.

Noter que card T; est égal a (I + hY)8e[IW : Wigng| 0l Wiong est le réseau engendré par les racines longues et
W le réseau des poids. On notera que I'indice du réseau des racines dans celui des poids est le cardinal du centre du
groupe de Lie G associé, et que I'indice des racines longues dans les racines vaut 1 pour A,,, 2 pour B,,, 2"~ pour
Ch, 1pour D,,.

3 Cohomologie équivariante et formule de localisation

3.1 Le cas des variétés différentielles

La cohomologie équivariante d'un espace topologique (voir [AB84] ou [Audo04] par exemple) permet d’aborder
la topologie d’un espace quotient tout en continuant a travailler sur 'espace de départ.

Définition 3.1 (Espaces classifiants et fibrés classifiants). Soit G'un groupe. Soit EG un espace topologique contractile
muni d’une action libre de G. Alors EG — BG = EG/G est appelé le fibré classifiant de G, et BG son espace
classifiant.
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On peut utiliser la construction de Milnor ([Hus94,|Aud04])), par exemple, pour construire un tel espace pour un
groupe quelconque.

Soit M un G-espace topologique. On note Mg = M x ¢ EG 'espace mixte (M x EG)/G (ou G agit & droite &
I'envers sur le premier terme et a gauche normalement sur le second). On a alors le diagramme de Cartan-Borel

M <—— M xEG ——EG .

L

M/G Mg BG

On peut préciser que la fibre de My — M /G en un point z est exactement EG/H = BH, ou H est le
stabilisateur de x. En particulier, si 'action de G est libre, les fleches horizontales de gauche sont des équivalences
d’homotopie. Dans la catégorie homotopique, BG est le quotient d’un point par G.

Définition 3.2. La cohomologie équivariante de M est définie comme la cohomologie de M. On peut la noter
He (M) = H*(Mo).

On obtient ainsi celle de M /G si I'action est libre, sinon, on a la cohomologie du quotient d’'un G-espace ho-
motope & M. L’inclusion de M dans M¢ (aprés choix d’un point base de EG) donne un morphisme d’algébres
H.(M) — H*(M), et la projection de M sur BG fait de I'algébre de cohomologie équivariante une algébre sur
la cohomologie équivariante du point H*(BG) = Hg(x). On a ainsi les isomorphismes H*(BH) = Hy (%) =
H*(EG x¢ G/H) = H.(G/H).

Théoréme 3.1. Soit G un groupe de Lie de rangl, T un tore maximal (engendré par une sous-algébre de Cartan
de dimension 1), et W le groupe de Weyl. Alors pour tout G-espace M, on a H& (M) = HW(M)W.

Proposition 3.2 (Espace classifiant de GL,.(C) [VLP85, Exposé 3]). Soit H un espace de Hilbert séparable. La
grassmannienne des sous-espaces de dimension 7 de H est I’espace classifiant de G = GL,.(C), et le fibré classifiant
est 'ouvert de H" constitué des r-uplets de vecteurs linéairement indépendants.

Soit T" un tore compact de rang . On peut concevoir d’étendre la théorie a un groupe quelconque, cependant le
cas des tores est déja tres intéressant. Remarquons pour commencer que si K est un sous-groupe de 7" et qu’on a un
morphisme T-équivariant X — T/ K, alors H}.(X) est un H*(BT')-module. Ceci résulte du fait que H3(T/K) =

Hie(x).

Proposition 3.3. Supposons donnée une action de 7" sur une variété X. Soit X I’ensemble des points fixes. C’est
une sous-variété de X (cf. [Audo4, slice theorem]). Alors H%.(X \ XT') est un module sur H*®(BT), dont le support
dans Spec H*(BT') = t' est la réunion des £, ol £ est I'albébre de Lie du stabilisateur de I'un des points.

Démonstration. On peut appliquer la remarque précédente a une orbite sous 7" : il faut considérer un voisinage
tubulaire équivariant. O

La suite exacte de cohomologie relative nous montre alors que H*® vérifie le théoréme de localisation H®(X) ~
H*(XT) aprés localisation de H®*(BBG).

Théoréme 3.4 (Formule de localisation d’Atiyah-Bott). Soit v € H}.(X). Alors
e
o= ¥ (i)
iF—X " (NpX)

ot la somme porte sur les composantes connexes ' de X©, Np X est le fibré normal de F dans X, d est la
codimension de F' et la classe d’Euler désigne la derniére classe de Chern pour une variété complexe, le tout
prenant un sens dans une localisation convenable de I'algébre de cohomologie.

Démonstration. L’isomorphisme entre les algébres localisées permet d’écrire & = ) . i, vp, ol avp est la partie
provenant de H$(F). Alors i*a = i*i,ap = ¢! (NpX) Nap, d'ol la valeur de ap. O

La formule de localisation se généralise au cas de variétés algébriques, y compris en remplacant la cohomologie
par les groupes de Chow (voir [EG98]). Cependant, en général, on veut également pouvoir étudier des variétés
possédant des singularités. C’est le but de la section suivante.
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3.2 'Théorie de la déformation et obstruction tangente

En général, le schéma Quot n’est pas lisse. La théorie de la déformation sur ce schéma est cependant bien comprise
et I'information pertinente peut étre encodée dans un complexe de fibrés vectoriels.
On renverra a [FGIT05]] pour plus de détails.

Définition 3.3 (Foncteurs de déformation). Un foncteur de déformation est un foncteur de la catégorie des k-algébres
artiniennes locales dans les ensembles, qui associe a k un singleton.

On s’intéresse en particulier aux déformations d’un objet appartenant a une catégorie paramétrée par un foncteur
de modules F'. On associera a une algébre R I’ensemble des éléments de F'(R) dont la restriction & F'(Spec k) est un
objet fixé p.

Définition 3.4. Une petite extension d’une algébre artinienne locale A est une k-algébre B munie d’un idéal M
annulé par mp tel que A = B/M.

On s’intéresse a la possibilité de prolonger un objet défini sur Spec A a Spec B. Dans la suite, on notera Dy, le
foncteur de déformation obtenu par restriction du foncteur des points de Spec R. Lorsqu’un foncteur de modules est
représentable, les foncteurs de déformations associés sont des foncteurs issus des algébres locales aux points fermés
de I’espace de modules.

Théoréme 3.5. Soit R une k-algébre locale d’espace tangent T = (m/m?2)V de dimension d. Soit S = SymT". On
a un épimorphisme naturel S — R de noyau J. Alors pour toute petite extension) — M — B — A — Oona
une suite exacte fonctorielle

0—T®M — Dg(B) — Dr(A) — (J/mgJ)¥ @ M.

Démonstration. Soit une petite extension comme indiqué, et ¢ € Dr(A) = Hom(R, A). On peut relever ¢ en
@:S5 — A,doudes @ : S — B enrelevant les images d’une base de 7. On a une bijection canonique entre les @
qui envoient J sur zéro dans B et les relévements de ¢ envoyant R dans B.

Soient o, 3 : S — B deux relévements de . Comme « et 3 coincident dans A, o — 3 est a valeurs dans M,
et c’est une dérivation. Elle détermine donc un élément de T ® M. Réciproquement toute dérivation de S dans M
permet de construire un autre relévement de ¢ : ceci donne le c6té gauche de la suite exacte.

Reste a trouver a quelle condition ¢ peut effectivement se relever : le morphisme relevé ¢ envoie J dans M (car
@ envoie J sur zéro), et envoie mg.J sur zéro, car M est annulé par 8. Ceci fournit un morphisme J/mgJ — M.
Celui-ci est nul si est seulement si .J est envoyé sur zéro dans B, donc si le morphisme trouvé ci-dessus est nul. [

Ceci permet de caractériser ’espace tangent et les obstructions a la déformation pour un foncteur représentable.
On généralise naturellement ces notions a un foncteur de déformation quelconque.

Définition 3.5 (Théorie d’obstruction tangente). Soit D un foncteur de déformation. Une théorie de 1’obstruction
tangente est la donnée de deux espaces vectoriels 71 et 75 de dimension finie sur & tels que pour toute petite extension
0 — M — B — A — 0 d’algébres artiniennes locales (i.e. M est annulé par I'idéal maximal de B), on ait une suite
exacte fonctorielle

T ®M—>D(B) —>D(A) — Ty M

avec un zéro a gauche si A = k.
Remarque. En posant A = k[e]/(€?), on a une suite exacte 0 — Ty — D(A) — D(k) — T qui calcule T7, et
D(A) est un espace affine sur 7.

Le cas des schémas Quot de Grothendieck est fondamental pour étudier la lissité des espaces de modules et des

schémas de Hilbert : on consideére le foncteur de déformation issu du foncteur des points, autour d’un point fixé.

Théoréme 3.6 ([FGIT05])). Le schéma Q = Quotp(X,F) admet une théorie d obstruction parfaite avec T+ =
Hom(K, Q) et T? = Ext' (K, Q) en un point représentant le quotient) — K — F — Q — 0.

Démonstration. Le calcul de I’espace tangent est un calcul classique en théorie de la déformation. On pourra consul-
ter [LP95] pour cela.

Considérons une petite extension 0 — M — B — A — 0. Avec M? = 0, et une famille plate de quotients
cohérents) - K - F® A — Q — Osur X4 = X X Spec A.
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Par platitude, on a des suites exactes organisées comme suit :

0 0
v v
KoM K® A
v v
0—FQIM —FRB—FRQA——0
v v
QoM Qe A
v v
0 0

qui nous permet de modifier la suite exacte horizontale. On peut ainsi obtenir un complexe 0 - K@M — FQB —
@ — 0, exact sauf au milieu, qui présente une cohomologie . On a alors une suite exacte naturelle :

0-Qe®M—-H— K —D0.

C’est une suite de Ox ,-modules, car elle est annulée par M, ce qui donne une classe d’extension ob((Q) dans
Ext!(K,Q ® M).

Supposons ob(Q)) = 0. On trouve alors une section X — H. Rappelons que H est inclus dans F @ B/K ®@ M.
Si K’ est I'image de K dans F ® B, on compléte le diagramme précédent :

0 0 0
v v v
0—=KoM K’ K 0
v v v
0—=FOM —>FRB—>FRA—>0
v v v
0—=QeM Q' Q 0
v v v
0 0 0

ou la premiére ligne est exacte par construction, la seconde colonne est la définition de Q' comme conoyau de
K’ — F®B. L exactitude de tout cela entraine celle de la derniére colonne. Réciproquement, si une telle construction
est possible, On peut écrire K = K’ /K ® M ce qui donne une section vers H, et ob(Q) = 0. Si on fixe une section
K — 'H, on remarque aussi qu’on peut lui ajouter un élément quelconque de Hom(K, Q ® M), qui paramétre ainsi
les extensions.

On utilise ensuite le critére local de platitude [[AK70] pour montrer que @’ est plat sur B. Il suffit de vérifier
que @ est plat sur A (ce qui est effectivement vrai), et que Q) ® M est isomorphe a M @), ce qui découle de la
construction. O

On veut maintenant obtenir des faisceaux représentant I’espace tangent et I’espace d’obstruction.

Définition 3.6. Un complexe d’obstruction tangente parfait est un complexe de fibrés vectoriels de cohomologie :

[T'F 2 T2F] tel que T' o T F soit le foncteur des espaces tangents et I' o T2 F la théorie de 'obstruction tangente
de F.

Théoréme 3.7. Le schéma Q = Quot, ,4(C, ON) admet une théorie d obstruction parfaite relative. On considére

une famille de quotients 0 — & — ON — F — 0 sur S x C = S paramétrée par f : S — Q, et un faisceau T
de Og-modules. Alors:T}(I) = Homg(E,F ® f*T) etTf(Z) = Ext5(E,F)®T.

Dans le cas du schéma Quot traité dans [MOO05], on trouve un complexe parfait d’obstruction tangente :

Théoréme 3.8. Le schéma Q) = Quot,. ,;(C, ON) admet une théorie d’obstruction tangente parfaite, un complexe
d’obstruction tangente et une classe fondamentale virtuelle.

Démonstration. Soit m un entier suffisamment grand pour que tout fibré de rang 7 et de degré rm =+ d soit m,-
acyclique et engendré par ses sections globales. Le schéma Quot est alors construit comme sous-schéma d’une grass-
mannienne en associant & un quotient O — E — O — F — 0 le point correspondant au sous-espace H°(FE(m))
de H°(O(m))N. La grassmannienne G en question est donc celle des sous-espaces de dimension x(E(m)) =
rm — d — rg dans un espace de dimension Nx(O(m)) = N(m + 1 — g). Soit ¢ I'immersion @ — G.
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On utilise la technique déja vue dans: on a une suite exacte 0 — K — 7*m,.E(m) @ O(—m) — € — 0.On
lui applique le foncteur Homg (e, F) := mg, Hom(e,F). On obtient :

0— Homg(E,F) — Homg(m*m,.E(m) @ O(—m), F) — Homs (K, F) —
— Ext§(E,F)  — Exg(m*m.E(m) @ O(—m), F) — Ext5(K, F) — 0.

Constatons que 7, & (m) est localement libre, ainsi que 7* 7, £ (M) @O (— m) Le second terme devient Homg (m,.E(m), me F(m))
par la formule de projection. Mais ceci, en un point, vaut Hom(HO( (m)), H*(F(m)) = H°(O(m))N /H°(E(m))
qui est I'espace tangent & la grassmannienne G. De plus Ext & (7*m. & (m)@0O(—m), F) esten fait (R 7, ) Hom(n* 7, E(m)®
O(—m), F) = Ria (7% (m.E(m))Y @ F(m)) = (m.€(m))Y @ Rim,F(m) = 0 par la formule de projection.

On obtient en particulier que m, Hom(KC, F) = Homg (K, F) est localement libre, puisque si Ext (K, F), on a
a fortiori R'7, Hom(K,F) = 0 (suite spectrale Ext / Ext).

Notons Ay = *T'G, et A; = Homg(IC, F). On a alors une suite exacte

OHT}HAOHAlﬂTfHO.

Soit Z un faisceau de Og-modules. On voudrait obtenir, sachant que T} (Z) = Homy(E, F @ 7*T) et TJ% (7)) =
E;(t (€, F) ® I, une suite exacte

0—THI) = A®I - AL — TFHI) — 0.
Pour cela, on remplace F par F ® 7*Z, ce qui ne change rien a 'application du foncteur Homg. On a alors :
0 — Homg(E, FROT*T) — Homg(n*1,E(M)RO(—m), FRT*T) — Homs(K, FRT*T) — Exts(E, FROT*T) — 0.

Soit P, une résolution libre de Z, V un faisceau localement libre sur C x S. Alors Z{t’gl(V, F @ 7*P,) =
R (V¥ @ F@m*Py) = RFm (VY @ F) @ Py = Ext§(V, F) ® P par la formule de projection. Puisque V' et 7
sont plats sur S, la cohomologie du complexe [VV ® F @ 7* P, est exactement V'V @ F ® 7*Z. Considérons alors
la suite spectrale de foncteurs hyperdérivés donnée par :

"= Rin,(VV@F@n*P_,) = R (VY@ F7r*I)

qui donne E%"? = Tor_,,(Ext%(V, F),T) par le calcul précédent (et parce que la différentielle d; envoie (p, ¢) dans
(p+1,q), sa cohomologie est donc 'homologie par rapport a I'indice de P, )

Dans le cas qui nous intéresse, Ext 5 (K, F) est nul, et par platltude Hom (K, F) est localement libre : les termes
EY? sont donc nuls pour p < 0 et Homg (K, F @ 7*I) = }[omS(IC F) ® Z. Le méme raisonnement s’applique au
terme précédent. Pour le dernier terme, on fait pareil ( ?). O

Si [FO — F1] est un complexe d’obstruction tangente parfait, I'élément formel 7° © F! dans le groupe de
Grothendieck est appelé fibré tangent virtuel. Celui du schéma Quot est d’aprés le calcul précédent Ay © A1 =
TG © Homg (K, F). Le fibré tangent virtuel est exprimé & partir de faisceau localement libres, contrairement, par
exemple, au faisceau tangent de Zariski et au faisceau exprimant I’obstruction tangente. Il a également la dimension
qu’on attend du schéma Quot. Il est donc facile d’exprimer ses classes caractéristiques, et la formule de localisation
se généralise naturellement au cas virtuel (voir [GP99])), avec des classes fondamentales virtuelles (qui sont simple-
ment les classes fondamentales usuelles si la dimension virtuelle coincide avec la dimension usuelle), et des classes
caractéristiques virtuelles.

4 Nombres d’intersections sur le schéma Quot

Le schéma Quot de Grothendieck étant muni d’une théorie d’obstruction tangente parfaite, on peut définir sa
classe fondamentale virtuelle a 1'aide de son complexe d’obstruction tangente. On va enrichir cette construction en
tirant parti de I'action naturelle de G Ly sur Quot _,. ;(OX) :les méthodes de Li et Tian, ou de Behrend et Fantechi
[BF97,LT98] se généralisent naturellement pour construire & partir d’un complexe d’obstruction tangente parfait, par
exemple, naturellement linéarisé sous ’action du groupe, une classe fondamentale virtuelle dans le groupe de Chow
équivariant. Cette classe virtuelle coincide avec la classe fondamentale usuelle pour d assez grand (car () est alors
génériquement réduit, irréductible et de la bonne dimension [BDW96]), auquel cas on calcule de vrais nombres
d’intersection.
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4.1 Formules de résidus pour la cohomologie de la grassmannienne

On étudiera les relations qui définissent la cohomologie de la grassmannienne G des sous-espaces de rang k de
CN. Celle-ci est munie d’une suite exacte tautologique 0 — E — OY — F — 0.

La théorie classique du calcul de Schubert permet d’étudier I’anneau de cohomologie de la grassmannienne.
On peut montrer qu’il est équivalent de faire les calculs dans I’anneau de Chow (on pourra trouver I’ensemble des
résultats classiques dans [[Ful98]]). La technique des résidus de Severi fournit une méthode originale et trés efficace
d’effectuer les calculs d’intégrales en cohomologie classique comme dans la petite cohomologie quantique, construite
a partir des morphismes de P! dans la variété. On pourra en trouver un résumé dans [Ber96)].

4.1.1 Cohomologie classique

Soit z; la classe de Chern de degré i du fibré EV, et y; celle de V. Par la formule de Whitney, ¢(EY)c(FY) =1
On sait que 'algébre de cohomologie de la grassmannienne est engendrée librement par les x;, ¥; avec pour seules
relations celles données par 1’égalité précédente. Sous une forme équivalente, on peut écrire

H*(G) =Clzy,...,z)/1

ou [ est I'idéal engendré par des coefficients de tN=F+1 .. ¢V dans la série formelle inverse de > ;1.

Soient U, les polynomes de Newton des racines de Chern de EV : U, (A1, ..., A\g) = Y AL, On note abusive-
ment Up(z1,...,xx) le polynéme correspondant en les fonctions symétriques élémentaires. Alors si ¢; (o) désigne
le polynéme de Chern

k [e'S)

—logci(EY) = Z —log(1 + A\;t) Z (e)t?

i=1 p=1

qui devient en calculant la dérivée logarithmique par rapport & x; (coefficient de ¢/ dans c;(E"))

t7 =1 oU
_ — Z(=1)PZZByp,
c(EV) ;p( ) O0x;

L’idéal I est engendré par les coefficients de degré N + 1 — i de ¢;(EY)~! pour i entre 1 et k. Choisissons un
tel i et j = i : le coefficient de tV 11 est
(=DM AUN
yNJrliZ - N + 1 81’7

Soit Wy le polynome ﬁU ~N+1- On vient donc d’exprimer le fait que le spectre de 1’algébre de cohomologie de

la grassmannienne (qui est commutative) est le schéma affine dans A* d’équation dW; = 0. C’est en fait un schéma
artinien supporté par I'origine.

4.1.2 Cohomologie quantique

La petite cohomologie quantique (par opposition a la cohomologie quantique usuelle définie & partir des invariants
de Gromov-Witten) permet de réunir sous forme de loi de multiplication sur la cohomologie des informations sur
I’espace de modules des courbes rationnelles tracées sur la grassmannienne.

On peut montrer que celle-ci est 'anneau structurel du schéma d’équation dW = 0, ou W est le potentiel de
Landau-Ginzburg, défini par W = Wy + (—1)¥z;. Contrairement au cas classique, ce schéma est réduit et constitué
d’un nombre fini de points.

Toutes les formes linéaires sur H%(() étant proportionnelles, on peut intégrer les polynomes en les classes carac-
téristiques en utilisant la fonctionnelle (ou I'on integre sur un produit de cercles entourant le support de Spec Huantique (G) =

(dW = 0}):
79 = 00 (5) § Lo,

sur les polynomes f de degré pondéré dim G. Elle est égale a I’ 1ntegrale a un coefficient de proportionnalité a déter-
miner.
Le théoréme des résidus nous indique que
f Tlye-ay X )
J

AW (z)
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ou Hyy désigne la matrice hessienne de 1. Utilisant maintenant le fait que les ; sont les coordonnées de C* /&, ~
C*, on reléve I'intégrale & des fonctions de \;. On effectue le changement de variable

PW o [ OPW N\ AN
81)28377 o 83% 8/\k8/\l 83?7

On sait aussi que le jacobien det gf? est le déterminant de Vandermonde des \;. Une méthode pour effectuer ce
J

calcul consiste a écrire explicitement la matrice jacobienne et a effectuer les mémes opérations sur les lignes que pour
le calcul du déterminant de Vandermonde usuel. Par ailleurs, on releve a un revétement de degré k!, donc on trouve

H11<j(>‘j - >‘i)2

!
J(f):(_l)(2)ﬁ Z s M) det Hyy (X)

dW =0
c’est-a-dire en revenant a la forme intégrale sur un produit de cercles :

Hi<j ()‘j - Ai)2

oW
I, o

(—=1)¥ ~ AN — 1 (on peut toujours intégrer sur un contour trés

J(f) = (_1)(’5)%ﬁ/nd&f@, )

On exploite maintenant le fait que %/Z =N+

grand). On peut donc écrire

Hi<j()‘j *Ai)2
J(f) = (—1)(2 H;f(/\l""’/\k)w

Constatant que seuls les k-uplets de racines distinctes comptent, et qu’ils sont pris a permutation prés en raison du
facteur k!, on trouve finalement

J(f) = (_1)(§)$ Z Fq, o Ak) H(/\j — )\i)zn/\i

{N\:} i<j

qui est I'énoncé de la formule de Vafa-Intriligator en genre zéro.
Pour passer en genre quelconque, on a besoin de formules de composition pour ces invariants a la Witten, ce qui
permet de démontrer la formule de Vafa et Intriligator [ST97]].

4.2 Localisation équivariante pour le schéma Quot

Dans cette section, on applique des techniques de localisation (du type de la formule de Berline-Vergne [[AB84,
Audo4]]) pour réduire le calcul d'intégrales sur le schéma Quot ) = Quoty_,. 4(ON). On asur Q x C une suite
exacte universelle 0 — & — O~ — F — 0. On note 7 la projection de Q x C sur Q.

4.2.1 Décomposition du sous-schéma fixe

On étudie spécifiquement I'action du tore 7 = C* sur O par t — (t=*1,...,t7*¥), oli les \; sont des poids
distincts. Les points fixes de ) pour cette action sont des suites exactes 0 — F — OV — F — (0 avec E stable dans
ON sous I'action de T'. Celle-ci étant diagonalisable a valeurs propres distinctes, E est en fait scindé en £y @ - -® E.,
chacun étant un sous-faisceau de I'un des O. De plus, il faut que la somme des degrés des E; soit —d.

On en déduit une décomposition du lieu fixe par les (J:’ ) choix de O contenant les E;, qu’on notera O pour
i = 1,...,r, une répartition des degrés des E; donnée par une paritition de d en (d1,...,d,) (au nombre de
(d+;_1)). Pour ces choix, un E; (sous-fibré de O() de degré —d;) est paramétré par le schéma Sym? C, et vaut
O(—D;), ot D; est un diviseur effectif de degré d;. On obtient de la sorte une composante irréductible Z du schéma
fixe, isomorphe & [ Sym? C.

Pour localiser les intersections sur ces sous-schémas fixes, on a besoin de connaitre leur fibré normal virtuel. On
a déja le fibré tangent virtuel de (), qui se restreint & Z, ou il est équivariant sous I’action de 7. Il se scinde alors
en un fibré fixe (ou 7" agit trivialement), et une partie mobile (ou les poids de 7" sont non triviaux). La partie fixe
s’identifie au fibré tangent virtuel de Z, le fibré normal qui nous intéresse étant ainsi la partie mobile.

L’étude de I’obstruction tangente de () se restreint & Z, ol on a une suite exacte universelle :

0 @(D) Do 50"~ B0y, 50" 0
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ott les D; sont les diviseurs universels sur Sym% (C).

Le fibré tangent virtuel de () est égal d’aprésé Hom(m,.E(m), mF(m)) © Homg (I, F), ou K est le noyau
de 7 m,E(m) ® O(—m) — £. Sur Z, K lui-méme se décompose selon les F; en une somme de K;.

On a ainsi, en développant les décompositions :

Hom(m, E(m), m F(m)) = > Hom(m,Ei(m), mFj(m)) & Y Hom(w.E(m),m,09) (m))

,J<r i<,y >r
Homg (K, F) = Z Homg (i, F;) ® Z Home (K;, OV))
i,j<r i<r,j>r

Les fibrés indicés par k sont de poids —\j, pour I'action de 7". On peut donc distinguer deux types de composantes,
en utilisant de plus le fait que les m,&;(m) sont localement libres, ainsi que les £C; :

~ pouri, j < 1Ny = (mE(m)Y @ (.5 (m)) & T (KY © F)

— pouri < retj>r, N = (mEi(m))Y @ H(C,00) (m)) & m (KLY @ OW).

Les V;; étant de poids A\; — A;, on trouve le fibré normal virtuel en sommant les composantes de poids non nul :

Nvir — @ -/\/z i
1<ikr
1<GSN
i#]
Pour appliquer la formule de localisation, on commence par remarquer que comme l’action de 7" sur Z est triviale,
Zr =27 xBT et A%Z = A*Z @ A% {*} = A*Z[h,h~'] (ot BT admet une décomposition cellulaire, qui justifie
la formule de Kiinneth), ol & est la premiére classe de Chern du fibré associé a la représentation de T" de poids 1.
Cependant, comme il s’agit d’étudier des nombres d’intersection, il suffit de faire les calculs en cohomologie. De plus
par fonctorialité, il suffit d’étudier les \V;; sur Sym? C' x Sym® C' pour connaitre leurs classes de Chern sur Z tout
entier.

4.2.2 Etude des \V;;

Ayant décomposé NV en somme directe, il suffit de calculer la classe d’Euler équivariante de N;;. Celle-ci est
la classe d’Euler du fibré correspondant sur Z x BT, qui est (NV;;)7 = N;; K O(\; — Aj). Soient vy, les racines de
Chern de N;;. Celles de (N;;)r sont ag, + (A\; — Aj)h. Posons h;; = (A; — Aj)h.

Ainsi, si ¢;(N;;) = [[(1+tay) estle polynéme de Chern de N, er (Ni;) = [[(hij+ak) = et (N v)(hi_jl)hz;j,
ou on note 7;; le rang de Mj.

Pour calculer le polynome de Chern de N, il suffit, par la formule de Whitney, d’exprimer sa classe dans le
groupe de Grothendieck. Pour le cas j < r, on a

Nij = (. Ei(m))” @ (. Fj(m)) © 7 (K ® F).

Notons que comme les faisceaux considérés sont m,-acycliques, on peut considérer I'image directe K -théorique R,
a la place. On obtient ainsi

K, =nm*m.E;(m) ® O(—m) & E;
K ® Fj = n*(m.Ei(m))" ® Fj(m) © E} @ F
(K} @ Fj) = (m.Ei(m))” @ Rm.(Fj(m)) © R (B ® Fj)
ce qui en remplacant dans I’expression précédente donne :
Nij = R, (E; @ F}).

Comme EZV X Fj = E,LV o EZ\/ X E]‘, on a Tij = X(O(Dq)) — X(O(DZ — Dj)) = dj, et ./V;] = RTF*(EZ\/) o
R’]T*(E,LV@E])
Dans le cas o j > r, on avait :

Ny = (mEi(m))” @ (m.0(m) 0 m.(KY © O).

Le méme argument en remplacant F; par O donne N;; = m,(E;). De plus r;; = x(O(D;)) = d; — g.

On a exprimé les classes d’Euler en fonction des polynémes de Chern. Chaque 4,7 < r a une contribution
s¢(Rm.(EY ® Ej)) (polyndome de Segre), et pour tout ¢ < r, et j quelconque, on a une contribution de la forme
ct(Rm«(E})). Les premiers fibrés sont de la forme 7,O(D; — D;) sur Sym® C x Sym® C x C. Les seconds sont
de la forme O(D) sur un Sym? C, ot les D désignent les diviseurs universels.
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Proposition 4.1 (JACGHS5], [Ful98| 14.4.17]). Soit D le diviseur universel sur Sym? C' x C, et 7 la projection
sur S = Sym? C. Soit 6 la classe du diviseur théta sur Sym? C' provenant de Pic? C, et z la classe de Chern de
O(D) Tsyma ¢'x {«}- Alors

to
(B, O(D)) = (1+ )17 exp (‘ i m) |
Démonstration. On décompose ¢1(O(D)) =z ®@1+ > 1y’ ®§; + d ® w, ol w est la classe d’'un point de C, et §;
une base symplectique de H;(C') ~ H*(C), selon les composantes de Kiinneth.
Par le théoréme de Grothendieck-Riemann-Roch,

ch(m,O(D)) TA(TS) = 7, (ch O(D) Td(T'S) Td(TC))

mais T, (a Td(T'S)) = Td(T'S)m«(). Le genre de Todd est inversible (il a un terme constant), donc ch(7,O(D)) =
T (chO(D)TdTC).

OnaTd(z) = o) = x/(x— I—;Jr””—; —--+)=14z/24--- . Enparticulier Td(TC) = 1—¢1(Qc)/2 =
1+ (1 — g)w. On calcule aussi ch O(D) = exp ¢1(O(D)) = expzexp(d_ y? ®d;)(1 + dw). La projection sur S est
I'intégration sur les fibres : on doit prendre le coefficient de w. On sait aussi que (Y. 3’/ ® §;)?/2 = — > yiyi 9 =
—0fw. Ceci découle par exemple de I'expression du diviseur théta sur la jacobienne comme > 675779, Les inclusions
C — Sym?C' — Jac?~! C données par I'addition de (d — 1)P et de (g — 1 — d)P induisent des isomorphismes
H(C) ~ H'(Sym? C) ~ H'(Jac C). On en déduit :

ch(m,O(D)) = 7 (1 + (1 — g)w) expx - (1 + y70; — Ow)(1 + dw))
=expz-((1—g)—0+4d).

On utilise ensuite le résultat classique : log c;(E) = Y log(1 4+ a;t) = >, (=t)*71/k Y, aF. Soit L le fibré en
droites de classe de Chern . Alors 7,0 (D) ® LV a pour caractére de Chern (d + 1 — g) — 6. Ceci nous fournit la
valeur des polynémes de Newton de ses racines de Chern : on a donc log ¢; (7, O(D) ® LY) = —6¢. On doit ensuite
multiplier par L. Ceci ajoute x a toutes les racines de Chern. Or

[+t +ait) = [Ha +at)(1+ aiu)] = e (mO(D) @ LY)(1 + ta)" = (1 + ta)" exp(—70)
=Tt
t
T+iz
restriction & S x {p}, elle s’annule 14 ot p est dans D, donc sur Sym?~1(C) + p : c’est le diviseur associé a L.
1l suffit maintenant de constater que n = rg Rm, O(D) = x(O(D)) = d 4+ 1 — g pour conclure. O

out = Pour savoir ce qu’est L, considérons la section canonique de O(D) : elle s’annule sur D, donc en

Proposition 4.2. Soit d; et d; deux entiers. On note S; = Sym' C' et S; = Sym’ C, munis de leurs diviseurs
universels D; et D;. On étudie sur .S; x S; x C'le fibré O(D; — D;) = O(D;) K¢ O(D,)Y. On note z; la classe de
cohomologie de Sym® ~1 C' + p dans S; (qui ne dépend pas de p modulo équivalence algébrique), et respectivement
x; sur S;. Alors

(R, O(Ds = ;) = (14 s = )=+ exp (G2

Lt (- )
Ici, on a décomposé ¢1(O(D;)) = z; + > y¥d), + dw, ainsi que ¢1(O(D;)), et 0;; désigne le produit croisé
=W+ byt = (ko) (S ykon).
Démonstration. Elle est tout a fait identique a la précédente, a I’existence prés du terme croisé. On a en effet
= exp(z;) exp(D>_ yFor)(1 + diw) exp(—z;) exp(— > yFop)(1 — djw)
= exp(zi — ;)(1 = 0; = 0 + 035) (1 + (di — dj)w)

On constate ensuite que 1g R, O(D; — D;) = d; — dj + 1 — g pour la formule de Riemann-Roch, et le
raisonnement de la preuve précédente donne le résultat. O
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4.2.3 Détermination de la classe d’Euler

On peut enfin exprimer la classe d’Euler équivariante de N*7'. On avait ;; = 1, O(D;) sij > r et mO(D;) ©
7 O(D; — D;) sij < r.Onrappelle que h;; = (A\; — A;)h.Ona

erW) = [T hij e, (N3)

i<r,j <N
i
d;j—di+g—1 1 dy—ditg—1 oy (01 =05+ 0
= H hij (1+ hiy (@i — x;)) e A —
i,j<ryi#] A

classe d’Euler de &7, O(D; —Dj)

_ 0
BEFL(L 4 B 0 e ()
i<r1;[<N v i) P\ h

i#]

classe d’Euler de 7, O(D;)

L’argument de I’exponentielle du premier produit est antisymétrique en 7 et j, de meme que h;;. Dans le premier
—di+g—1,d; d +g—1
h;;

vir r— — T i 1— 0

1<i<j<r v 1<ir j#i

produit, on écrit h:l; = (—1)ditds h2g L’exponentielle disparait, et on a

On veut alors contracter le dernier produit. Comme le calcul ne doit pas dépendre des poids A; choisis pour I’action
de T, On peut poser A, = exp 2”’ T et étudier la formule de localisation obtenue formellement avec ces valeurs. Le
dernier produit dev1ent

di+1l—g
th i+1—g 1+ h 1, )d i+l—g _ H(hij + xi)dﬁl—g = H(Aih +x; — \jh)
];ﬁl J;éi J#L

(bt )N = BN\ Gh )N — RN\

tandis que les exponentielles se regroupent grace a

Z 1 . N()\lh-f—.’tl)Nil
/\ h+l‘i —/\jh - (/\ih—Fl‘i)N—hN
en vertu de la formule
d(XN —1) B dX
XN—-1 —~ X - Ai

On trouve finalement

e\ 29
eT(Nvir) _ (71)§(;)+d(r71) H h?f <1 4 $zh‘ ‘1'J>

1<i<j<r v

10 Nh )V NN NN 1
X *P ! ()\ih-i-l‘i)N — hN x; '

1<igr

4.3 La formule de Vafa-Intriligator

On considére sur Quot,. ;(C, ON) le suite exacte universelle 0 — & — ON — F — 0. Soit ¢;(§Y) =
a; + > bg d; + fiw la décomposition de Kiinneth des classes de Chern de £¥ en cohomologie. Les a; sont alors les
classes de chern du faisceau &, sur @ x {p}, pour un point quelconque p de C.

Soit P un polynome tel que P(ay, ..., a,) soit de degré e = Nd —r(NN —r)g : il s’agit de la dimension attendue
de @, compte tenu de sa théorie de I’obstruction tangente. ¢ = dim Hom(E, F) —dim Ext' (E, F) = x(Hom(E, F))
(car E est localement libre). On veut calculer I'intégrale f Qv P(ay,...,a.).
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Théoréme 4.3 (Formule de Vafa-Intriligator [MOO05|Int91,Ber94])). Soit R le polynéme symétrique tel que R(cvy, . . ., o)

P(ay,...,a), ot les a; sont les racines de Chern de £V. On pose
J(@1, .. wp) = N (wy-wn) 7 [ — 25)~
1<J
Alors

[ ]P(al,...,a,):( 1)@ DEHED N RO, AT A A)
Q ALy Ar

ott la somme porte sur les r-uplets ordonnés de racines N -iémes de l'unité distinctes.

Pour faire entrer le formalisme équivariant, on considére une section Q — @ x ET" — @, qui donne un
morphisme d’évaluation Hy.(Q) — H*(Q) (en h = 0). Comme &, est équivariant sous I'action de 7', les a; se
relévent a des classes de Chern équivariantes, et on peut appliquer la formule de localisation. On sait alors que
I'intégrale se réduit a celle sur les lieux fixes Z (formels) indicés par le choix de r poids parmi les N racines de
I'unité, et de degrés d; de sommes d pour 1 < ¢ < 7. Comme précédemment, on remarque que £ se décompose
en somme de O(—D;) de poids A;, dont I'image dans Z x BT est donc O(—D;) K O(};). On en déduit la classe
de Chern T-équivariante de O(—D;) [zx{p}> qui vaut z; + A;h : ce sont les racines de Chern de £ [, (p}. La
restriction & Z de la classe & intégrer est donc R(z; + A\;h,1 < ¢ < r). La formule étant linéaire en R, on peut se
ramener au cas d’'un mondéme (qui n’est alors plus symétrique).

Onposeu = £1 = (—1)(971)(5)“““1). On veut démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.4. Soient (A1,..., ;) un r-uplet de racines N-iémes de 'unité distinctes, R un mondme de degré e =
Nd —r(N —r)g. Alors
R(xz; + \ih .
[ R )
dytetdo=d” Z er (A1)

ou Z désigne le lieu fixe pour les poids choisis et ou EI\,/ est scindé suivants les degrés —d;.

Démonstration. Considérons I’expression de e (N*"") obtenue a la section précédente. Comme on n’est intéressé
que par un nombre d’intersection, on peut se contenter de faire le calcul en remplagant 6 par un cycle numériquement
équivalent (du moins en ce qui concerne les fonctions de x).

On a en particulier la relation §'2% = x”k( g'l), sik+1=detl < g,avec z¢ = 1 (on peut constater, par

exemple, que x est défini par I'équation p € D pour D un élément de Sym? C' et p un point de C). Ainsi, vis-a-vis
de I'algeébre engendrée par x, 0 est équivalent a (ggf!l)!xl sil <g.
L’exponentielle dans I’expression de la classe d’Euler devient ainsi pour ¢ entre 1 et r

<z>xk <>
Lo <)\h>—\:lx+) 2 thc))g

( g
()

Il
M‘a

ko

Ah 4+ )N — NV

On trouve ainsi

/ W:/Z(d R+ [ (v=2)"202) ][ (Hxih—ijzj)ﬂg

Z(d1,dy)  €TWVT) U Z(dy,., d.) 1<icj<r 1<icj<r
ﬁ ()\lh—‘y-JUZ)N — N g=1=d; 17—[ Nl‘i(/\ih—Fl‘i)N_l g
i ZT; i ()\zh + Zl'i)N — hN
ou le dernier produit correspond aux exponentielles. On peut noter que
Nr(g—1) _
JIT N, ) — A — A;)"29
( 1 ) ) ()\1...)\T)g_1 H ( ])

1<i<j<r
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ce qui permet de réécrire

R(x; + \ih _ —or(r— _
/ Bt dh) ot A) / R(@: + Ah)h =7 0D (-2 A,)97)
Z(dr,...d) €T (NYT) Z(dy,...,dr)
N\ "20 T dit1y Ng(N—1)
Nz; 9
1<i<j<r i i=1 v v

On posera z = AhZ et R = [[ X[". Alors (\ih + ;)Y — Y = (MR)V((1 + 2)Y — 1) car AY = 1. On

remplacera aussi x; ditl par xf Aihax;. Ce qui permet d’écrire le tout sous la forme

wJI (AL, M) / R+ &) R R(R)A™I" =D (A -\, )97
Z(dx,...,d;)

- — —2g _ _ B B
11 (HM—AJ%) gHNxfllxi(l—s—xi)g(N D (A R)oV-1) 41

1<i<j<r Ai = A i=1 hN(H_di)((l +2;)N — 1)ditt
_ u(RJgfl)(/\h e /\r) / hdegngr(rf1)+rg(N71)+r7rN7Nd()\1 . )\T)gfl
AC e

7 = —2g _ — \ay _ _
11 (14_/\”31'_’%) gHNxf%i(l—&—xi) +g(N=1)();)9(N=1)+1

>\i - )‘j i1 ((1 + i’i)N — 1)di+1

1<i<j<r
On doit avoir deg R = Nd — r(IN — r)g. L’exposant de h est donc
Nd—r(N —r)g—r(r—1)g+rg(N—1)+r—rN—Nd
=g(r(r = N) =r(r= 1) + (N = 1) + (N = 1) + 7 =N = 0.

De plus )\1 9=\ (N=1)+1 , ce qui permet d’éliminer encore quelques facteurs. On doit donc montrer que

NiZi — A »a:j)‘Qg 11[ Nz (1 + z;)*to(N-1)

Z/ _i<1+1_3 = —
S di=d Z(d)1<1<]<1 Ai = A (L+z)N —1)%

sachant que [, [T} 4=T1] fSymdi o T i = 1. Cela revient & calculer le coefficient constant dans le reste, comme fait
O

i=1

ci-dessous.

Lemme 4.5. On a

a+N-—-1 m atk
Res,—o 2™ - V(1 +2) => (-pym* (m> <N>
(1 +z)N —1)d+1 — k d
Démonstration. Comme 2™ = > " (=1)™*(")(1 + x)*, il suffit de considérer le cas ot n = 0. De plus,
le dénominateur est d’ordre = (N=1(d+1) e résidu ne dépend que d’un nombre fixé (environ Nd) de termes du
développement du numérateur, c’est donc un polyndme en . On a donc seulement besoin de vérifier la formule pour
m = 0eta =[N, asavoir

N(1L+ )N 1N !
RCSI:(] = .
(14 z)N —1)d+1 d
Posons u = (1 + x)N — 1. On est ramenés a calculer Res,,—1 “Z:}lﬂ“ = (fl) par la formule du bindme. O

On développe alors brutalement

ANiZi — AT NeZi — Nz \ "
o (+52) =xn() ()

1<i<j<r kij 1<j

N ()| e v

LJ >0 mij +m117k1,j 1<J

Rappelons qu’on veut montrer que le coefficient de (Z; - - - Z,.) ! (le résidu en Z; = 0) vaut 1 dans

T —NT\ 29 7 Yo tg(N—1)
3 N(1 g
11 (1 + w> 11 ((i j_;)])v Ty
S di=d 1<i<j<r i J =1 i

ST e () s

kij 20 mgj+mji=kij i<j
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Un terme de la premiére somme est un mondme en les Z; de degrés m; = >_ i i Sa contribution est donc
pondérée par le résidu de la deuxiéme multipliée par [] ;" qui vaut par le lemme précédent

> e () ()
S di=di=1¢q;=0 i dz .

On utilise ensuite le lemme combinatoire suivant. D’abord, on constate que > d; =det > a; + (N —1)g+ k; =
Nd—r(N—=r)g+r(N—-1)g+> ¢ = Nd+ gr(r — 1), ce qui donne

r m; o (my d+ gr(r—i\)[—&-z:qi d+ gr(r—=1)4n 1)+n m mi
I comn () (7 ) =% X (]

i=1q;=0 v n S qi=ni=1 v
On pose alors > Jm; = ), ; kij = k, ce qui donne

Z (d+ gr(C;Nl)Jrn)(l)kn (z>

n
Remarquons que k est le degré du terme qu’on a considéré, qui est nul si & > d.

Lemme 4.6. Soitd, e ...,e, des entiers positifs ete = e; + - - - + e,.. Alors

() @)=6)

Démonstration. On peut classer les parties a d élements d’un ensemble de cardinal e partitionné en parties de
cardinal e; selon le nombre éléments qu’elles ont dans chaque partie. O

On est donc ramenés & démontrer

S X (I () e ) s (T ) ew ()

OEKJ kij=k mij+mj;i=kij \1<J v n=0

"
MR

e
Il

d

e s IR S o) ISV () RS

= iy kij=ki<i v myjtmyi=k; i<j

olt la derniére somme fait exactement (\; — A;)"*. On peut aussi contracter la somme précédente en (7T(kal)g ) La
somme & calculer est en fait, en posant s = r(r — 1)g

.y () ()0

(on peut toujours ajouter les termes n > k).
Soit ¢, = Zzzo(fl)k*” (%) (fl) On travaille dans C[y]/(y?*1). On cherche le coefficient de y? dans

D) SRS TS 95 St QA [ S

q=0n=0 q=0n=0
Soit (1 + ) = (1 —y)~Y/N. Comme z est de I'ordre de y/N,  est un générateur de I’algébre modulo y
permet d’écrire notre série génératrice comme

d+1 Ceci

d 1 d
= ykzzo( >1+a: = y(l—l—a:) (L+z)"* quq

Le coefficient cherché est donc 1. Ceci termine la démonstration de la formule de Vafa et Intriligator.
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43.1 Application a la formule de Verlinde

La formule de Verlinde permet d’exprimer la caractéristique d 'Euler des fibrés déterminants sur I’espace de mo-
dules des fibrés semi-stables de rang r et de degré d. Si r et d sont premiers entre eux, tout fibré de rang r et degré
d semi-stable est en fait stable, et I’espace de modules est lisse. La connaissance des nombres d’intersection sur cet
espace permet ainsi d’en déduire la formule de Verlinde en utilisant la formule de Hirzebruch-Riemann-Roch. Dans
le cadre de la géomtrie différentielle (symplectique), ces techniques ont été utlisées par succés par Jeffrey et Kir-
wan [[JK98] et par Bismut et Labourie pour un résultat similaire [BL99]]. Dans le cadre algébrique, la formule de Vafa
et Intriligator est utilisée par Marian et Oprea [MOO06a] pour obtenir le résultat.

Soit M I’espace de modules lisse des fibrés vectoriels semi-stables de rang r et de déterminant fixé L de degré d.
Comme r et d sont premiers entre eux, on a un fibré de Poincaré V sur M x C [DN89, 5]. On décompose les classes
de Chern de V selon les composantes de Kiinneth

cT(V):aT®1+Zb15j+fr®w.

D’apreés les travaux d’Atiyah et Bott sur la cohomologie de M [AB83], la classe de la forme symplectique cano-
nique sur M est fo € H?(M), pour une normalisation convenable de ). On sait aussi [DN89, Théorémes E, F] que
c1(M) = 2¢1(OF), ol O est le fibré déterminant associé & un fibré I’ sur C' de rang r et de pente g — 1 — 1 (donc
de degré r(g — 1) — d). De plus, on a ¢1 (O F) = r fo. Ici, le fibré déterminant peut tre construit comme dans [DN89]]
ou a la maniére de Quillen [Kvi85]).

Soit £ le fibré déterminant. En remarquant que wyq = £~ 2, le théoréme d’annulation de Kodaira montre que
LF est acyclique pour tout k& > 0, eton a :

RO(M, L*) = x(M, L£F) = / (ch £F)(Td M)
M
Par définition de Td X = [] ﬁ(—xl) etde A(X) =] % ona TdM = exp(c1(M)/2)A(M), ce
qui permet d’écrire

oM, £F) = / exp((k + 1)rf2) A(M).
M

Remarquons ensuite que le fibré tangent de M en un fibré V' est donné par T M = Rl7,sl(V) (par les résultats
classiques de théorie des déformations, avec ici un déterminant fixé). Les calculs de certaines classes caractéristiques
de ce fibré sont faits dans [New?72]] pour le cas r = 2 et dans [[AB83] dans le cas général. La classe de Pontryagin
est trés facile a calculer. On sait que EndV = O @ sl(V), et m, EndV = O (les fibrés de rang r et degré d sont
simples), et R, O = (1 — ¢)O. La dualité de Serre relative s’écrit (R, F')¥ = — R (F¥ ® Q). On en déduit

TM=(2-9)Oc Rn,(EndV)
T'M = (2-¢)O® R, (EndV ® Q¢)
TMOT'M = (4—g)O @ R (EndV @ (O(K¢) © O)).

Maintenant, End V ® Ok est 2g — 2 fois le faisceau structurel d’un point, donc on calcule la classe de Pontryagin
par:
pM) =c(TM ST M) =c((2g —2)End V M {s})

Soient 6; les composantes dans H*(M) ® 1 des racines de Chern de V' (c’est-a-dire les racines de Chern de V
restreint & M x {x}). Les racines de Pontryagin de End Viestreint sont toutes les différences §; — 6. On en déduit le
genre A (sans oublier de mettre a la puissance 2g — 2) :

A . 0]' - 02
A(M) N H 2811’11’1((9‘7‘ - 91) '

1<J

C’est un polyndme est les classes a,..

Les formules de résidus obtenues dans [JK98] et [MOO06a] permettent de retrouver le formule de Verlinde pour
SL,. Lapproche de Marian et Oprea consiste en particulier a transférer le calcul sur un schéma Quot comme dans
[BDWY6] et a appliquer la formule de Vafa et Intriligator.
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5 La dualité étrange

La preuve de la connjecture de dualité étrange par Alina Marian et Dragos Oprea [MOO06b]| utilise I'interprétation
de formules de type Verlinde comme nombres d’intersection et invariants de Gromov-Witten de grassmanniennes.
Cette conjecture a été démontrée par Prakash Belkale dans le cas ol on peut se ramener par dégénerescences a une
courbe rationnelle, et on obtient le résultat génériquement [Bel06]. Plus récemment, Belkale [Bel07]] a montré que le
morphisme de dualité étrange était projectivement paralléle (pour la connection de Hitchin projectivement plate sur
IM,). Ceci exprime de maniére plus forte sa fonctorialité, et son isomorphie en un point I'implique partout.

5.1 Le morphisme étrange et ses variantes
5.1.1 Conjecture de Beauville-Donagi-Tu

Soient r et k deux entiers. Le morphisme de dualité étrange met en relation les espaces de sections de rang et de
niveau échangés sur I’espace de modules des fibrés semi-stables.

Ici, X désigne une courbe projective lisse complexe, de genre g = g + 1. On note ©, 5/ le fibré déterminant sur
U(r, d) associé a un M de pente § — ju et 0y, 5/ le fibré restreint a un SU(r, A) avec A € Jac? X.

On utilisera intensivement le lemme suivant :

Lemme 5.1 (Lemme de va-et-vient [Mum?70, IL5 Cor. 6 (Seesaw principle)]). Soit X une variété complete, T un
schéma et L un fibré en droites sur X x T'. Alors 'ensemble des ¢t € T tels que L; soit trivial sur X forme un
sous-schéma fermé Z C T.

De plus, il existe un fibré en droites L’ sur Z tel que L = p*L’ en restriction a Z x T et tout morphisme
f:S — T tel que f*L soit trivial sur chaque fibre X se factorise par Z.

Corollaire 5.2. Soit L un fibré en droites sur .S x T avec S ou T’ compléte, isomorphe & IV sur chaque fibre {s} x T'
et & M sur chaque fibre S x {t}. Alors L = M X N.

Proposition 5.3. Soit 7 le produit tensoriel :
7:SUx(r) x Uk (k) — Ux(kr)
(B.F)  — E®F
Alors 7*Oy,. = Gf X .

Démonstration. Sur SU(r) x {F}, le fibré se restreint en 6,. p = 6% car F est de rang k et 6,. engendre Pic SU(r),
tandis que sur { E} x U (k), il s’agit de O g = O}, car c’est vrai pour E trivial et les autres ont méme déterminant.
Le principe de va-et-vient donne alors le résultat. O

Le fibré sur le produit posséde une section canonique, qui est un élément de HO(SU(r) x U% (k), 7*Ok,) =
HO(SU(r),0F) @ H*(U% (k), ©%). Elle induit donc un morphisme SD.

Théoréme 5.4 (Formule de Verlinde). La dimension des espaces de fonctions théta généralisées vaut

s—t
2si
Sln(ﬂ'r_’_k)

g—1

h(SUx (r),0y) = ﬁ 2 11

SCH{o,...,r+k—1} s€S,tgS
card S=k 0<s,t<r+k

Démonstration. Voir la formule générale On sait que

hO(SUx(r),08) = (card T3)** > []

(alp+p)\ [P
9 .
Sll'l < k/’ + hv
pneEPy aeRT

Le nombre de Coxeter dual vaut 7 et p = (r,...,1). Les racines positives sont les e; — e; pour ¢ < j. Enfin, le
cardinal de T} est (k +r)"~! -7 - 1. La formule devient alors

2—2g
—ej,w+ p)
SU(r,0),68) =197 (r + k)19 2sin —— 17
RO(SU(r, 0),0%) = r97 (r + k) ZH sm A
wE Py, 1<j
Les poids dominants de niveau k sont les (p1, . . ., p,) qui sont des suites décroissantes, avec p1 — p, < k. On peut
en fait supposer p,, = 0, car ils faut les voir modulo (1,...,1). Doncles w + p (ot p = (r — 1,...,0)) sont les

28



suites strictement décroissantes (w1, . . . w,.) d’entiers entre 1 et k+r avec w,, = 1. Ceci permet de récrire la formule

comme
1—g
S5 — Si

k+r

2sin

KO (SUx (r),0F) = r9= 1 (r + k)= 19 3 11

{s1=1,00y5, } {1,y r k) i)

24

On a besoin alors de remarquer que pour un s fixé, en posant ¢ = exp =7,

s—t i um
H 251n7rr+k‘ H <QSinr+k)

t#s,te{l,...,r+k} u=1

r+k—1 wr
= I e T 1-¢9
u=1

= (=) Lexp((r+k — V)7 /2)Pryp(1) =7+ k

ot P, = [[(X —¢*) = X""*1 4+ ... + X + 1. En conséquence

s—t|'Y . —t]t
H 2sin777k =(r+k)™" H 2sinT .
t#s,s€S5,teS T+ t#s,s€St¢S +
en appliquant la formule aux r valeurs de s. Donc
0 k r 9t —t|!
h°(SU 07) = 25si
(SUx(r),67) <r+k) Z H Smk‘—|—r

1eSC{1,....,r+k} s€S,tZS

La formule est invariante par translation de S modulo 7+ k. On peut donc sommer sur tous les ensembles a condition

de multiplier par -7 (car chaque ensemble est translaté 7 +-  fois mais du coup on a chacun en r exemplaires). [

La formule de Verlinde permet de constater I’égalité entre les dimensions des espaces mis en relation par le
morphisme étrange. Pour le voir, considérons le revétement étale de degré k29 donné par le produit tensoriel 7 :
SUx (k) x Jacd™1(X) — U (k) [TiBT92]. On a en réalité un diagramme commutatif

®

SU(k) x Jac9~(X) Ui (k)

| -

Jacd (X)) Jack9=(X)

qui est cartésien, puisque le choix d’'un E € U(k, kg) et d’une racine k-iéme L du déterminant permet de construire
E ® L1 qui est de déterminant trivial. Le morphisme du haut est donc un revétement étale de degré k29, et les

remarques précédentes dans le cas » = 1 montrent que ®* 0Oy, = 6, X @ﬁc. On en déduit la relation

h(Ux (k), ©F) x k29 = h®(SUx (), 0)h° (Jac" ' (X)), O)
k9

= ——q(rk)? =

(= S0 = H(SUX(r), 6})

T
(k+r)
ou ¢ désigne la somme dans la formule de Verlinde.

La conjecture suivante est alors naturelle.
Conjecture 5.5 (Beauvile-Donagi-Tu). Le morphisme étrange SD : H(SU (r, Ox),0F)Y — H°(U(r,d), ©%) est
un isomorphisme.
5.1.2 Un autre morphisme étrange

Pour les besoins de la démonstration de [MOO06b]], on construit un second morphisme de dualité valable entre
deux espaces de modules de fibrés avec déterminant variable : soit K le faisceau canonique et L et M deux fibrés en
droites de degré g. On a un morphisme :

Ux(r) xUx(k) — Uk (kr) x Jacd 1 (X)
1 (&P — (E@F@M,detEY @det F@ K ® L))
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qui donne un fibré en droites canonique sur U(r, 0) x U(r, 0) donné par O(Af pr) = 7* (O, X O1). Par construc-
tion, le lieu des zéros de la section canonique est

Ap v = {(E,F)tels que h(E®@ F @ M) # 0ouh®(det EY @ det F ® K @ L) # 0}
Lemme 5.6. Ona O(Ap pm) = (@’;,M @ det* ©y,1) K (O, ® det” Oy ).

Démonstration. La preuve repose également sur le principe de va-et-vient.
Sur une fibre de la forme { E'} x Ux (k), il reste Oy, pga @ det” ©1 g1, -1 4ot v On utilise la formule de torsion :

Opem = Ofy @ det"(det(E® M) ® (det M)™") = O} 5, @ det” det E

Par ailleurs, sur la jacobienne, comme E est de degré 0, on a ©1 gcp—1 get pv = ©1 -1 ® det EV. Il reste donc
GZ,M ® det*@LKL—l .

Sur une fibre de la forme Ux (1) x F, on a par symétrie (au signe prés sur la jacobienne) : @f,M®det*(— 1)*O1 k-1
Mais par dualité de Serre, (—1)*O1 1, = O ggr-1. D’ou le résultat final. O

On obtient par cette construction un morphisme de dualité
D: H°(U(r,0),0% ), @ det'©1,1)Y — H°(U(k,0), 0} 5y ® det*©1 gp-1).

Celui-ci présente 'avantage d’étre beaucoup plus symétrique. Par exemple, si L est une théta-caractéristique,
les espaces accouplés ne différent que par ’échange de 7 et de k. Par ailleurs, ils ont bien méme dimension, comme
expliqué dans la proposition suivante.

Proposition 5.7. Soient A et B des fibrés en droites de degré g — 1. Alors

g—1

s—t
9si
s1n(7rr+k>

Démonstration. Comme pour I’étude du morphisme étrange originel, on a un revétement étale 7 : SUx (r) x
Jac X — Ux(r), de degré 29, donné par le produit tensoriel. On a 7*0,. 4 = 6, X ©7 4 par le principe de va-et-
vient.

De plus T*det*@l,B = p5r*O4 p car si E est de rang r et de déterminant trivial, det F ® B = (det B)".On a
alors I'égalité 7*(OF , @ det*©y p) = 0f K (©7*%, ® r*O; ). Comme on a un revétement étale, on en déduit :

K (Ux(r),0F , @ det'©1 p) = ¢ = > 11
SC{o,...,r+k—1} s€S,tgS
card S=k 0<s, t<r+k

r?9x(OF 4 ® det"©1 5) = x(6F)x(01" ® 1701 B).

Si ¢ désigne la somme de la formule de Verlinde, x (6%) = ﬁq, et sur la Jacobienne, on a X(@{?A ®1r*01 p) =

(rk©1,4+7*01.5)7/9! = (rk©1 4+1%01 5)9/g! = (rk+71?)9(©)9/g! = (rk+72)9 par les formules habituelles
sur les variétés abéliennes et les diviseurs théta. On a utilisé que 7*© et r20 étaient numériquement équivalents (le
calcul peut se faire en cohomologie et la multiplication par r agit par multiplication par 7 sur le H?).

En fin de compte, on obtient rzgx(@ﬁA ® det*©; ) = ﬁq(rk + 12)9. Avec le fait que le fibré en droites

sur Ux (1) est acyclique (il suffit de le vérifier aprés traction par 7, auquel cas la formule de Kiinneth conclut), on
obtient ¢ = h%(©F | ® det*®; ). O

5.1.3 Lien entre les deux morphismes de dualité

Le nouveau morphisme D est plus symétrique que le morphisme SD d’origine. On peut assez facilement se
ramener de D & SD en remarquant que la restriction p de U(r,0) & SUx (r) induit un morphisme

o= p]L : HO(SUx(T),ef)V — HO(Ux(T),@f7M ®det*®17L)v

Par ailleurs, on a également un isomorphisme entre H%(Ux (k), ©}, ;,) et H°(U% (k), ©}) donné par le mor-
phisme de tensorisation par M sur les espaces sous-jacents.

Lemme 5.8. Le morphisme o est injectif pour un choix de L et M générique.
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Démonstration. 1l suffit pour cela de montrer que p est surjectif, ce qui revient & montrer que toute section de 6% sur
SU (r, Q) peut se prolonger sur Ux (r) tout entier. On appellera £ = @’Ti v @ det*©; . On notera également 7 la
multiplication par r sur la jacobienne. En tirant par 7, Ux () devient SUx (1) x Jac X et £ devient 6% X (@lfTM ®
701, 1) par le principe de va-et-vient.

La méthode naturelle pour prolonger la section consiste donc a la multiplier par une section de @’ffM ®r 01,
sur la jacobienne nulle sur le groupe .J,. de r-torsion sauf en zéro. En moyennant sur .J;., on obtient sur la fibre en
zéro une section proportionnelle a celle qu’on voulait étendre.

C’est équivalent a la surjectivité de la tensorisation H°(Jac’(X),7*0; 1) — H°(Jac’(X),7*©1 1 ® Oy, ). Et
la dimension de ces deux espaces est 79 (pour le premier, on peut utiliser la formule de Riemann-Roch). Celle-ci peut
s’obtenir par la suite exacte 0 — J; — O — O;. — 0, une fois qu'on aura vu que le premier terme n’a pas de
sections globales (il suffit d’écrire la suite exacte longue).

On étudie donc 7*©1,;, ® J;,. Il a les mémes sections globales de 7, (r*©1 1, ® J;,.) = O1,1, ® T, (par la
formule de projection).

L’image directe par r de O est une somme de 7; indexée par J, (le groupe de Galois du revétement), et ce
raisonnement appliquée a la suite exacte du sous-schéma J,. donne 7.7, = @ T; ® J{oy}, ou les T; sont les
fibrés de r-torsion.

En particulier, H%(Jac’(X),r*©1,, ® J;, = @ H(J,01,L ® T; ® J(oy) = 0, si on s’arrange pour que le
diviseur théta de L ® T; ne passe pas par zéro.

i€Jy

On obtient une section de r*©; 1, nulle sur tout J, sauf en zéro. Pour un choix générique de M, on a aussi une
section de ©X") | ne s’annulant pas en zéro.
;

Soit s une section de #* quelconque, qu’on va chercher a étendre. On la multiplie de facon externe par la section de
Ok, ®r*O1 1, d’avant, puis on fait une moyenne sur J,. pour la rendre .J,-invariante. Et sa valeur sur SU(r, O) x
{O} est encore s, & une constante prés. O

On obtient ainsi un magnifique diagramme commutatif

M)*
HO(SU (r), 08)Y —2—— HO(U% (k), OF) —— o~ HO(Ux (), O )
o 1=®8; gerL—1
HO(Ux(r), 0k ; @ det*©1 1) & HO(Ux (k), O, 3y ® det*©; gr—1)

ou SD relie deux espaces vectoriels de méme dimension (d’aprés la formule de Verlinde).
Proposition 5.9. Le diagramme ci-dessus est commutatif, a une constante multiplicative prés.

Démonstration. On interpréte Doo et toSD comme des morphismes de dualité provenant de sections sur SUx (1) X
Ux (k) du fibré 6% X (OF |, ® det* O xgr-1).

Comme ¢ est simplement un comorphisme de restriction, D o o est associé a la section naturelle s’annulant sur
ALy NSUx(r),laou h°(E® F @ M) et h®(det E¥ ® det F ® K L~1) sont non nuls.

Par ailleurs, ¢ o SD provient de la section naturéjlle s’annulant sur Oy, ou sur ©1 -1 (& cause du morphisme
de tensorisation ¢). Mais c’est exactement le lieu ot h°(E @ (F @ M)) ou h®(det FF @ K L~1) est non nul (F étant
I’élément de Ux (k)).

On déduit de cela la proportionnalité entre les deux morphismes. O

Ainsi, il suffit de prouver l'injectivité de SD, qui résultera de celle de D.

5.1.4 Interprétation par la transformée de Fourier-Mukai

L’article de M. Popa [Pop02]] présente quelques applications de la transformée de Fourier-Mukai (utilisée sur la
jacobienne de la courbe). Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

Ux (r) Jac X x Ux (k) =— Ux (k)
detl detl idet
Jac X <7pl]acX x Jac X L>]acX
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Soit M un fibré en droites de degré g — 1 sur X, et ©,. 5/ le fibré déterminant associé sur Ux (7). Alors E,. j, =
det, O(k©,. 1r) a pour fibre en £ I'espace H(SU(r, L), 0%,) (Oas est acyclique ainsi que ses puissances).

A droite, on a un faisceau E}, ,, = det, O(rOy 1), qui donne par transformée de Fourier, un fibré E;:T a gauche,
qui est (sachant que det est & valeurs dans la jacobienne de droite)

(P1)«(P®@p5EL,) = (p1)«(P ® p3det,O(rOp ar))
(1)« (det, (det™P @ T50(1Ok,a1))) = (P1)+(det (O(rO argpi/+)))

dont la fibre en £ est H(Ux (k), O(r©y, prec1/-))- La conjecture de dualité étrange (dans une version relative)

revient a dire que Ej, » et F, ;, sont canoniquement duaux I'un de I'autre.

5.2 Preuve de la dualité étrange
5.2.1 Interprétation énumérative des nombres de Verlinde

On va en fait montrer que D est un isomorphisme, en montrant que ’accouplement
H(Ux(r),0F \, ® det*©1,1)" @ H(Ux (k), O s ® det*©y ggr-1)" — C

est non dégénéré. Pour cela, rien de plus efficace que de trouver une base de chacun des espaces, ou la forme bilinéaire
aura une matrice diagonale. Si (¢, %) est un couple de formes linéaires, leur produit est défini en considérant ¢ ®
comme une forme linéaire sur H(Ux (r)xUx (k), A ), et en’évaluant sur la section canonique. Les morphismes
d’évaluations fournissent par ailleurs des formes linéaires faciles a interpréter géométriquement : étant donnés (A;)
et (B;) deux suites de fibrés de degré 0 et de rangs r et k, on cherche & vérifier la condition suivante : h%(4; @ B; x M)
et h¥(det AY ® det B; ® L™! ® K) sont nuls si et seulement si i = j (car alors, (A;, B;) n’est pas dans Ay, yy, et
la section canonique ne s’annule pas si et seulement si i = j).

Alors, (B;) est un systéme dual de (A4;), et il suffira de les prendre de la bonne dimension, et de vérifier que les
dimensions sont les mémes. Pour simplifier, on cherchera a avoir h°(det AY ® det B; ® L™ ® K) = 0 quel que soit
i, de sorte qu’il ne reste & vérifier I'orthogonalité que pour h’(A ® B @ M).

Soit @ = Quot,. 4(O7F X)) le schéma de Grothendieck paramétrant les quotients cohérents de O™ de rang
et degré d. On a une suite exacte universelle sur Q x X de laforme 0 — & — Ok — F — 0. Pour d suffisamment
grand, Q) posséde la dimension attendue [BDW96|| valant y (Hom(E, F)). La pente de Hom(E, F') vaut d/r + d/k,
son rang est rk, d’ou la dimension d(r + k) — rkg,ou g =g — 1.

Proposition 5.10. Soit ay, la classe de Chern de degré k du fibré vectoriel & restreint a @ x {x} (il s’agit aussi de
la composante de Kiinneth aj, ® 1 de la classe de Chern de £Y dans CH*(Q) ® CH?(X)). Soit s = dim Q/k (on

suppose d multiple de k).
s—t\|7"
95
sin <7T7° " k:)

1
Alors / aj; = ho(@fva ® det*©4 ) = Z H
Q
Démonstration. On applique la formule de Vafa et Intriligator (4.3) pour calculer I'intégrale. La classe & intégrer

SCH{O,....,r+k—1} sE€S,tZS
card S=k 0 s, t<r+k

vaut en termes de racines de Chern R(Aq,...,A\x) = (J[[ A:)®. On obtlent donc
<—1>-‘?<5>+d<k—” Z r+ B TN TTw = A~
A1y Ak 1<j

Remarquons que s = (d/k)(r + k) — g et que les racines de I'unité considérées sont des racines (r + k)-iémes.

On peut donc écrire
H}\s g _ H)\(k g _ H}\g/\g

1<J
1l reste alors .
ya(8)+d0e-D) kg
(—1)9z S+ A - A
A1,y AR 1<j

ou ﬁ = (Ni/Aj+ /A —2)7 L Soit \; = exp(2im ) et \j = exp(ZZﬂ' 7 ), ol s et ¢ appartiennent a

-1
un ensemble S de cardinal k représentant les racines de I'unité choisies. L’expression devient (2 cos (27r T k) - 2)
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[

- (2 sin <7r ;IZ)

)7 . On en déduit

—2\ 9
o(k : —t
s _ (1 g(é)—i—d(k—l) k kg _(92si 57
/Qak (=1 o Z (r+k) H Smﬂr—&-kz
c{1,....,r+k} {s<t}CS
card S=k
-3
= (—1)§(§)+d(k_1)(r + k)k9 Z (_1)g(’§) H 2sinm .
SC{1,....,r+k} t#s,s€5,teS T
card S=k
D’un autre coté, on a vu lors de la preuve précédente que
B(SU(r, 0),65) = 97 + k)03 ) I [2sin 22—
(s1=1,0s8, } {1k} i) T
k g
soit ¢ = <T+> RO(SU(r, ©), 6%)
r
LD SN | |
B r k+r

{51=1perys, }C {1y ek} i

=(r+k)7 Y 11

SCH{1,...,r+k} s#tcS

2 sin

s—t
k+r

5.2.2 Réalisation géométrique des nombres d’intersections

L’égalité entre le nombre de fibrés a trouver et le nombre d’intersections ci-dessus pousse naturellement a vouloir
réaliser géométriquement ce nombre. La réalisation géométrique de la classe de Chern devrait étre le schémas des
zéros d’une section de & restreinte & @ X {p}, ol p est un point de X.

Choisissons donc s points de X, notés py,...,ps dans la suite (ou s = %dimQ comme dans la proposition
précédente). On choisit également s droites L; dans (C" %)V, qui donnent des sections ¢; : L; O — (O™ %)V —
EV. Ces sections ont I’avantage d’avoir un sens géométrique clair : leurs zéros sont les fibrés vectoriels tels que le
morphisme de X dans la grassmannienne G (k, r + k) envoie p; dans I’annulateur de L; (qui est certain hyperplan).

Soit Z; le schéma des zéros de p; restreinte & @ X {p;} ~ Q. Il est montré dans [Ber94] que les Z; sont bien de
codimension k et que leur classe de cycle est bien I’évaluation de la classe de Chern voulue sur la classe fondamentale

de Q.

Proposition 5.11 ([Ber94|], [IMOO06b[]). Pour un choix générique des L;, les Z; s’intersectent proprement, en des points
réduits de ) correspondant a des fibrés stables.

Démonstration. Génériquement, les intersections sont limitées au schéma U = Mory(X, G(k,r + k)) des mor-
phismes vers la grassmannienne, qui correspond a 'ouvert du schéma de Grothendieck des quotients localement
libres.

Considérons un point p; fixé. On a un morphisme d’évaluation canonique e¢; : U — G(k,r + k). Le lieu
Z; d’annulation de ¢; est 'ensemble des points ol I'image de £ est contenue dans ’hyperplan L;-, c’est-a-dire
Z; = e; 1 (W;), avec W la sous-grammannienne G (k, L) ~ G(k,r 4+ k — 1).

Soit Y le sous-schéma complémentaire des fibrés stables de U : on veut que Y ne rencontre pas l'intersection des
e; L(W;). On se restreint a des sous-schémas ot e est de dimension relative constante. Les images réciproques de W;
sont alors de dimensions bien définies, et pour un choix générique, chacune intersecte les précédentes proprement
(par le théoréme de transversalité de Kleiman). En particulier, I'intersection maximale des W; ne doit pas rencontrer
le lieu instable qui est de codimension non nulle.

Pour le lieu stable, e; : U® — G(k,r + k) est lisse car U? est lisse pour d assez grand : I'obstruction est

Ext!(E, F) et on a une suite exacte longue
Ext'(F, F) — Ext'(O""* F) — Ext'(E, F) — Ext*(F, F)

ot Ext! (O™ F F) = HY(F)"*F = 0 et Ext*(F, F) = H?(End(F)) = 0.

Comme e; est génériquement lisse et équivariant pour ’action de G L, , e; est partout lisse. En particulier e; est
de dimension relative constante : les images réciproques de W; ont une dimension bien définie. Par la transversalité
de Kleiman, elles s’intersecteront génériquement proprement.
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On raisonne de la méme facon avec la lissité générique, pour montrer que 'intersection totale est lisse, donc
réduite. O

Comme Z = (), Z; n’est rien d’autre que I’espace de modules fin des sous-fibrés de rang k et de degré —d de
O"*F dont la fibre en p; est contenue dans I'orthogonal de L;, on peut I'écrire Quot, ;4(S), ol S est le sous-faisceau
de O™tF des sections s’annulant sur L; en p;.

On a ainsi sur Z (qui est une réunion finie de points lisses), le diagramme suivant ot ’on a exprimé la définition
de S par un produit fibré :

0 0 0
v v v
@, LY © O(—p) 8 F 0
Ol.g { [
D, LY 20 Or+k F 0
v v v
D L ® Op, =———=@B, L/ © Op, —= D, L/ ® O,
v v v
0 0 0

qui permet de voir que S est de degré —s et que comme Z est un schéma Quot lisse de dimension zéro, on a en fait
X(Hom(E,, FL)) = h°(Hom(E,, FL)) = 0 en tout point z de Z.

5.2.3 Retour a la dualité étrange

On a donc trouvé un sous-schéma Z constitué de ¢ points, représentant des suites exactes de fibrés vectoriels
0— E; — S — F! — 0,avec E; et F) stables, E; de degré —d et rang k, F de degré d — s et rang  (on a plus
précisément det S = O(—>_ p;)). Onade plusdet(E; @ F!) = O(—Y_p;) et h%(EY @ F!) = 0 par ce qui précéde.
On veut construire a partir de ceci des fibrés A; et B; vérifiant les propriétés suivantes (avec L et M des fibrés en
droites de degré g — 1) :

— hO(det AY @detB; @ L' @ K) =0

~ h%(A; ® B @ M) = O si et seulement si i = j.

Les propriétés que I’on a déja trouvées en sont trés proches. Par exemple, h°(EY ® F J’ ) # O pour i # j. En effet,
on a des morphismes F; — S — F J’ , qui ne forment pas une suite exacte, car c’est F} le conoyau de E; — S et non
pas F7.

Posonsdonc A; = EY ® Net B; = F/ @ M~'® N~!, ot N est un fibré en droites de degré ¢ a fixer plus tard.
Alors on a bien h(4; ® B; ® M) = h°(E} ® F]) = 0ssi i = j, quel que soit notre choix de N.

Pour les degrés, on a deg A; = kd — degF; = ké + detdegB; = d — s —r(g — 1+ 6). Mais ks =
d(r+k)—rk(g—1),donck(d—s—r(g—1)) = —rdetdeg B; = — (kd +d). Ainsi il suffit de choisir § = —d/k
pour avoir des fibrés de degré 0, stables par construction (et d était supposé multiple de k).

Il reste & s’assurer que det AY ®@det B; ® L1 ® K n’a pas de section. Il s’agit en fait de det E; ® N % ®det F/ ®
N7"®@ M~ ® L' ® K qui est aussi

N7 FoM oL @K(-Y pi)

Comme det AY ® det B; est de degré zéro, ce fibré a pour degré deg(K — L) = g — 1. Pour qu’il n’ait pas de section,
il faut qu’il soit en dehors du diviseur théta canonique de Jac? ™! (X). Pour un choix générique de NN, ceci est vérifié.
Enfin, sous ces conditions, les A; et B; sont automatiquement semi-stables, par le lemme suivant :

Lemme 5.12 (voir [Ses93])). Soit E et F' deux fibrés vectoriels sur X, tels que RI'(E ® F') = 0. Alors E et F sont
semi-stables.

Démonstration. Supposons que F ne soit pas stable. Alors E contient un sous-fibré E’ de pente strictement plus
grande, et x(E’ ® F') > 0. En particulier, on peut trouver une section non nulle de E’ ® F', doncde F ® F, ce qui
est absurde. O

Ceci prouve la bijectivité de D.
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6 Vers une dualité étrange pour les fibrés symplectiques

Dans le prolongement des résultats exposés précédemment, on peut se demander & quel point la dualité étrange
peut se généraliser a d’autres groupes de structure. On pourra se reporter a [Sor00] pour avoir un apercu de la
construction et des propriétés des espaces de modules correspondants, et a [Bea06|] pour des remarques plus récentes
sur la dualité étrange notamment.

6.1 Construction des espaces de modules

Soit G un groupe algébrique semi-simple. Les G-fibrés principaux correspondent a des fibrés vectoriels éven-
tuellement munis de structures supplémentaires, a déterminant trivial. Un tel fibré est trivial sur la courbe épointée
X*.

Théoréme 6.1 ([DS95, Theorem 3]). Soit U un k-schéma de type fini, et E un G-fibré sur X x U. Alors il existe un
changement de base localement fppfV — U tel que E soit trivial sur X* Xy V. Si on suppose que la caractéristique
de k n’est pas un diviseur de card 1 (G(C)), on peut méme obtenir le résultat pour V. — U étale.

Ceci permet de paramétrer les G-fibrés sur X par le champ algébrique G(X*)\LG/L*G ot LG = G(C((z)))
et LTG = G(C[[z]]). Le caractére algébrique de ce champ découle de I'algébricité du champ de modules SU(r) des
SL,-fibrés, et de la représentabilité du foncteur d’oubli Mg x — Mgy, x.

6.2 Espace de modules des fibrés orthogonaux

Soit Mgo, l'espace de modules des fibrés vectoriels de rang r sur X, munis d’une forme quadratique non
dégénérée ¢ € HO(Sym? EV) et d’une section trivialisante de /\" E. C’est aussi I'espace de modules des SO, -
fibrés principaux sur X. On s’intéressera aussi particuliérement & I'espace de modules Mg, des fibrés munis d’une
1-forme a valeurs dans les formes quadratiques non dégénérées.

L’espace de modules Mg, posséde un fibré pfaffien, c’est-a-dire une racine carrée canonique du fibré détermi-
nant. Soit o la 1-forme quadratique sur une famille de fibrés E paramétrée par S. Elle introduit un isomorphisme
E ~ Hom(E,wx). La dualité de Serre relative pousse donc a chercher un représentant K® de Rm, E spécial, au
sens ou il posséde un quasiisomorphisme symétrique K* — (K*®)V[—1] équivalent a o. Pour ce faire, choisis-
sons une représentation quelconque de R, E muni d’un quasi-isomorphisme vers son dual. Le symétrisé du quasi-
isomorphisme convient.

Sur I’espace de modules des fibrés orthogonaux ordinaires, on peut choisir une théta-caractéristique « (une racine
carrée du fibré canonique). Le produit tensoriel par x fournit un isomorphisme de M g0, sur Mg, . Le fibré pfaffien
donne une racine carrée du faisceau dualisant (qui est le fibré déterminant).

6.3 Espace de modules des fibrés symplectiques

Comme pour les fibrés orthogonaux, on distingue Mg, . et M/Sp,u les espaces de modules de fibrés vectoriels
de rang r respectivement de déterminant trivial et munis d’une 2-forme non dégénérée, ou de déterminant K% et
munis d’une 2-forme non dégénérée a valeurs dans le fibré canonique. L’application £ — E ® k (ou k est une théta-
caractéristique) fournit un isomorphisme entre les deux espaces. On note £, et L. les fibrés déterminants (obtenus
en tirant ceux de U(r,0) et SU(r). On sait (voir [LS97]) que le fibré déterminant engendre le groupe de Picard de
I’espace de modules (ou du champ de modules).

Si J, et Js sont les matrices symplectiques standard, J, ® Js est une matrice symétrique composée de 1 et de
—1 sur l'autre diagonale. On déduit de cela que le produit tensoriel de deux fibrés symplectiques est naturellement
muni d’une forme quadratique. On obtient ainsi une application naturelle 7 : M), x M, — Mg, .

Par le principe de va-et-vient, on voit facilement que 7L, = L£2° K L’ %" En fait, la construction du
fibré pfaffien [[LS97, §7;|Sor00] permet d’obtenir a un signe prés un fibré P f muni d’une section canonique tel que
TP f = L3 K L', fournit ainsi le morphisme de dualité étrange § : H*(Msp, , L5) — HO (M, , L'7).

Conjecture 6.2. Le morphisme de dualité étrange est un isomorphisme.

6.4 La formule de Verlinde pour les fibrés symplectiques

Rappelons la formule de Verlinde 1i :
w + pla)
2 sin ( Ay > ‘

WO (Msp, . £F) = (card 1) Y ]

wePr R

35



On renverra a [OW96] pour différentes expressions de la formule de Verlinde pour les groupes classiques et leurs
symétries.

Ici card T}, = (k + hY)"(card A/AR)[AR : AR,,], ou card A/AR est ordre du centre du groupe, qui vaut
deux, et [Ag : Ag,,] = 2""'. On se souvient également que pour un choix de base (e; — €2, ..., en_1 — €5, 2€,),
la somme des poids fondamentaux est p = (r,...,1), h¥ = r + 1 et les poids dominants de niveau k sont les
vecteurs (z1,...,x,) dont les coordonnées sont décroissantes, avec z,. > 0 et 1 < k. Ainsi les w + p sont les
suites strictement décroissantes de coordonnées entre 1 et r + k. Les racines positives sont les 2¢;, les e; + e;, et les
e; — e; pour ¢ < j. On trouve ainsi

2—2g

. (s = si) o TS5+ 8i)
hO( My, , LF) = (2" (k+r+1)")9~ Z HZsm k+1HQSm?(r+k+1)28m2(r+k+1)

Lemme 6.3 (JOW96]). Soit S une partie de {1,..., N — 1}. On pose
— )T\ o (AT
H4sm ( ) H 4 sin’ (QN 4 sin N )
s€S s<tes

Alors si T est le complémentaire de .S,

A(S) _ (QN)cardS
A(T) - (QN)cardT'

Démonstration. On comptera librement les indices modulo 2N. Commencons par isoler

n(s) = ] 4sin’ (W)zlsin? (“;\?”)

s<tes
in2 (5T
et P(S) = S'1;[9431n2(2N) Sl;[;lsm( )

Alors
H(S) (2N)card S—card T+2

I(T) 4P(S)2P(N — S5)?°

On démontre 'identité par récurrence sur le cardinal de S. Si S est vide, on doit calculer II(E) ou E =

{1,...,N —1}.
t— t
I(E)? = H 4 sin” (( 2]\(;)7() 4 sin? (W)
s#tER
B o ((t+s)m
= H 4 sin <2N >
|s|#teE
t+s)m
I 2 _ i 2 (
(E)?Q(E) I[[ 4sin <2N
|s],t€ E,s+t£0
t+s)m
M(E)'Q(E)? = goin? (LT
mrowp= [ ase (U3
|s],|t|€E,s+t#£0
Le produit contient chaque facteur 4 sin’ (%) avec 2N — 4 occurences si u # 0 et u # N (on a les valeurs

interdites s =0, s = N,t =0,t = N), et 2N — 2 occurences pour © = N (les valeurs interdites apparaissent par

couple). On trouve ainsi
(B} Q(E)? = (2N)N =% . 16

car P({1,...,2N — 1}) = (2N)?, et comme Q(E) = N2, on en déduit

=

I(E) 1
(@) 2N NN 3

::I

De plus P(E) = \/P({1,...,2N —1})/4 = N, et on a bien :

I(E) (NN
(o)  4N2N2 '
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Supposons maintenant le résultat vrai pour S d’un certain cardinal. On veut montrer

n(Suz) II(S) (2N)?

(T \z) IKT) (4sin® £% - 4 sin? %)2

OrsiT'=T\z, SUT' =E\ xzet

I(Suz) IT)
(S) I(T\ )

=Plx+ S)P(x — S)P(x + T)P(x —T') = P((x + E) \ {2z})P((x — E) \ {0}).

Deplus (z+ E)U(z—E) ={1,...,2N}\ {z,x + N}. On obtient donc finalement, en remplacant P({2z}) par
P({z, N — x}) (c’est-a-dire sin 2z = 2 sinx cos )

P({1,2N —1}) (2N)?

P(0)P(22)P(x)P(N —x)  4P(x)2P(N — z)2’

ce qu’on voulait démontrer.
II ne reste plus qu’a voir que

(2N)cardS N2
~ (2N)=dT P(S)2P(N — S)2°

On veut donc calculer Q(T)/Q(S) = Q(E)/Q(S)?. Comme Q(E) = N2, on doit voir que Q(5)? = P(S)P(N —
S), ce qui est encore un avatar de sin 22 = 2 sin x cos z. O

Reprenons I'expression de la formule de Verlinde :

WO (Msy,, £F) = 2k +2r +2)76070 3" A(S)!79
SC{1,...,r+k}
card S=r

D’apres ce qui précéde, si T est le complémentaire de S, card S—card T = r—k et A(S) = \/A(S)A(T) %.

En appliquant la formule précédente avec N = r + k + 1, on trouve
A(S) = VA(S)A(T)(2r + 2k +2)"=F)/2,
On récrit ainsi la formule de Verlinde sous la forme plus symétrique :

KO (Mg, , LF) = (2k 4 2r + 2)(rTR)3/2 > (A(S)A(T))~9/2.

SuT={1,...,r+k}
card S=r

Avec les notations précédentes, on a aussi A(S)A(T) = Q(S)Q(TI(SI(T) = (r + k + 1)2I(S)IL(T),
d’ou
RO (M., LE) = (2k+2r+2)§<#_1> Z (I1(S)IL(T))~9/2.

SUT={1,...,r+k}
card S=r

Notons a présent que II(S)II(T) = II(E)/II(S,T) (ot II(S,T) est le produit des facteurs croisés, et que
I(E) = 4(2r + 2k + 2)"+t#~2, Ceci fait disparaitre le préfacteur, et on obtient

RMsp =270 S ]

SUT={1,...,r+k} s€S,teT
card S=r

(s—tr . (s+t)m |97

»
M 2k +2 2 2k + 2
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