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Introduction 1 Un probleme de valeurs propres

Sur une variété riemannienne, comme la sphére, on peut définir 1 1 Laplacien sphérique
un opérateur « laplacien » A, qui généralise le laplacien habituel de
'espace euclidien R". Cet opérateur intervient de maniere essentielle ~ Le laplacien sur la sphere unité peut étre défini de maniere concise

dans trois équations simples : a l'aide des trois opérateurs de rotation élémentaire :
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L'étude des valeurs propres du laplacien et des fonctions propres et de la formule
associées permet de donner un certani nombre de solutions fonda- A = (L2 + L2 + L?)(v)
mentales de ces EDP. Elle permet aussi d’étudier de maniére élégante v
un certain nombre de problemes plus abstraits, comme la cohomolo-  En effet, de la formule
gie, a travers le théoreme de I'indice et les travaux de Quillen-Bismut-
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soit de maniere plus compacte
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Ainsisiy(r, 8, ) = (6, p) on retrouve bien le laplacien de ¢ sur la
sphere unité. La forme choisie correspond a un objet bien connu dans
la théorie des algebres de Lie, c’est 1'élément de Casimir de l'algebre
11(5 03).

1.2 Equation de Schrodinger

Le probleme des valeurs propres pour 1'équation de Schrodinger
de I’électron est le suivant : quelles sont les fonctions 7 de carré inté-
grable vérifiant
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Il est commode de poser a = % et £ = —ck/a, de sorte que 1'équa-
tion se récrit
aap+ L= &y,
r a

On choisit également a comme unité de longueur : ainsi, on se réduit
al'étude de I'équation
A + % = e

Pour certaines raisons, on résout le probleme en cherchant des so-
lutions de la forme

Y= "R()Y(0)

ou R est la partie radiale et Y la partie sphérique. Noter qu'on a alors

[10p =ax [1re [y

(on a ainsi décomposé L?(R?) sous forme de produit tensoriel).
On remarque alors que
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;R(r)(LzY) =r’AY — (rR")Y
o L? = L2 + L2 + L? est l'opérateur introduit plus haut. L'équation
devient :
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~R"Y + —R(L*Y) + —RY = c-RY.
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On trouvera alors des fonctions propres par la méthode suivante : on

cherche
L*(Y) = —I(l+1)Y

R’ —I(l+1)R+rR=¢er’R

On verra que [ est nécessairement un entier, et on peut montrer que

R = P,,(r)r'exp(—rv/2),

ou e = 1/n? et P est un polynéme de Laguerre.
Les fonctions propres de L? sont également intéressantes pour I'é-
tude de I'équation des ondes sphérique
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1.3 Valeurs propres du laplacien

Des éléménts de théorie spectrale permettent de montrer que le
Laplacien admet des valeurs propres réelles. On a en fait la formule

[ oav== [ ivor

qui est un réel négatif. Cette formule montre que si on a une inégalité

Al < (¥, Ay) < Bl9|I”

sur un espace vectoriel de fonctions, cet espace est de dimension finie,
a cause du théoreme de plongement de Sobolev. En particulier, tous
les espaces propres sont de dimension finie.

2 Propriétés algébriques

2.1 Opérateurs de création et d’annihilation
Les opérateurs L; forment une algébre de Lie:
L,L,— L,L, =L,

L,L.,—L.L, = L,
L.L,— L,L. =L,

Ces opérateurs sont antihermitiens, au sens ou

(en intégrant par parties). On définit des opérateurs spéciaux, dits de
création et d’annihilation: ce sont

Ly =L, —iL,
L_=L,+ilL,

etonal, L, —L,L,=1L,.

On utilisera aussi des opérateurs J, = —iL,, qui sont eux hermi-
tiens. Le nom de ces opérateurs provient de la propriété suivante : si
J, Y = 7,4, alors

(L) = (Jz + 1) (L12)
Jo (L) = (G = )(L-¢)

2.2 Structure des espaces propres

Soit F\ un espace propre de A pour la valeur propre —\. Cet espace
est de dimension finie : l'opérateur .J, est donc diagonalisable sur E.

Si J,v = mv, on sait que J, v est un vecteur propre de .J, pour la va-
leur m + 1: comme les valeurs propres sont en nombre fini, la conclu-
sion est que J, est une matrice nilpotente, c’est-a-dire que (J, )Y =0
lorsque N est un nombre assez grand.

On vérifie que J_ est I'adjoint de J,: on sait alors que J_ est aussi
nilpotent.

La derniere propriété algébrique importante est

[Jy, J] = =[Ly, L] = =i[Ly, L] + i[Ly, L] = 2.J.

Elle permet de remarquer la chose suivante : si v correspond a la
plus grande valeur propre mmax,

2.0 = Mpaxv = (JoJ- — J_J)v=J J v

Alors la formule —A = J2 4+ 1(J_J, + J,J_) montre immédiatement
que
A =m2 .+ Mmax-

Mais si w est un vecteur propre pour une valeur propre mmax —
1 < p < Mmax, on a alors Jyw = 0, et par le méme raisonnement,
A = u? + u, ce qui est impossible !
En itérant ce raisonnement, on voit que les valeurs propres sont
toutes de la forme mmy.x — m ou m est un entier, et comme
A =m?

min ~ mmm



on déduit que Mmmin = —Mmax €xactement, c’est-a-dire que mmax €st en
fait un entier (ou un demi-entier).

On conclut en disant que la rotation d’axe z et d’angle 6 est exac-
tement donnée par exp(i6J.): en choisissant # = 27, on voit que les
valeurs propres doivent étre des entiers. Cela ne signifie pas que les
valeurs propres demi-entieres doivent étre exclues : elles jouent un
role essentiel dans la théorie des spineurs.

On notera V;, 'espace vectoriel des fonctions propres. Il est muni
d’une action de trois opérateurs L,, L,, L. satisfaisant les identités de
commutation signalées plus haut : on dit que V;, est une représentation
de l'algebre de Lie so3 = (L,, L,, L.).

2.3 Décomposition spectrale

Le théoreme de Peter-Weyl permet de décomposer une fonction en
parties élémentaires :

Théoréme (Peter-Weyl). Si G est un groupe de Lie compact, les fonctions
de carré intégrable se décomposent de la maniere suivante :

L2(G) = @V End(V)

ou V parcourt les représentations irréductibles de V. On fait ainsi corres-
pondre a une fonction f sur G un opérateur sur V'

Ly = / fLgdg
G
0 L est la matrice de I’action de g sur V.

Si G est le groupe des nombres complexes de module 1, cette deé-
composition est simplement la décomposition de Fourier. Ce théo-
reme permet aussi de retrouver la décomposition en harmoniques
sphériques : 'identité S* = SO5/SO, permet d’écrire

L*(S03) = @End(vm)

et A
L*(S*) = PVn
Sur n’importe quel groupe de Lie compact, on peut définir un La-
placien a l'aide de I'opérateur de Casimir. Les différents morceaux de
la décomposition de Peter-Weyl sont alors des espaces propres pour

l'action de ce laplacien. Voir [2] pour une étude algébrique plus ap-
profondie.

2.4 Polynomes harmoniques

A travers le théoréme de Borel-Weil-Bott, on peut aussi identifier
les représentations d’un groupe a certains espaces de fonctions poly-
nomiales.

Ici, I'espace V,,, des fonctions propres A f = —m(m + 1) f s’identifie
a un sous-espace de P, les fonctions données par un polynéme ho-
mogene de degré m. Ce sous-espace est I'orthogonal des polyndmes
multiples de (2 + y* + z?), qui constitue P,, 5 C P,,.

On retrouve la dimension de V,,,, (m+1)(m+2)/2—m(m—1)/2 =
2m + 1.

Ces polyndmes sont appelés polynomes harmoniques: en effet, si

AP =0,onal’P =—-2(r*%E) = —m(m + 1)P.
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