SUITES SPECTRALES ET COUPLES EXACTS
REMY OUDOMPHENG

REsuMmE. Le but de cette note est d’expliquer la construction inventée par Massey
[Mas52] de suites spectrales a l'aide des couples exacts, et de décrire dans ce formalisme
les suites spectrales usuelles.
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INTRODUCTION

Les suites spectrales sont un des outils essentiels permettant d’obtenir, de fagon re-
lativement effective, des informations de nature quantitative sur les objets définis par
lI'algebre homologique moderne (notamment les foncteurs dérivés et I'hypercohomo-
logie).

Leur intérét principal est de pouvoir, sous certaines conditions, exprimer des infor-
mations sur des groupes de cohomologie sans passer par l'arsenal de 'axiome du choix
et des résolutions injectives.

Nos références principales seront le livre de MacLane [ML63, Chapter XI, 5], le livre
de Gel’fand (fils) et Manin [GMO3, III, 7], notamment I'exercice 3 sur les couples exacts,
l'article original de Massey [Mas52] sur la théorie des couples exacts, et I'article de Gro-
thendieck [Grob57] qui développe la théorie des foncteurs dérivés, en vue de ses appli-
cations a la cohomologie des faisceaux, et aux suites spectrales.

On pourra aussi consulter I'appendice du livre de Srinivas sur la K-théorie algébrique
[Sri96, Appendix C], et le livre de Claire Voisin [Voi(02].

1. SUITES SPECTRALES, COUPLES EXACTS

Dans cette section, on se fixe une catégorie abélienne A.
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1.1. Définitions.
Définition. Une suite spectrale dans A est une famille (EP?) ey d’objets de A, et la donnée,
PgEL

sur la famille (E2*), appelée la r-iéme page de la suite spectrale, de différentielles d?? : EP? —
Ertra=rtl telles que dPT o P4 = () et

ker dpt : Erd — Eptra-ril

- -1 - -1 )
im @ e

P4~
Er+1

Siles EP? sont tous isomorphes pour r >> 0, on dit que la suite spectrale dégénere
en page r a 'emplacement (p, ¢). Si la suite spectrale dégénere pour tous indices (p, g),
on dit qu'elle converge, et on note E? l'objet E2 pour r» >> 0 (qui est bien défini a
isomorphisme pres).

Définition. Un couple exact est la donnée de deux objets C' et E, et d'un diagramme
C————C
E

tel que toute suite de deux fleches est exacte, i.e.

ker f =imT, ker g = im f, kerT =imyg.

Proposition 1. Soit (C,T; E, f, g) un couple exact. La composée fg : E — E vérifie (fg)* =
0, et munit E d’une structure différentielle.

Définition. Etant donné un couple exact (C,T; E, f, g) on définit son couple dérivé par C' =
imT, E' = ker(fg)/im(fg), et les morphzsmes T (induit par restriction a C'), f (défini par
f(Tz) = [f(x)]) et g (induit par passage au quotient parim( fg) puisque g(fgx) = (gf)(gz) =
0).

SiC = (C,T;E, f,g) est un couple exact, on note Cy = C et on définit par récurrence C,,
comme le couple exact dérivé de C,, pour tout entier r.

Proposition 2. Soit C = (C,T; E, f, g) un couple exact. Alors C,, = imT" = C'/(ker T"), et
E, =g '(imT")/f(ker T™).

Dans ce diagramme, g, est induite par g sur un sous-quotient, et f,(T"x) = [f(z)] € E, C
E/f(kerT™)

On note
g _ 9 (NimT")
<7 J(lim (ker 7))

qui est appelé termes limite de la suite dérivée du couple exact C.

1.2. Suite spectrale dérivée d’'un couple exact gradué. Supposons que C** et E**
soient des objets gradués par des indices de Z?, et considérons un couple exact

T

C’.7. C.7.

N

E*
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avec
T:CPthe C:n,q+17 f:CP9— EPA g: EP— Pt
c'est-a-dire que pour tout p, on a une suite exacte longue
cra L, pra 9, cptla T, [+1],
On appelle ce couple exact C; = (Cy,T1; Ex, f1,91)-

Proposition 3. Les couples exacts dérivés de C, fournissent des objets gradués E2* dont la
différentielle d, = f.g, envoie E?? dans Eptra—rtl Ep particulier, E3® est une suite spectrale.

Démonstration. On calcule d,[z] = f.(g.[2]) = f-([9(2)]) = [fT~"Yg(x)]. Doncsi [z] €
EPY, [g(x)] € CEHMet [T g(x)] € OPF e+ et

dy[a] = [fT~ 0" Vg(x)] € BEFTaTHL,

On pose
[ = lim C"" %1
E—
q—0o0

et on définit une filtration décroissante canonique
FPTPH = im(CP9 — ™).
Theoréme 4. Supposons la filtration F'* localement finie, i.e. FPI'™ est I'™ pour p << 0et 0

pour p >> 0. On suppose de plus qu’a n fixé, CP"~P = 0 pour p suffisamment grand.
Alors, pour r assez grand, EP1 = FPTP+a/ FPripeta,

Démonstration. Pour r assez grand, g, : EP? — (CPthe, Or CP*hH = im(7T"!
Ccrtra=rtl —, CPt1La) est nul pour r suffisamment grand.
En particulier, d, = f,g, est nul pour r assez grand, et on a une suite exacte courte

gr=0 Cf—r+2,q+7"—2 i Of—r—&—l,q—i—r—l f_T) Ef,q
Mais CP~" 14471 est'image par 7"~ ' de C4 dans CP~" 14+~ qui vaut FPT**? pour
r assez grand, et de méme CP"24+7=2 ~ FPHITPH pour r assez grand. La suite exacte

devient alors
0_>Fp+11-‘p+q_,Fpr+q_>Equ_>0

ce qui prouve le résultat. O

On écrira la convergence de la suite spectrale sous la forme

EPT = [P,

2. SUITE SPECTRALE ASSOCIEE A UN COMPLEXE FILTRE
2.1. Couple exact associé a un complexe filtré.
Définition. Soit
A=F'ADF'AD ... DF"'AD ...

un complexe muni d'une filtration décroissante (on posera F'™"A = Asin > 0). L'objet gradué
associé a A est Gr* A, oui 'on pose

Gr? A = FPA/FPHLA.
On considere, pour chaque entier p, la suite exacte longue de cohomologie
H*(FPHA) — HY(FPA) — H*(Gr? A) — [+1],
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que 'on peut réécrire en posant ¢ = k —p
HP(FrA) L grroGre A) & gt ) Do),
ce qui permet de définir un couple exact bigradué naturel avec
CP? = HPTI(FPA) EP? = HPTI(GrPA)

qui permettent de constituer un triangle :

¢ =6,, 01" : Ch

\/

by = 69;D,q By

La différentielle
dzl),q — fp+1,qu,q . E{hq _ E{)H,q
fait de £y la premiere page de la suite spectrale associée au couple exact bigradué (Cy, E).

Proposition 5. Sila filtration de A est localement bornée, la suite spectrale construite ci-dessus
coincide avec la suite spectrale classique

EPY = HPTY(GrPA) = HPTA
déduite du complexe filtré (A, F*A). On a E2¢ = FPHPTI(A)/FPTLHPTI(A), o FPH*(A)
est l'image de H*(FPA) dans H*(A).
Démonstration. La théorie de la section précédente montre que EZ? coincide avec
Fprp+q/Fp+1I‘p+q/ ou

[" =limC]" % =lim H"(F"9A) = H"(A)
— —
q q

et FPI'™ est le sous-espace provenant de H"(FPA). O

2.2. Suite spectrale d'un complexe double. Soit A** un complexe double, muni de
différentielles d, et d,, avec d2 = d. = d,d, + d,d, = 0.

On note A" = @ AP1 e complexe total associé, muni de sa filtration décrois-
sainte

p+a=n
FPYPHe — AP4 Aptla—1 @

et Gr” 2 s’identifie au complexe simple (A?*, d,).

Proposition 6. La cohomologie de 2 est I'aboutissement d’une suite spectrale

EP? = HPI(A) = H"M()

Le couple exact a l'origine de cette suite spectrale est

CP4 = Hrratl(Freig)) T P9 = Hrra(Fry)
w /
9 !
BT = HP(A)
Il est d’autre part facile de vérifier que la différentielle fg est de la forme
HPI(A) — HPYHH (FPHI9) — HPFI(A)

et coincide précisément avec la fleche induite par la différentielle d,. Ceci permet d’en
déduire la forme de la
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Theoréme 7. Il existe une suite spectrale de la forme
EP? = HYHI(A) = HPT().
2.3. Suite spectrale d’un foncteur hyperdérivé.

Proposition 8 (voir [Voi02]). Soit F' : A — B un foncteur exact a gauche et A* un complexe
d’objets de A. Si I* est une résolution injective de A®, on note
R¥F(A®) = HF(F(I°)).
Si A contient assez d'injectifs, R* F' est bien défini sur toute la catégorie de complexes K A et
s’appelle le k-ieme foncteur (hyper)dérivé de F'.

Theoreme 9 (Premiere suite spectrale d’hypercohomologie). Sous les hypotheses précé-
dentes, il existe une suite spectrale

EP? = RIF(AP) = RPFIF(A®)
calculant les foncteurs dérivés de F' sur A°®. De plus, la différentielle d; : RIF(AP) —
RIF (APTY) s’identifie a la fleche induite par AP — AP,
Cette suite spectrale résulte des considérations suivantes.

Proposition 10 (Résolution de Cartan-Filenberg). Sous les hypotheses précédentes, soit
(AP) un complexe de A. Alors il existe un complexe double (179, d, 0) tel que pour tout p,
o (IP*,0) soit une résolution injective de AP;

e (im [p * C IPThe 9) soit une résolution injective de im AP C APT;

o (kerd C IP*,0) soit une résolution injective de ker d C A?;

o (HP(I**),0) soit une résolution injective de H®(A*).

Le complexe total de I** est alors une résolution injective de A*® et on reconnait la

premiere suite spectrale du complexe double F'(1**). La filtration induite sur RP*7F'( A®)
est alors celle déduite de RPH1F(ASP) (ASP est appelée la filtration béte de A).

Theoreme 11 (Seconde suite spectrale d’hypercohomologie). Il existe une suite spectrale
de la forme
EP?T= RPF(HI(A®)) = RPFIF(A®).
Démonstration. Soit I** une résolution de Cartan-Eilenberg de A*. On utilise les suites
spectrales associées au complexe double F'(/**). On a
EP? = HIP(F(I**)) = F(HIP(I**)) = RPFIF(A®)

or H?*(I**) est une résolution injective de H%(A*), donc la seconde suite spectrale du
complexe double fournit la suite spectrale demandée. O

On peut expliciter un couple exact fournissant cette suite spectrale. Nous aurons pour
cela besoin de la filtration canonique d"un complexe.

Définition (Filtration canonique). Soit A* un complexe. On appelle T, A® la troncation ca-
nonique de A® un p. Il s’agit du complexe

o= A Al — o ker(A4P — APTH) 0
Ona H*(1,A®) = H*(A®) pour k < p, et H*(1¢,A®) = 0 pour k > p.
La suite exacte
0 — 7<q-14 = 7¢¢ = HY(A)[~¢] — 0
permet de construire, pour tout ¢, des suites exactes longues

RPIF (¢, 1 A) 25 RPYIF (7, A) 2 REF(HY(A)) 25 [+1],
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On pose alors
EY? = RPF(HI(A))

CY? = RPFHIF (1<, 1 A)
ce qui permet d’écrire la suite exacte longue sous la forme
Cpt — €y — B [,
et on obtient un triangle

,q)—(p—1,q+1
Cy (p,9)—(p—1,q+1) Cy

T

g2 fa
p—p+1 p,q)—(p+1,4—1)

Es

gradué comme le couple dérivé C, d'un couple exact bigradué C;. Un raisonnement

similaire a la premiere section montre que la suite des couples exacts dérivés détermine

une suite spectrale dont (E£5) est la deuxiéme page. Par exemple, dy = f59> envoie E3*
p+2,q—1

dans E} .

2.4. Suite spectrale de Grothendieck.

Theoréme 12. [Gro57, Théoréeme 2.4.1] « Soient C, C', C" trois catégories abéliennes, on
suppose que tout objet de C ou C' est isomorphe a un sous-truc d'un objet injectif. Considérons
des foncteurs covariants F: C — C'et G : C' — C", on suppose que G est exact a gauche et
que F' transforme objets injectifs en objets G-acycliques (i.e. annulés par les R1G, q¢ > 0). Alors
il existe un foncteur spectral cohomologique sur C, a valeurs C", aboutissant au foncteur dérivé
a droite R(GF') de GF, (convenablement filtré), et dont le terme initial est

EP%(A) = RPG(RIF(A)). »
Démonstration. Soit I* une résolution injective de A. Alors R¥(GF)(A) est le k-iéme

groupe de cohomologie du complexe GF'(I*). Comme F'(I*) est un complexe d’objets
acycliques, la premiere suite spectrale d’hypercohomologie

EP1 = RIG(F(I?)) = RPHIG(F(I%))

vérifie EP? = 0 pour tout ¢ > 0, ce qui implique R*(GF)(A) = RFG(F(I*)).
La seconde suite spectrale d’hypercohomologie

BP9 = RPG(HI(F(I*))) = RPHG(F(I%))

démontre alors le résultat demandé. O

3. EXEMPLES ET APPLICATIONS

3.1. Topologie algébrique. La plupart des examples mentionnés ci-apres sont étudiés
dans [Gro57], [GMO03] et [Voi02].

Theoréme 13 (Suite spectrale de Leray-Serre, [Eil]). Soit X — Y une application continue
entre complexes simpliciaux qui est une fibration de Serre, i.e. pour tout complexe simplicial fini
P, et un diagramme

P X

L

PxI——Y
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il existe un relevement P x I — X. On suppose que Y est fini.
Alors les groupes d’homologie H,,(X,, G) s’organisent en un systeme local H,,(F,G) surY,,
et il existe une suite spectrale de la forme

EYt=H (Y H 4(F.G)) = H_,(X,G)
Démonstration. On considere la filtration de Y par ses squelettes
YoCViC---CY,=Y

et la filtration induite X, sur X.
On en déduit une filtration sur le complexe C, (X, G) qui produit des suites exactes
longues
Hyiq(Xp-13G) = Hpig(Xyp; G) = Hpyo(Xp, Xpo1;G) — 1]
soit en posant

CT = H_p (X3 G) EPt=H_p o(X_p, X_p-1); G)
un couple exact
Cy L Cy
DN
E1 -
gradué de fagon standard.
Alors £} s’identifie naturellementa C_, (Y, Z)® H_,(F, G) parla fibration (X,, X,—1) —/||
(Y;” YED*IL et
f9:H po(Xp, X_p-1)) = Hop g1 (Xp1) = Hop g1 (X (p1), X (p1p-2))
s’identifie au morphisme de bord naturel

C_(Y,Z)® H_o(F,G) — C_,_1(Y,Z) ® H_,(F,G).

On en déduit la forme du couple exact dérivé (Cs, E»), et la suite spectrale de I'énoncé.
OJ

REFERENCES

[Eil] Samuel Eilenberg, La suite spectrale. II : espaces fibrés., Séminaire Henri Cartan, 3, 1950-1951, Exp.
9.

[GMO03] Sergeil. Gelfand and Yuri I. Manin, Methods of homological algebra, 2nd ed., Springer Monographs
in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 2003. MR1950475 (2003m :18001)

[Gro57] Alexander Grothendieck, Sur quelques points d’algebre homologique, Tohoku Math. J. (2) 9 (1957),
119-221. MR0102537 (21 #1328)

[ML63] Saunders Mac Lane, Homology, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 114,
Academic Press Inc., Publishers, New York, 1963. MR0156879 (28 #122)

[Mas52] W. S. Massey, Exact couples in algebraic topology. I, 1I, Ann. of Math. (2) 56 (1952), 363-396.
MR0052770 (14,672a)

[Sri%9] V. Srinivas, Algebraic K-theory, 2nd ed., Progress in Mathematics, vol. 90, Birkhduser Boston Inc.,
Boston, MA, 1996. MR1382659 (97¢:19001)

[V0i02] Claire Voisin, Théorie de Hodge et géométrie algébrique complexe, Cours Spécialisés, vol. 10, Société
Mathématique de France, Paris, 2002 (French). MR1988456 (2005c :32024a)



	Introduction
	1. Suites spectrales, couples exacts
	1.1. Définitions
	1.2. Suite spectrale dérivée d'un couple exact gradué

	2. Suite spectrale associée à un complexe filtré
	2.1. Couple exact associé à un complexe filtré
	2.2. Suite spectrale d'un complexe double
	2.3. Suite spectrale d'un foncteur hyperdérivé
	2.4. Suite spectrale de Grothendieck

	3. Exemples et applications
	3.1. Topologie algébrique

	Références

