Pendules et courbes elliptiques

Rémy Oudompheng — Laboratoire J.A. Dieudonné

6 mai 2009

L’équation du mouvement d’un pendule peut étre
déduite de la loi de conservation de 1’énergie en mé-
canique.

On considére un pendule de masse m, accroché a
une corde de longueur [, et laché depuis la hauteur
ho. La conservation de l’énergie meécanique (énergie
potentielle et énergie cinétique), s’écrit :

1
57711}2 + mgh = mghg

ou v est la vitesse du pendule et A la hauteur par
rapport au centre du pendule. On écrit aussi

v? = 2g(ho — h).

FiG. 1 — Schéma de pendule

En examinant les angles de la figure, on peut écrire
une autre équation impliquant non pas v, mais la dé-
rivée de h : c’est la partie verticale de la vitesse. On

peut calculer
(h/)Q _ l2 o h2

v2 12

et en remplacant v? dans I’équation de tout a heure :

2
(h)? = Tgm — ho)(h—1)(h+1).
Cela signifie que si on mesure 'ordonnée et la vi-
tesse (verticale) d’un pendule, les points de coordon-
nées (h(t),h'(t)) se trouvent sur la courbe d’équation

v = 2w+ D - D~ ho)

qu’on appelle une courbe elliptiqgue. On dit que c’est le
diagramme de phase du pendule. Le point (h(t), h'(t))
parcourt la petite boucle de la courbe, et la fonction
décrivant h en fonction du temps porte un nom, c’est

la fonction de Weierstrass de la courbe : elle est pé-
riodique, car le mouvement du pendule a une certaine
période T

Il est possible de voir géométriqguement le déroule-

ment du temps sur le diagramme de phase : c’est la
loi de la sécante.
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Fia. 2 — Addition des temps

On peut aussi placer origine des ordonnées au
sommet du pendule, alors la courbe du diagramme
de phase est

Y = %q(:c)(x —2)(z — x)).

C’est une courbe elliptique. Depuis le 19e siécle, on
s’'intéresse aux périodes de ces courbes, ¢’est-a-dire le
temps que met le point (h, h) & parcourir la boucle
de la courbe elliptique. Ce qu’on appelle vraiment la
période de la courbe est en fait le nombre w = T/I,
qui dépend de 2[ et de xg.

Ce nombre vérifie en fait la propriété extraordinaire
suivante : si on construit un autre pendule en rempla-

cant
zo par \/2lzg
V20 + T\ 2
2l par (#)
le nombre w reste le méme! En répétant I'opération,
on trouve que 2[ et xo convergent vers un nombre fixe
2). Ce procédé fait de VA la moyenne arithmético-

géométrique de \/1 et /zq/2.



Fia. 3 — Pendules faisant des tours complets

On a alors, tout en gardant la méme période, rem-
placé le pendule quelconque par la situation qu’on
étudie habituellement en cours xg ~ 2[, oli un pen-
dule oscille trés peu autour de sa position d’équilibre
(et sa période est 2my/A/g). On a alors

Ao = 21 i
g

La période du pendule est donc trés exactement
27l
VAg

ot V' est la moyenne arithmético-géométrique de v/1
et /(I + ho)/2.
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Fia. 4 — Courbes elliptiques ayant la méme période

Exemple : & Paris, g = 9.809 m/s?, prenons un
pendule d’un meétre de long et lachons-le de I’hori-

zontale (hg = 0). On calcule v/, qui est la moyenne
arithmético-géométrique de 1 et 1/v/2 :

Moy. arith. Moy. géom.
1 0.70710678
0.85355339  0.84089641
0.84722490 0.84720126
0.84721308 0.84721308

On a donc A = 0.71777 m et
T = 2.368 secondes

En comparaison, la formule que 'on apprend habi-
tuellement nous dit

T = 2m+/l/g = 2.006 secondes

Cet algorithme est I'un des plus rapides pour ce
calcul : il a été inventé par Gauss au XIXe siécle et
est encore utilisé pour le calcul de ces intégrales ellip-
liques.

Deux périodes

Les courbes elliptiques ont en fait deux périodes,
ce qui explique pourquoi on les représente souvent
sous la forme de tores. La deuxiéme période se cal-
cule en échangeant le haut et le bas (c’est-a-dire en
remplacant g par —g). On peut vérifier que le change-
ment de pendule effectué ci-dessus conserve 'une des
périodes mais double 'autre. On déforme ainsi pro-
gressivement la courbe elliptique pour que 'une des
périodes devienne infinie, ce qui simplifie beaucoup le
calcul.

En cryptographie

Les courbes elliptiques sont aussi utilisées en cryp-
tographie, mais on ne regarde que les solutions & co-
ordonnées entiéres (ou méme les solutions modulo un
certain entier) : ¢a n’a plus la forme d’une courbe,
mais pour comprendre le fonctionnement de ces sys-
témes, il est indispensable de comprendre comment
fonctionnent les «vraies» courbes.



