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Définition monade

Définition
Une monade sur une catégorie C est un triplet (R, 7, 1) ou

R : C — C est un endofoncteur, n : Id = R et ;1 : R> - R deux
transformations naturelles qui font commuter les diagrammes
suivants pour tout X objet de C :

R3X 12 R2x RX — pox I px
R,uxl lux \ u‘ -
Idrx I
R2X —— RX RX
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Exemples monade

On note ¢ = [ay,. .., ax] une liste d'éléments de A € Ens de
longueur k € N.
L'opérateur £ sur Ens associant a chaque ensemble A I'ensemble
{la1,...,an) : n € N,a; € AYi =1,..., n} est une monade sur
Ens :
o f: A— B application,
Lf:LA— LB,[a1,...,ak] — [f(a1),...,f(ak)]

na:A— LA a— [a]

Q LA - LLA — ,CA, [[3171, 500 317,,1], ceey [am,l, 600 ammm]] —
[81’1, ooy 81’,,1, ey am,l, ey am’,,m]

o triangle I. [a1,...,ak] — [[a1], ..., [ak]] — [a1,- .., ak]

o triangle Il. [a1,...,ak] — [[a1,...,ak]] — [a1,- - ., ak]

carré : concaténation intérieur / extérieur
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Exemples monade

Ensemble des parties

L'opérateur P associant a X € Ens |'ensemble de ses parties
PX :={AcEns: AC X} est une monade sur Ens :

e f: X — Y application, Pf : PX — PY,
ACX—{f(a):ac A} CY

° nx : X = PX,x — {x}

o 1ix : PPX — PX, {Ar,..., A} — ULy A

@ triangle I.
{1, oxd = {0al, o Dad e Uy = {0 i)
o triangle Il {x1,...,xx} — {{x1,. .., xk}} — {x1, ..., xk}

@ carré : union intérieur / extérieur
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Exemples monade

Monade derivée
Soit R une monade sur Ens. On définit la monade derivée R’ par
X — R'X := R(X*) et
f:X—=Y—Rf:=R(f*): RIX*)— R(Y¥)
ou X* := X II {ocox}.

@ 1y = Rixonxols: X — X*

o y 1= px+ o Rdx ou dx : (R'X)* — R'X tel que

dx |rix=ldrrx et dx(corx) = nx+(00x)

e triangle I. R(X*)%)ﬁ((R(X*))*)

Ry
IdR(X*)i YA iRdX

R(X*) RR(X*)

fixx
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Exemples monade

Monade derivée — suite

o triangle 11 R((R'X)*) 2% RR(X*) 5% R(x*)
| | /
Rdx Idrr(x*) B
- ldr(x+)
RR(X*) R(X*)
@ carré R’R’R’XH RR’R’X il R'R'X
RRXm \LRdX
R((1)") RRR'X 2%~ RRIX
RNX*\L J{”X*
R'R'X RR'X R'X
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Monade ...

... comme monoide

Dans (Endc, o, Id¢), la catégorie monoidale des endofoncteurs sur
une catégorie C, une monade est un monoide.

Les diagrammes commutent grace a I'associativité de o et au fait
que ld¢ est I'unité a gauche et a droite.

... et foncteurs adjoints

Soient F : C = D : G une adjonction, ¢ : FG = Idp l'unité et
7 : lde = GF la colinité de I'adjonction.

(GF,n, GeF) est une monade sur C.

Les diagrammes commutent.
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Morphisme de monades

Définition
Soient (R, n(R), (R et (S,7(%), u(5)) deux monades sur C. Un

morphisme de monades T est une transformation naturelle R = S
qui fait commuter les diagrammes suivants pour tout X objet de

(R) (R)
Mx Hx
X — RX RRX RX
l R7x TRX
X
(5)
5%
SX RSX SRX X
TSX STx
55X 5 SX
i3
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catégorie.

Les monades sur C et les morphismes entre elles forment une

[m]

=

DA



Module

Définition

Soit R une monade sur C. Un R-module est un couple (M, o)
consistant en un foncteur M : C — D et une transformation
naturelle 0 : Mo R = M qui font commuter le diagramme suivant
pour tout X objet de C :

MRRX ~2~ MRX

e | |

MRX T> MX
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Exemples module

Module tautologique

Une monade R est un R—module : (R, 1)

Module derivé
Soit R une monade sur Ens et M : Ens — Ens un R—module. On
pose

M'X = M(X*)

et
o 1= ox+ o Mgx
ou g : (RX)* — R(X*) tel que g |rx= Rux et

g(00Rrx) = 7x+(00x).
M’ est un R—-module. )
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Exemples module

Composé

Soient R une monade, M un R—module et F un foncteur
composable avec M. Le composé F o M est un R—module :

@ pour tout X objet de la domaine de M, on pose
oFoM) . (M)
X = M

@ carré commute : écrire F devant

Produit

Soient R une monade sur Ens, (M, (M) et (N, (M) deux
R-modules sur Ens. Le produit (cartésien) de foncteurs M x N est
aussi un R—module :

@ pour tout X € Ens, on pose U&MXN) = U&M) X O'§<N)

@ carré commute : les carrés pour chaque composante
commutent
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Morphisme de modules

Définition

Soient R une monade, (M,a(M)) et (N, (")) deux R—modules.
Un morphisme de module F est une transformation naturelle
compatible avec ™) et ¢(M) c’est—a—dire qui fait commuter le
diagramme suivant pour tout X objet de la domaine de M et N :

o)

MRX —— MX

o |

NRX —— NX

o
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Monade exponentielle

Définition

Une monade exponentielle R est un couple (R, «) ou R est une
monade et « est un isomorphisme entre le module tautologique R
et son derivé R'.

| \

Catégorie des monades exponentielles

Les monades exponentielles et les morphismes de monades
compatibles avec o et ! forment une catégorie.
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Objet initial

Théoreme

Le Lambda Calcul pur modulo Sn—équivalence est I'objet initial
dans la catégorie des monades exponentielles.
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Le Lambda Calcul

Les Lambda termes

Soit X € Ens I'ensemble de variables. Les termes du Lambda
Calcul, LC X sont définis inductivement :

|var: X — LCX

| app: LCX x LCX — LCX ou app: LCX — LCX — LCX
| abs : LC(X*) — LCX

V.

@ subst : LC(LCX) — LCX

e bind: (Y - LCX) - LCY — LCX

@ Notation de la substitution ponctuelle : M[x := N] ou
M,NelLCXetxeX

A
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Le Lambda Calcul

(B—réduction

app(abs(M), N) —3 Moo := N]
oll M € LC(X*) et N € LCX.

| A\

n—réduction

abs(app(M, c0)) —, M
ou M e LCX.

v

Lambda Calcul pur modulo 8n—équivalence

La cl6ture réflexive, symétrique et transitive des relations (3 et n
est une relation d'équivalence sur les termes. On quotiente.

N
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Le Lambda Calcul

Pour tout M € LC X, on pose

appl(M) := app(M, var(c0))
appl: LCX — LC(X™)

Pour M e LCX :
@ abs(app(M, var(c0))) =g, M
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Le Lambda Calcul

Pour tout M € LC X, on pose

appl(M) := app(M, var(c0))
appl: LCX — LC(X™)

Pour M e LCX :
@ abs(app(M, var(c0))) =g, M
o abs(appl(M)) =g, M
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Le Lambda Calcul

Pour tout M € LC X, on pose

appl(M) := app(M, var(c0))
appl : LCX — LC(X*)

Pour N € LCX et M € LC(X™) :
@ app(abs(M), N) =3, M[oo := N]

A
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Le Lambda Calcul

Pour tout M € LC X, on pose

appl(M) := app(M, var(c0))
appl : LCX — LC(X*)

Pour N € LCX et M € LC(X™) :
e app(abs(M), N) =g, M[oco := N]
o appl(abs(M)) = app(abs(M), var(c)) =g,
=pn M[oo :=var(c0)] = M

A
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