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¸ ¹4ºy»&¼y»G½X¾G¿�ÀnÁG¿X»&Âz¿P¾&Ã�»%Ä.À�Åp¿X¾&ÂzÆÇÃ�Ày¿X¾ Åp¿AÂ7Ä�¾G½�Âz¿PÈ�ÁfÆz¹4À�Åp¿AÉ�¹aÅpÊ�Âz¿�Ë^Ày¹�ºy¾ Ä.ÂÇÂ7¹4Ày¾}ÈX¹�É"É�¿XÀyÈX¿�»}¼�Ä4»&ÌL¹�ÆÇ»}ÈP¿

Í º�Î ÆÇÂ�¿XÀ�¿X¾fÁ Âz¹4»G¾ Í º�¿AÂ7ÄTÌ4Ä.»fÆÏÄ.ÀyÈX¿�¿X¾fÁ ÈP¹4ÀpÀnº�¿|¿�Á$ÈX¹4À�¾fÁ%Ä.ÀnÁG¿LÐ�ÑuÀ�¾G¿|¼pÂ7Ä4ÈX¿�Åp¹4À�È|ÅyÄ4Ày¾}Âz¿�ÈPÄ4Åp»G¿|¾fÁ%Ä4ÁfÆz¾fÁfÆ Í º�¿
Åp¿)Ò^ÓnÔ�Ò^ÕnÖPÖE×vØ6ÙÚ¾WºyÆÇÌ4Ä.ÀaÁ)Û�¼�¹4ºp»

i
Ä.ÂzÂ7Ä.ÀnÁ�Åp¿

1 Ü n
Ëp¹4ÀÝ¹4Þy¾G¿�»fÌ_¿

Yi = si + σεi

¹4ß
s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn ¿X¾fÁuÆÇÀyÈX¹�ÀpÀnºàË

σ > 0
¿X¾fÁtÈX¹4ÀyÀnºá¿�Á

ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Rn ¿X¾fÁuºpÀâÌ_¿XÈ�ÁG¿�ºy»
Ä.Âz½EÄ.ÁG¹4ÆÇ»%¿áÅy¹4ÀnÁãÂz¿X¾JÈX¹4É"¼�¹�¾%Ä.ÀnÁG¿P¾ã¾G¹4ÀnÁãÆÇÀyÅy½�¼=¿�À�ÅyÄ.ÀnÁ%¿X¾PË�ÈX¿XÀnÁf»G½X¿P¾ã¿�ÁJÅp¿áÌ4Ä4»fÆ7Ä.ÀyÈP¿á½XÃ_Ä.Âz¿ Ü 1

Ð�äT¹�ºy¾
ÌL¹4ºyÂz¹4Ày¾
¿X¾fÁfÆÇÉq¿�»)Âz¿"ÌL¿PÈ�ÁG¿�ºy»

s
Ðàå&Ä>Ày¹4ÁfÆz¹�ÀæÅ�Îç¿X¾fÁfÆzÉqÄ.ÁG¿Xºp»
¿X¾fÁ)ÆÇÉ�¼=¹4»fÁ%Ä4ÀnÁG¿�¿�Àæ¾fÁ%Ä4ÁfÆz¾fÁfÆ Í º�¿�Ëà¹4ÀÚÄ4¼p¼=¿�ÂÇÂ7¿

ÕnÖXè^×véëêpèPÕaì�Ò�ÁG¹4ºpÁG¿�Ì4Ä.»fÆÏÄ.ÞpÂz¿
Ä.Âz½PÄ4ÁG¹4ÆÇ»G¿�Ày¿�Åy½�¼=¿�ÀyÅ�Ä.ÀnÁ Í ºy¿�Åy¿X¾l¹4Þy¾G¿�»GÌ4Ä.ÁfÆz¹�Ày¾ Y1, . . . , Yn
Ð

í°ºpÀpÆz¾G¾G¹4Ày¾
Rn Å�Î ºpÀ�¿�¾fÁf»fºyÈXÁfºp»G¿�îpÆÇÂÇÞ�¿�»fÁfÆz¿�ÀyÀy¿�¿XÀã¼p»G¿XÀ�Ä.ÀaÁ�Â7Ä�À�¹4»fÉ�¿)¾fºpÆÇÌ4Ä.ÀaÁG¿

∀x ∈ Rn, ‖x‖n =

(

1

n

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

.

ï ¹�É"É�¿XÀyðX¹4À�¾�¼6Ä.»u¿P¾WÁGÆÇÉ�¿�»
s
¾fºp»TºyÀáéëØ�ñ&òaóvÕ

SD
Ë6È�Îç¿X¾fÁWô Ü ôdÅ�ÆÇ»%¿
ºpÀá¾G¹4ºy¾Wôd¿X¾f¼�Ä4ÈP¿
ÌL¿PÈ�ÁG¹4»fÆ7¿�Â}Åp¿ Rn Ë6Åy¿Å�ÆÇÉq¿�Ày¾fÆz¹4À

D
Ð$å&Äöõ�É�¿�ÆÇÂÇÂ7¿�ºp»G¿LõJÄ.¼p¼p»%¹P÷aÆÇÉøÄ.ÁfÆz¹�ÀùÅp¿

s
Å�Ä.Ày¾

SD
¿X¾fÁ�¾%Äâ¼p»G¹4úW¿XÈ�ÁGÆz¹4Àù¹4»GÁfîy¹4Ã_¹4À�Ä.Âz¿

sD
Ë

È�Îç¿P¾WÁfô Ü ôdÅ�Æz»G¿tÂz¿�É"ÆÇÀpÆzÉ"Æz¾G¿�ºp»EË�¼�Ä.»GÉ"Æ�Âz¿P¾ t ∈ SD
ËpÅy¿

‖s − t‖2
n = ‖s‖2

n + ‖t‖2
n − 2〈s, t〉n

¹4º�Ë$Åp¿>û�Ä4ðP¹4Àù½ Í ºpÆÇÌ�Ä.Âz¿�ÀnÁ%¿�Ë ¼yºpÆz¾ Í ºy¿ ‖s‖2
n

¿X¾fÁ�ºpÀy¿JÈX¹4Ày¾fÁ�Ä.ÀnÁG¿�Ë ‖t‖2
n − 2〈s, t〉n

Ðiå&Ä Í º�Ä.ÀnÁGÆÇÁG½ 〈s, t〉nÅp½�¼�¿�ÀyÅâÅp¿
s
ÆÇÀyÈX¹4ÀyÀnºàË=ÈX¿�ÁfÁ%¿
¼y»G¹nÈX½XÅpºp»G¿�Ày¹4º�¾u¿X¾fÁtÅp¹4ÀyÈ�ÆÇÀ�Ä�ÈXÈX¿X¾G¾fÆÇÞpÂz¿LÐ6äu¹4ºy¾tÄ4ÂÇÂz¹4Ày¾uÂ7Äq»G¿�É"¼yÂ7Ä4ÈX¿�»u¼�Ä4»

ºpÀü¿X¾fÁfÆÇÉqÄ4ÁG¿�ºp»JÖPêyÙ&Öþý}×vêy×vÖLË�È�Îÿ¿X¾fÁWô Ü ôdÅpÆÇ»G¿â¼6Ä.»>ºpÀü¿X¾fÁfÆÇÉqÄ4ÁG¿�ºp»JÅp¹4ÀnÁãÂVÎç¿X¾f¼=½�»�Ä.ÀyÈX¿áÌ4Ä.ºpÁã¼p»G½XÈXÆz¾f½XÉ�¿�ÀaÁ
〈s, t〉n

Ð���ÆÇÀy¾fÆ�À�¹4ºy¾l¾G¹4É�É�¿X¾�Ä.Éq¿�Ày½X¾ Ü É"ÆÇÀpÆzÉ"Æz¾G¿�»�¿�À t ∈ SD
Â7Ä Í º�Ä.ÀnÁfÆzÁG½�¾fºpÆÇÌ�Ä.ÀnÁG¿

γn(t) = ‖t‖2
n − 2〈Y, t〉n .
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ϕ1, . . . , ϕn
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Rn �-�(�����U�5���
SD

�#��
��V�/������
S*.P��U�(%�W��(%����#XY
S*��Z�����
ϕ1, . . . , ϕD ,

�/��������
���*+�#�����Z
S*��Z
��-�+[\��P(�#
���%]�=��X�P���
��

ŝD =
D
∑

j=1

〈Y, ϕj〉nϕj .

^ �����#�_X�P(��
��#���#�_�����`R�
��(%E��a��cb��$�(�#���#�_�(%C�#�(�'*���
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���%E������TS��W���%L*+���_���
s
�\���

SD ,
sD =

D
∑

j=1

〈s, ϕj〉nϕj .
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ŝD = sD + σ
D
∑

j=1

〈ε, ϕj〉nϕj
�(�

γn(ŝ) = −‖ŝ‖2
n
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��-�`�/������
1X��-*+%�P=�g��� ‖s− ŝD‖2

n

M5�`%��\
���
����cP=*+��P(���
���.%�%��

E
[

‖s − ŝD‖2
n

]

= ‖s − sD‖2
n +

σ2D

n
.

� %<*�
�
1�(�����)P��(���-�)X�P(��
��#���#�	��%S�)��X�P��.��
1���\
��#
���%��D7J;S7�4(�#��;�@+7J;SK�H�2LM1�v%��!�h�(�
,
*+
�
S*+�-*�
����#�(%?�c�����c�#�(�������

�"
��-�g���_R�
'*+
�� ‖s − sD‖2
n

�(�c���_�.*+��
'*+%SP��
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{Sm}m∈M
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S*+�V
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�X�� {ŝm}m∈M

M�¥q�����`P-TS*.�����
Sm ,
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%��.�#�

Dm
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����(%���
���%C�(�

sm
�'*)
��-�+[\��P���
���%]�.����T��.W���%S*����U���

s
�����

Sm
M

¥O*+�#��
L������X���X(�$��%5�#����� M ,

��1�! "
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�%��s��%

m̄
�#�(�1�����

ŝm̄
��
�%�
���
��#�`���`��
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����S�


S*�����
h�'���V������
���*��#�(���-�Z
S*+�Z
��#�+[\��P���
���% {ŝm}m∈M ,

m̄ =
*+�#W.��
�%
m∈M

E
[

‖s − ŝm‖2
n

]

=
*+��W���
�%
m∈M

{

‖s − sm‖2
n +

σ2Dm

n

}

.
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m̄
%�X=P����#��
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���*��#�(���

s̃ = ŝm̂
��X���
��S�

,

1�����V��%��UP=�(���-*+
�%��UP���%S���-*+%5�#�

C ,
P��U���S�

�/���.%C*+
�
z�(�����U��%C7:K�¨5©S;S¦:7'6I¨CFL@8;�H5¦�2Eª

E
[

‖s − s̃‖2
n

]

≤ C inf
m∈M

E
[

‖s − ŝm‖2
n

]

= C inf
m∈M

{

‖s − sm‖2
n +

σ2Dm

n

}

.
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m

‖s − sm‖2
n +

σ2Dm

n
= ‖s‖2

n − ‖sm‖2
n +

σ2Dm

n)+�
?�#��U(��+l�)+�n>������2B+���2�!�T� �@?
−‖sm‖2

n +
σ2Dm

n
.

j �V	��
�X%��2�U,O���2,!���^#�)+�����
E
[

‖ŝm‖2
n

]

= ‖sm‖2
n + Dmσ2/n 6To � K�����"��2	����2�9���U,�)@��	��2	�� �R���2)@" 	&3[" �!�$%��C�+,���"

‖sm‖2
n

%���".	 )+�n��	����
����� �!��".	0����	&1��p���2	.�!�\3Z%�" ����#J" �
m̂ ∈ M �����A�$�
���
�$�2	 �����

m
�2��,!"��
� M�" �

−‖ŝm‖2
n +

2σ2Dm

n
= γn(ŝm) +

2σ2Dm

n
.
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