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TD d’algebre n°25 : corps de rupture, corps de décomposition, corps finis

Exercice 1 (Extensions de Kummer). On suppose que k est un corps contenant les racines p-iémes
de I'unité, ol p est un nombre premier. Par exemple, k = Q[v/—3] et p = 3.

1. Soit L une extension galoisienne de k de degré p. Montrer que les automorphismes k-linéaires de
L sont de la forme ¥, ot1 o est un certain automorphisme et k =0,...,(p — 1).

2. Montrer que laction de o sur L est diagonalisable, et qu’il existe z € L tel que o(z) = (z, ou ¢
est une racine primitive p-ieme de I'unité.

3. En déduire que le polynéome minimal de x est de la forme X? — ¢ ou a € k. On a ainsi montré
que L ~k[¢/a).

Exercice 2 (La méthode de Cardan, voir Artin 14.2). Soit P = X3+ pX + ¢ un polynéme de degré 3
sur k, n’admettant pas de racine dans k, et a I'une de ses racines dans A. On note as et as ses autres
racines.

Le discriminant de P est la quantité

A= (a—a2)?(a—a3)?(a —az)?

1. Montrer que si k ne contient pas de racine cubique de 1'unité (notée j), le corps k' = k[j] ne
contient pas non plus de racine de P. Dans la suite, on supposera que j € k.

2. Montrer (ou admettre) que A = —4p> — 27¢%.

3. Soit K = kla] et L le corps de décomposition de P. Montrer que L est de degré 1 ou 2 sur K. En
déduire que si A n’est pas un carré dans k, L est une extension quadratique de K, de la forme
K[VA].

Remarque : si A est un carré, L = K (ceci découle de la théorie de Galois).

4. Montrer que L est une extension normale de Q = k[v/A], de degré 3. En déduire que L = Q[c]
est une extension de Kummer, et qu'’il existe un automorphisme Q-linéaire de L, noté o, tel que
o(a) = az et o(az) = as.

D’apres ce qui précede, Q[a] est un corps de la forme Q[/u] : la racine « s’exprime donc de
fagon simple a l’aide de la racine cubique d’un élément u € ). Dans la suite, on va chercher la
valeur de u.

5. On pose u = a+ jas + j2az et v = a+ j%ag + jag. Exprimer « en fonction de u et v, et montrer
que u et v sont des vecteurs propres de o. Etablir la relation uv = —3p.

6. Utiliser les techniques de 'exercice précédent pour montrer que U = u3 est un élément de Q, et
montrer que L ~ Q[\S/ﬁ] On peut vérifier que 2U = —27q 4 3v/—3A : c’est bien un élément de
Q.

La formule

a:\3/_q+vﬂ/27+\3/_q_vﬂ/27
2 2

2 2

est appelée formule de Cardan.



Exercice 3 (Les corps finis [Per82, 3.2]). Ici, F est un corps possédant un nombre fini d’éléments,
noté gq.
1. Montrer que si # € F est non nul, 297! = 1.

2. On note ¢4 le nombre d’éléments d’ordre d dans le groupe Z/(q — 1)Z. Montrer que Y ¢q =
g — 1. On note pg le nombre d’éléments d’ordre d dans le groupe multiplicatif F*. Montrer que
Yopg=q—1.

3. Soit z un élément d’ordre d dans F*. Montrer que x et ses puissances sont les seules racines de
X9 — 1. En déduire que g < dg.

4. Montrer qu’il existe un élément d’ordre multiplicatif ¢ — 1 dans F. Donner un polynéme dont F
est le corps de décomposition (sur son sous-corps premier) : en déduire que tout corps fini de
cardinal g est isomorphe a F.

Exercice 4 (L’automorphisme de Frobenius). Soit ¢ = p™ une puissance d’un nombre premier p. On
consideére un corps fini de cardinal ¢ noté IFy.

1. Soit F lapplication définie par F(x) = aP. Montrer que F est un automorphisme de corps de
F,. 1l est appelé automorphisme de Frobenius.

2. Soit G : F; — F, un morphisme de corps. Montrer que G est un isomorphisme, de la forme

x — 2¥ avec k < p".

3. Montrer que 'entier k ci-dessus est un multiple de p. (On pourra étudier la valeur de F'(ax) pour
a€Z/pl.)
4. Montrer que  — x*/? est aussi un morphisme de corps. En conclure que & doit étre une puissance
de p.
On a ainsi montré que le groupe Aut(F,) est isomorphe a Z/nZ et engendré par I’automorphisme
de Frobenius.

Exercice 5 (Le théoreme de 1'élément primitif (encore!)). Voici une autre facon de démontrer le
théoreme de I’élément primitif :
1. Soit P un polynome irréductible sur k, et L son corps de décomposition. Montrer que P est a
racines simples.

2. Soit K C A une extension finie de k, de degré n. On choisit une base B de K comme k-espace
vectoriel. Soit z un élément de K et M, la matrice de 'application w — zw. Montrer que M,
est diagonalisable dans A, et que K = k[z] si et seulement si les valeurs propres de M, sont
distinctes.

3. On suppose que K est engendrée par deux éléments = et y. Montrer que les matrices M, et M,
sont codiagonalisables. On note
=20,y -Tp—1

Y=Y0,Y1,---Yn-1
les valeurs propres des matrices M, et M,. En déduire que pour tout z, M, est diagonalisable.

4. Montrer que I'application z — 7;(z) qui & z € K associe la i-ieme valeur propre de M, est un
morphisme de corps K — A. En s’inspirant de I’exercice précédent, montrer que les matrices-
lignes associées aux 7; sont les lignes d’une matrice ¥ telles que XM, X! est diagonale.

5. En déduire que les 7; sont des applications distinctes. En raisonnant par I’absurde, conclure qu’il
existe une combinaison k-linéaire zg = ax 4 by dont les valeurs propres sont toutes distinctes, et
qu’alors K = k[z].

6. Démontrer le théoreme. (Indication : considérer un ensemble de générateurs de K de taille
minimale > 2, et obtenir une contradiction.)
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