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Exercice 1 (Homographies et droite projective). Rappeler comment on définit une ac-
tion du groupe PSL,(C) sur la droite projective complexe P! = C U {o0}.

Quels sont les éléments de PSL,(C) qui envoient 'axe réel sur lui-méme ? Montrer
que ceux-ci sont de deux types, selon leur action sur les composantes connexes du
complémentaire (demi-plan supérieur et demi-plan inférieur).

On s’intéresse a l'action du groupe I' = PSLy(Z), le groupe modulaire, sur le demi-
plan supérieur $) (ou demi-plan de Poincaré).

Exercice 2 (Le domaine fondamental). On s’intéresse au sous-ensemble
D={zeHtelsque |z| > 1et R(z) < 1/2}
et on veut montrer que c’est un domaine fondamental pour I', c’est-a-dire :

e la réunion des g(D) pour g € I" recouvre $);

o

e les g(D) sont disjoints ;
e si z est un élément du bord de D, il existe un nombre fini de g € I tels que
g(x) € D.
On obtient ainsi un pavage hyperbolique.

1. Soit z, 2/ € D. On suppose que $(2') > 3(z) et que 2’ = g(z). Donner une expres-
sion de (2') en fonction de g et 2.

2. Montrer que si on suppose que g = (%), |cz + d| < 1. Montrer qu’alors |c| < 1:
quelles sont les valeurs possibles de c et d? Montrer que g est une translation et
aboutir a une contradiction. On a ainsi montré la deuxieme propriété.

3. Soit z un élément quelconque de ). On considere les nombres 3(gz) pour g € T'.
Montrer que 3(gz) atteint un maximum, pour certaines valeurs de c et d.

4. Montrer qu’il existe un élément g, de I' tel que go(2) ait une partie imaginaire
maximale et une partie réelle < 1/2. Vérifier au passage que le nombre de tels g,
est fini.

5. Montrer quessi |go(2)| < 1, on aboutit a une contradiction. En déduire la premiere
propriété.

6. Reprendre les deux premieres questions en supposant seulement z, 2’ € D. Mon-
trer que D est disjoint de g(D) pour g différent de l'identité.



Exercice 3 (Générateurs du groupe modulaire). Nous allons montrer que I" est engen-

dré par les deux éléments
0 -1 11
S_(l O)etT_(1 O)

1. Soit g un élément de I'. Déterminer deux éléments de ) tels que ' = g(z) € D,
avec la propriété suivante : si 2’ = h(z) avec h € I, alors h = g.

2. Soit I le sous-groupe engendré par S et 7. On note z” = ¢/(z) un élément de
partie imaginaire maximale parmi les ¢’(z2), ¢ € I'". Montrer qu’on peut supposer
que [R(g'z)] < 1/2.

3. Montrer que si |¢'(z)| < 1, on aboutit encore a une contradiction. En déduire
qu’on peut choisir 2" € D.

4. En déduire que g appartienta I''.

Exercice 4 (Points fixes et stabilisateurs). Rappeler pourquoi si z possede un stabilisa-
teur non trivial, z appartient au bord de D.

1. On suppose que Rz = +1/2, et que |z| > 1. En raisonnant sur la partie imagi-
naire de g(z), rappeler pourquoi z ne peut pas étre fixé par un élément autre que
l'identité.

2. Etudierlecasz = jetz = j2(on pourra utiliser des raisonnements tres similaires).
Montrer que dans ces cas le stabilisateur est un groupe d’ordre 3.

3. On suppose cette fois que |Rz| < 1/2, et donc |z| = 1. Montrer que si gz = z,
lc| < 1. Montrer qu’on peut supposer ¢ = 1.

4. Montrer qu’en fait ¢ = S. En déduire que z = 1.

On peut montrer que I est le produit libre des groupes cycliques associés a S et a ST’
(ou de maniere équivalente, son conjugué 7'S), qui stabilisent respectivement i et j.

Exercice 5 (Réseaux). Un réseau est un sous-groupe discret de (C ~ R?, +) isomorphe
a Z*. Un réseau marqué est la donnée d’un tel réseau L et d'une base directe (w;,w;) de
L.

1. Montrer que le quotient de I'ensemble des réseaux marqués par l'action du groupe
des similitudes directes est en bijection naturelle avec le demi-plan de Poincaré
(on s’intéressera au nombre wy /wy.

2. Déterminer une action de SLy(Z) sur les réseaux marqués dont les orbites forment
exactement I'ensemble des réseaux.

3. En déduire que $)/PSLy(Z) s’identifie au quotient de 'ensemble des réseaux de
C par l'action du groupe des similitudes directes.

4. Soit L un réseau dont I'image dans §) possede un stabilisateur non trivial ¥ C
SLy(Z). Décrire les réseaux L possibles et identifier ¥ a un sous-groupe de
SO, (R).



