PCSI 2 Géométrie affine 2008/09

On travaille avec un K-espace vectoriel £ de dimension finie.

1  Sous-espaces affines

Définition Soit a € E. On appelle translation de vecteur a 'application
t, : E — F définie par x — x + a.

Théoréme I’ensemble des translations de E muni de la loi o est un groupe
commutatif, isomorphe a (F,+).

DEMONSTRATION. [

Définition Soit a € E \ {Og} et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'image de F' par la translation de vecteur a est t,(F") notée

a—l—Fz{bGE; dr e F b:a-i-:c}

L’ensemble a + F' s’appelle le sous-espace affine de E de direction F et
passant par a.

Théoréme Soient (a,b) € E? et F,G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors
a+F=b+G<= F=G et b—ackF

D’ou la définition suivante :

Définition On dira que le sous-espace affine a + F a pour dimension la
dimension de F'.

DEMONSTRATION. [J

Remarques

1. Tout sous-espace vectoriel de E est donc en particulier un sous-espace

affine de F.

2. Soit W un sous-espace affine de F et I’ sa direction. Alors pour tout
vecteur a € WonaW =a+ F.

3. Soit W et W’ sont deux sous-epaces affines de F de directions respec-
tives F' et F'. On suppose W C W'; alors F C F'. Si en outre W et
W' ont méme dimension alors ils sont égaux.

Lien avec la géomeétrie usuelle. Soit & l'ensemble des points du plan
(resp. &3 l'ensemble des points de 'espace) et soit O une origine dans &;.

& — R?
L’application : 2 —— est une bijection. Pour tout point M du plan
M - OM

—
on écrit alors M = O + OM et &, est Pespace affine de direction R2. Grace
a la bijection précédente, il est possible d’identifier points et vecteurs.

Exemples de sous-espaces affines :
1. Dans E tout point est un sous-espace affine de direction {0g}.

2. Les solutions d’un systéme linéaire ou d’une équation différentielle li-
néaire forment des sous-espaces affines.

3. Soit G = {(z,y,2) €R3; 2z —y+ 2= 3}.

2 Parallélisme, intersection

Définition Soient W = a + F et W = d’ + F’ deux sous-espaces affines
de E de directions respectives F' et F’. On dit que W est paralléle a W' si
F C F’, ce qu’on note W//W'.

g% La relation //

Théoréme Soient W et W’ deux sous-espaces affines de E. Alors

W)W = WnW =0 ou WcW.




DEMONSTRATION. Soit F et F’ les directions respectives de W et W’'.
On suppose W N W' # (. Alors

e WNW'#0donc Jac WnNW'.
o W//W'donc F C F'.

DouW=a+FetW =a+F,doncWcCcW. 0O

Théoréme Soient W et W’ deux sous-espaces affines de E de directions
respectives F et F.

Alors ’ WNW' =0 ouWNW’ est un sous-espace affine de E de direction FNE”.

DEMONSTRATION. On suppose W N W' # (). Donc 3a € W NW.

Alors{v‘?f/, z Zi?,.
beWnW << becW et becW
— b—a€F e b—acF'
< b-a€c(FNF)
< be(a+ (FNEF))
Donc WNW'=a+ (FNF'). O

Théoréme Soient W et W’ deux sous-espaces affines de E de directions
respectives F et F'. ’Si F @ F' = E alors WN W’ est un singleton.

W = a+ F
W' = b+ F -

b—aceE=F®F donc F(z,y) e FxF b—a=x+y
cad J(z,y) e FxF a+z=b—y.

DEMONSTRATION. Soient a € W et b € W’. Alors {

Donc

eagcWetaxecFdoncat+xeW

ebeW et —yeF doncb+ (—y) e W cada+z e W’
Donc W N W' # (). On conclut par le résultat précédent. [

Remarque Si l'intersection de deux sous-espaces affines est réduite & un
point, on dit que les deux sous-espaces sont sécants.

Des définitions et théorémes précédents, on déduit les différentes configura-
tions possibles dans le plan et 'espace usuels.

Transformations du plan et de ’espace

3 Préliminaires : géométrie affine

Ici £ désigne le plan ou 'espace euclidien orienté muni de sa structure affine
canonique.

3.1 Applications affines : généralités

Définition une application f : £ — £ est une application affine quand il
existe une application linéaire f; € L(F) telle que

V(M,N) €& fi(MN) = f(M)f(N)

ieVMe& VeeE f(M+z)=f(M)+ fi(z)

On appelle fi la partie linéaire de f ou 'application linéaire associée a  f.

DEMONSTRATION. [

Une application affine est donc uniquement déterminée par la donnée de
I'image d’un point et de sa partie linéaire.

Exemples :
e Soit Acfet f: M- A
e Soit f: M — M.
e Soitue FEet f:M—M-+ud=tzg(M).
o Soit A€ R\ {0,1} et A€ &, enfin h: M — A+ NAM.



Résultat La composée de deux applications affines est une application af-
fine de partie linéaire la composée des parties linéaires.

DEMONSTRATION. [

Corollaire Soit f une application affine de partie linéaire f;. On suppose
que f1 est un automorphisme de FE, alors f est bijective.

DEMONSTRATION. [

Résultat L’image du sous-espace affine A + F' ol F est un sous-espace
vectoriel de E est f(A) + f1(F), donc un sous-espace affine.

DEMONSTRATION. a

Corollaire Une application affine conserve le parallélisme et ’alignement.

Reésultat Applications affines et barycentres « Une application affine
conserve la barycentration ».

3.2 Isométries

Définition Une isométrie de £ est une application f affine de £ qui conserve
les distances, c’est-a-dire : V(A, B) € €2 AB = f(A)f(B)

Résultat
e f est une isométrie de £ <= f; € O(E).

e les isométries sont bijectives de bijections réciproques des isométries.

DEMONSTRATION. [

Définition on appelle déplacement ou isométrie positive de £ une isométrie
telle que f1 € SO(FE). Les autres isométries s’appellent des antidéplacements
ou isométries négatives.

Groupe des isométries noté Zso(E), sous-groupe des déplacements Zso (E).

Remarque : 'ensemble des antidéplacements n’est pas un groupe...

4 Isométries du plan

4.1 Exemples

e les translations (de partie linéaire 'identité) sont des déplacements;

o les réflexions affines (de partie linéaire une réflexion) sont des antidé-
placements ;

—_—
o les symétries centrales (de centre A : M — A — AM) sont des dépla-
cements ;

e la rotation affine de centre 2 et d’angle 0 définie par (M) = Q + R(,(W)
est un déplacement.

Résultat Les déplacements préservent les angles orientés, les antidéplace-
ments les opposent.

Reésultat Etant donnés deux points A et B il existe une et une seule ré-
flexion affine échangeant A et B.

DEMONSTRATION. de la feuille O

4.2 Déplacements

Théoréme Tout déplacement du plan est soit une translation soit une ro-
tation.

DEMONSTRATION. Lemme Un déplacement du plan admet au plus un
point invariant. [



4.3 Composition d’isométries

Résultat
e la composée de deux translations est une translation.

e la composée d’une translation et d’une rotation d’angle 6 # 0[27] est
une rotation d’angle 6 ;

e la composée de deux rotations d’angles respectifs 61 et s est une
rotation d’angle 01 + 65 si 01 + 62 # 0[27], une translation sinon ;

e la composée de deux réflexions est une translation quand les deux axes
sont paralléles, une rotation sinon.

Corollaire Tout déplacement du plan s’exprime comme une composée de
réflexions.

4.4 Antidéplacements

Définition On appelle symétrie glissée la composée d’une réflexion affine d’axe D et
d’une translation de vecteur ¥ non nul paralléle a D.

Reésultat Une symétrie glissée est un antidéplacement sans point fixe. De plus il y a
unicité de la droite par rapport & laquelle se fait la symétrie et du vecteur de translation ;
enfin la réflexion et la translation commutent.

Résultat Tout antidéplacement du plan est soit une réflexion affine soit une symétrie
glissée.

Corollaire Tout déplacement du plan s’exprime comme une composée de réflexions.

5 Isomeétries de I’espace

Exemples :

e translations
e réflexions

e symétries centrales

e rotations d’axe D et d’angle 6 : une telle application associe a un
—_
point M le point (M) = M’ + Re(M'M) ott M’ est le projeté ortho-
gonal de M sur D et Ry la rotation vectorielle d’axe Vect D et d’angle
0

e vissages (composés d’une rotation et d’une translation de vecteur co-
linéaire a l’axe) — la composition est commutative et il y a unicité de
la rotation et du vecteur de translation.

o symétrie glissée (composée d'une réflexion et d’une rotation d’axe in-
clus dans la direction du plan de réflexion)

Théoréme tout déplacement de l'espace est un vissage, une rotation, ou
une translation.

DEMONSTRATION. Lemme un déplacement de ’espace distinct de ’iden-
tité qui admet un point fixe est une rotation. O

Résultat tout déplacement de l’espace se décompose en produit de ré-
flexions.

Similitudes directes du plan

On travaille dans le plan affine euclidien.

6 Définition géométriques

Définition Soit k € R’.. Une k—similitude est une application affine s du
plan vérifiant

V(M,N) s(M)s(N)=kMN
Le réel k est alors appelé le rapport de la similitude.
Exemples :

e Toute isométrie est une similitude de rapport 1.

e Une homothétie de rapport A # 0 est une similitude de rapport A.



Théoréme Soit f une similitude de rapport k. Alors il existe une homo-
thétie h de rapport k et une isométrie g telles que : f = hog.

Théoréme

e Une similitude de rapport k est une application affine d’application
linéaire associée kf; ot f1 est une isométrie vectorielle.

e La composée de deux similitudes de rapports respectifs k et k' est une
similitude de rapport kk’.

e Une similitude de rapport k est bijective et sa réciproque est une si-

militude de rapport T

Remarque

e Une similitude peut aussi étre définie comme une bijection affine (une
bijection affine s’appelle aussi une transformation) qui conserve les
rapports des distances.

e [’ensemble des similitudes est un sous-groupe de I’ensemble des bijec-
tions de E muni de la loi o.

Théoréme L’image d’une conique & foyer par une similitude est une conique
de méme nature.

Remarque

e [’image d’un cercle de rayon r par une similitude de rapport k£ est un
cercle de rayon kr.

e Une similitude de rapport & multiplie les aires par k2.

Définition soit f une similitude de rapport & ; alors il existe une homothé-
tie h et une isométrie g tels que f = g o h. Si g est un déplacement, on
dit que f est une similitude directe ; sinon on dit que f est une similitude
indirecte (ou rétrograde).

7 Ecriture complexe

On identifie C et £ muni d’un repére orthonormal direct.

Résultat soit § € R un angle vérifiant 6 # 0[27] et f une application affine
de E. Alors f est une rotation d’angle de mesure 6 si et seulement si il existe
b € C tel que

VM(z) e E M'(Z)=f(M) <2 =¢2+b

Théoréme soit k € R’ et f une application affine de £. Alors f est une
similitude directe de rapport k si et seulement si il existe (a,b) € C? tel que

laj=k et VM(z)eE M'(Y)=f(M)<=2 =az+b

Remarques
e cas particulier des homothéties, des translations et des rotations.

e groupe des similitudes.

Théoréme soit f une similitude de rapport k£ > 0. Alors
e soit f est une translation

e soit il existe un unique point € et un unique réel (27| telsque f = hor =roh
ou h est 'homothétie de rapport k et centre €2, et r la rotation d’angle
0 centre €.

Remarque une similitude directe conserve les angles orientés.

Théoréme soient deux segments [AB] et [A’B’| de longueurs non nulles.
Alors il existe une unique similitude qui transforme A en A’ et B en B’.



