PCSI 2 Géomeétrie dans ’espace 2008/09

Exercice 1 Soient u et ¥ deux vecteurs de Ejs.

U
1. Calculer (@ — 7).(4 + 7).
1
2. Montrer que : 4.0 = 5 [Hﬁ—l—ﬁ“z — |la@|)* - H”UHZ}
T
3. Montrer que : 4.0 = 1 @+ 7||* — ||u— o

4. Montrer que : |[@ + 7|2 + ||@ — 7% = 2[||ﬁ||2 + ||17\|2} (égalité du

parallélogramme)

5. Montrer que : 4.7 = 0 <= ||@ + ¥||? = ||@]|* + ||7]|* (théoréme de
Pythagore)

6. Montrer que : 4.7 = 0 <= @ + ¥||*> = ||@ — 7]|? ( égalité des

diagonales du rectangle)

Exercice 2
1. Donner I’équation générale d'un plan passant par O(0,0,0).
2. Soient A(a,0,0), B(0,b,0) et C(0,0c) avec a, b et ¢ non tous trois nuls.
Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A, B et C.
3. Quelle est I’équation générale d’un plan paralléle au plan (O, Z, j) 7 au
plan (O, j,k)? au plan (O,1i,k)?

4. Quelle est I’équation générale d’un plan paralléle & D(O, Z) ? d’un plan
paralléle a D(O, j) ? d’un plan paralléle & D(O, k) ?

Exercice 3 Soient u, ¥, w trois vecteurs.
1. Calculer @ A (A W) + UA (WA @) + WA (4 A V) (le résultat porte le
nom d’identité de Jacobi).

2. Démontrer la formule de Lagrange : || A §)|% + (@ - ©)? = ||@]|?||7]|

Exercice 4 Soient A et B deux points de I'espace et ¥ un vecteur fixé non
—_— — N
nul. Déterminer I'ensemble des points M € &3 vérifiant a) AM N AB =0,
e —_— = —_— -
b) AMANBM =0;¢) AMANAB=19;d) AM ANBM =4.

Exercice 5 Soient A, B, C trois points non alignés de I’espace.

1. Montrer que pour tout M € &3, le vecteur
MAANMB+ MBAMC+ MCANMA
est orthogonal au plan (ABC).

2. Déterminer ’ensemble des points M € &3 vérifiant MA A (MB A MC) =0

Exercice 6 Soient @, U, W, & quatre vecteurs de I’espace. Exprimer (@ A ¥) A (0 A Z)
comme combinaison linéaire de w et Z, puis comme combinaison linéaire de

@ et ¥. On supppose que (i, U, W) est une base de £3. Donner les coordonnées

d’un vecteur ¥ quelconque dans cette base.

Exercice 7 Soient d, b, ¢, d quatre vecteurs de ’espace.

1. On suppose @ A b £0etda -é= b-d = 0. Montrer que les équations
aNZ=Cet bAZ = d ont une solution ¥ commune si et seulement si
a-d+b-c=

2. Résoudre le systéme { (_l,/\ { + ‘7{, - li

aNy+xr=c

Exercice 8 On se donne les points A(1,1,1), B(0,0,3) et C(1,2,0) et on
considére le plan P d’équation 2z —y = 1.

1. Les points A, B, C appartiennent-ils & P ?

2. Que signifie géométriquement le fait que la variable z n’apparaisse pas
dans I’équation de P 7

3. Donner une équation du plan P(ABC).

4. Montrer que P NP(ABC) est une droite dont on donnera une repré-
sentation paramétrique.

Exercice 9 Déterminer les intersections suivantes

a) PNPyavec P : 2 —2y+32—-6=0,et P, : x+y—22—2=0.
Soit A(1,0,1). Déterminer une équation du plan défini par A et la droite
d’intersection de P; et Ps.

b) PNDavec P:x+2y+2—6=0et D= (AB), A(1,2,-1), B(3,-1,0).

PCSI 2— LycgEe PasTeur— 2008/09



¢) D1 N Dy avec Dp passant par A(0,1,1) et dirigée par @(2,1,—1) et Do
. —z=2
donnée par les équations { ;;L_yy —Zz -

Exercice 10 On considére les droites suivantes :

r—2z=1 r+y+z=1
D D5 : R.
! {y:z—i—? ot D2 {m—2y+2z:a @<

Déterminer a pour que D; et Ds soient coplanaires et donner alors une
équation du plan commun.

Exercice 11 Donner une équation cartésienne des sphéres
1. de centre (2, —3,4) et tangente au plan d’équation x +y + z = 10;
=0
2. passant par A(5,0,3) et contenant le cercle C' : { ;2 by =4 :
3. contenant les cercles d’équations

z+y+z = 1
2+ +22 42 —-22-34 = 0

r—2y+3z = 0
22+ +22-52-92-30 = 0

Exercice 12 On donne lasphére S : 2244?4222 =9etleplan P:x +y + 2 = 1.

Déterminer le centre et le rayon du cercle S N P.

Exercice 13 Déterminer I'intersection des sphéres S de centre de A(1,0, 1)
et de rayon 1 et S” de centre A’(2,1,—1) et de rayon 2.

Exercice 14 Déterminer la longueur de la diagonale d’un cube de c6té a
et une mesure de ’angle de cette diagonale avec chacune des faces du cube.

Exercice 15 On se donne les points A(1,1,1), B(1,-1,2), C(0,1,-1),
D(2,—1,3). Déterminer I’angle entre les droites (AB) et (AC), I'angle entre
les plans (ABC) et (ABD), la surface du triangle BC'D et le volume du
tétraedre ABCD.

Exercice 16 Calculer la distance du point A & la droite D dans les cas
suivants :
) x+2y—2=0 )
1. A(1,1,1) et D: { Sw— 2y 2= -2
r4+2y—2z=1

2. A(1,2,3) etD:{ 42— 23

Exercice 17 Déterminer la perpendiculaire commune aux droites A et A’
données par les équations suivantes :
z+y+z =1 z+2y+ 3z
{x—y+z:3 ot { r—z = 3

|
o

Exercice 18 Former une équation cartésienne des plans contenant la droite

. 2z — = .
d’équations { éé_}_gji _ et coupant les deux plans d’équations
y = bx et y = —bHx suivant deux droites orthogonales.

Exercice 19 Montrer que les trois plans d’équations respectives
r—y+2z=1 204+y—2z=-1 x+5y—8z2=-2

sont les trois faces d’un prisme.
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