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Résumé

Nous étudions certaines propriétés des longs chemins auto-évitants aléatoires dans Z¢ choisis
‘uniformément’.

Dans un premier temps, on étudie le nombre de chemins auto-évitants & N pas, et on améliore
la simple approximation géométrique du nombre de chemins & N pas. On met ensuite en évidence
une loi de probabilité et un phénoméne de renouvellement pour une certaine catégorie importante
de tels chemins.

Enfin, aprés avoir démontré un théoréme de Kesten sur ’apparition de certains motifs dans
les longs chemins, et ’avoir appliqué pour améliorer I’estimation de la premiére section, nous
établissons une loi de probabilité sur les chemins auto-évitants de longueur infinie dans un
demi-espace de deux maniéres différentes.
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Introduction et considérations générales

Dans un graphe infini, on s’intéresse & une classe particuliére de marches : celles qui ne se
recoupent jamais. On peut vouloir obtenir des informations sur le nombre de tels chemins, et sur
leur structure. Une catégorie importante de graphes dans ce domaine est celle des réseaux de R?, et
nous nous restreindrons dans cette étude au réseau hypercubique Z<.

Les résultats que nous établirons seront de deux types : des résultats de nature combinatoire et
d’autres de nature probabiliste. Les premiers nous renseigneront sur le cardinal de certains ensembles
de chemins auto-évitants. Qutre établir la croissance quasi-géométrique du nombre de chemins auto-
évitants & N pas, et quelques autres résultats dignes d’intérét, ils permettrons de construire une
loi sur les chemins auto-évitants dans le demi-espace droit, et de faire apparaitre un phénomeéne de
renouvellement, qui a lieu lorsque le chemin atteint pour la derniére fois une abscisse.

0.1 Premiéres définitions

Définition 0.1. Un chemin est une suite finie w = (w(0),...,w(N)) de plus proches voisins dans
Z4. On dit qu’il est auto-évitant si la suite est de plus injective. On note C I’ensemble des chemins
auto-évitants, considérés a translations prés. Par commodité, on prendra w(0) = 0.

Pour w = (w(0),...,w(N)), on note |w| = N sa longueur, ou encore son nombre de pas, et on
définit son étendue A = max; jwi(i) —wi(j), ot on note y; la i-iéme coordonnée de y dans la base
canonique de Z°.

On note cy le nombre de chemins auto-€évitants de longueur N .

On notera aussi wli, j] le chemin (w(i),...,w(j)), pour i < j.

Plusieurs classes particuliéres de ces chemins nous intéresseront & ’avenir :

Définition 0.2. On note H ’ensemble des chemins auto-évitants qui restent dans le demi-espace
{z1 > 0} a partir de leur premier pas, et hy le cardinal des chemins de H a N pas.
On dit qu’un chemin auto-évitant @ N pas w est un pont s’il vérifie

VZG[[LNH O<W1(Z)<W1(N)
On notera B l'ensemble des ponts et by le cardinal de l'ensemble des ponts & N pas.

Définition 0.3. Siw et w’ sont deuz chemins de longueurs respectives N et N', on peut définir leur
concaténation w o w’ comme le chemin p de longueur N + N’ vérifiant

oi) = w(7) pour i € [0, N]
w(N)4+w'(i—N) pourie[N+1,N+ N'].

On remarque que, si la concaténation de deux chemins auto-évitants n’en donne pas nécéssaire-
ment un troisiéme, la concaténation de deux ponts en donne toujours un troisiéme.

Définition 0.4. On dit qu’un pont w est irréductible s’il ne peut pas s’écrire comme concaténation
de deux ponts de longueur strictement positive. On notera T l'ensemble des ponts irréductibles et Ay
le nombre de ponts irréductibles a N pas.

Par convention, il n’existe pas de ponts irréductibles de longueur nulle.

Définition 0.5. Soit w un pont ¢ N pas. On dit que j € [w1(0),w1(N)] est un point de rupture de
w 8l existe r € [1,N] tel que Vi € [0,7] wi(i) <j et Vi € [r+ 1, N] wi(i) > j.

On remarque qu’'un pont est irréductible si, et seulement si, il n’a pas de point de rupture autre
que ’abscisse de son dernier point.



Proposition 0.1. Un pont s’écrit de maniére unique comme concaténation de ponts irréductibles.

Démonstration. Soit w un pont non irréductible, soit ¢ le plus grand entier tel que wq(7) soit le plus
petit point de rupture de w. Alors !} = (w(0),...,w(i)) est un pont irréductible, le reste est un
pont, de longueur strictement plus petite. C’est le premier terme de la décomposition.

L’unicité de nl*! provient de I’observation suivante : Etant donné un pont, il existe un unique
pont irréductible le commencant, tel que le reste soit encore un pont (éventuellement un point) :
I’abscisse du dernier point du pont irréductible doit étre le premier point de rupture, et le pont ne
doit plus y retourner, ce qui donne la maximalité de 7 dans la construction précédente.

On conclut par récurrence. O

w(56)

w(12)

w(0) w(37)

FiGc. 1 — Un pont et sa décomposition en ponts irréductibles. Les points indiquent les limites des
ponts irréductibles, les traits les points de rupture.

Définition 0.6. Si A est un ensemble de chemins, on note pour N € N, Ay l’ensemble des chemins
dans A a N pas.

0.2 La constante de connectivité

On cherche a comprendre ’accroissement du nombre de chemins auto-évitants avec la longueur.
Comme on a, pour tout N, I'encadrement d¥ < cy < 2d(2d — 1)V 1 (car, pour obtenir un chemin
auto-évitant, on peut se limiter & prendre les coordonnées croissantes, mais les retours immédiats
sont interdits), on peut penser que le comportement de ¢y est grosso modo géométrique. On a en
fait le résultat suivant :

Théoréme 0.1 (constante de connectivité). Il existe un réel strictement positif 1, appelé constante
de connectiviteé, tel que

—

1/N
CN
N—oo

De plus, pour tout N, cy > puv.

C’est une conséquence directe du lemme suivant

Lemme 0.1 (sous-additivité). Soit (un)n>1 une suite réelle sous-additive, c’est a dire telle que
V,m 21, Unpim < Up + U,

Alors la suite (un/n)n>1 converge et
Unp . Uk
— — inf —.
n n—ook>1 k



Démonstration. On a les inégalités évidentes :

inf = < liminf = < limsup —.

n=l n n—oo n n—oo N
Il suffit donc de montrer que limsup,,_, . (u,/n) < inf,>1(u,/n). Soient alors n et p deux entiers.
Posons

M= max u,.
re[0,p—1]
Soient ¢ et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de n par p, on a par
une récurrence évidente que u, < qu, + u,. Comme g < n/p, on a
Up, Up  Up U, M

<g—+—< —+ —-
n n n P n

En prenant la limite supérieure, on obtient :

. Uy U
limsup — < —£.
n—o0o n p

Ceci étant vrai pour tout p > 1, on a alors I'inégalité voulue. O

Remarquant de plus que, pour tous N et M, tout chemin de longueur N + M s’écrit comme

la concaténation d’un chemin de longeur N et d’un chemin de longueur M, si bien que ¢y <
cyceyr- En passant au logarithme, on obtient ’existence de la constante de connectivité u, qui vérifie
dailleurs d < p < 2d—1et cy > uN , puisque le lemme nous affirme que la limite est en réalité
Iinfimum.
Remarques : La concaténation de deux ponts étant toujours un pont, la suite (b}v/N)NGN converge
vers une ‘constante de connectivité des ponts’ u g, vérifiant par ‘sur-multiplicativité’ by < ,ug . Cette
constante est trivialement inférieure & p puisqu’un pont est un chemin auto-évitant. On verra qu’il
y a en fait égalité.

Ceci ne nous donne cependant pas énormément d’informations sur le comportement asymptotique
de ¢ . Nous montrerons plus tard que cyyo/cy — ,u2.

Il est également conjecturé que

ey ~ CpNNYTL

Ceci a été démontré en dimension supérieure a 5, avec v = 1.

0.3 Fonctions génératrices

Un certain nombre de raisonnements dans la suite s’appuient sur l'utilisation des séries généra-
trices. Introduisons-en donc certaines particuliérement importantes :

Définition 0.7. On définit la fonction génératrice x des chemins auto-évitants par

x(z) = Z enzy = Zzl“’l.

NeN

On définit de méme H,, B, et A, les fonctions génératrices des chemins dans un demi-espace, ponts,
et ponts irréductibles respectivement.

On remarquera que, les coefficients des séries étant toujours positifs, quand z tend vers le rayon
de convergence de la série par valeurs inférieures, la valeur de la série en z converge vers sa valeur
en son rayon de convergence, éventuellement infini (convergence monotone).

. . . 1/N
La section précédente, avec limy_ oo c]\{ = u nous donne le rayon de convergence de x : c’est

— -1
Ze=p

De plus, comme cy > 'V

,on a, pour z € [0, z.), x(2) = 1/(1 — pz). En particulier, x(z.) = 4oc.



1 Une borne et une de ses conséquences

La sous-additivité nous dit seulement que cy = u exp(o(N)). Dans cette section, nous éta-
blissons une majoration de cypu~ en exp(O(v/N)), ce qui est la meilleure majoration connue en
dimension 2. Nous en tirons ensuite des conséquences trés importantes sur les ponts.

1.1 Une borne pour cyu™

Théoréme 1.1. Pour tout B > 7/2/3, il existe Ng > 1 tel que
VN = Ny, ey < ,uNHeB‘/ﬁ.

Pour démontrer ce théoréme, on a d’abord besoin de quelques résultats préliminaires.

Définition 1.1. Soit N un entier strictement positif. Une partition de N est la donnée d’une suite
finie d’entiers Ny > No > --- > Ni > 0 telle que N1 + ---+ Ny, = N. On note P(N) le cardinal de
l’ensemble des partitions de N.

Remarque : Une telle partition de N est équivalente & la donnée d’une suite stricement croissante
(ai)ieqi,i] telle que ap, = N et a1 > ag —ay > --- > ax — ap_1 par la bijection (N;); — (31 Ny);
Nous admettrons le résultat suivant de combinatoire.

Théoréme 1.2. On a le comportement asymptotique suivant :

/N
logP(N) ~7 3 quand N — oo.

Ce résultat est ici admis, une démonstration peut étre trouvée dans [HR17].
Proposition 1.1. Pour tout N > 1, on a hy < P(N)bn.

Démonstration. Soient N > 1 et w € Hy. Nous allons transformer w en un pont par la méthode
suivante, aussi décrite dans la figure 2 : soient

L=max{wi(j):i€[1,N]} et ip=max{ie[1,N]:wi(i)=L}.

Considérons ensuite le chemin w() qui commence comme w mais tel que, & partir de ig, w™) est la
réflection de w par rapport & ’hyperplan x; = L. Autrement dit :

w(? si g

W@ =0 o

(2L — w1 (4), wa(i),...,ws(i)) sii

Le choix de L fait que w(® est encore auto-évitant et est aussi clairement un élément de Hy. Si

on réitére ce procédé, on obtient un entier 41 et un chemin w® qui, a partir de i1, est la réflection de

w® par rapport a I'hyperplan z; = w(l)(il). En continuant, on obtient une suite finie strictement
croissante d’entiers (ix)rcfo,p) €t des chemins (w(k))ke[[oypﬂ. Remarquons alors que i # 0, ip = N

i07

VoA

io.

(sinon on pourrait réitérer le procédé), que w® est un pont (précisément car i, = N) et que
w1 (1) > |wi(iz) —wi(in)] > -+ > w1 (ip) —wi(ip—1)| > 0 grace au choix de L & chaque étape.

La donnée du pont final w®) et des |w;(i;) — wi(ij—1)|, qui forment une partition de 1’étendue
de w®) (qui est inférieure & N), caractérisent injectivement w. Si on note by 4 le nombre de ponts
a N pas d’étendue A, alors

N N
hy <Y P(A)bya < P(N)> bya < P(N)by. O
A=1 A=1



w(iy) w®(4;)

w®(0)

w® (il)

cd(2)(12)

FiG. 2 — Illustration de la preuve de la proposition 1.1

n
Lemme 1.1. Pour toutn > 1, on a ¢, < Y. hp—mhmyr.
m=0

Démonstration. soit w un chemin auto-évitant de longeur n > 1. Considérons M = min; w1 (i) et m

le plus grand i tel que wy (i) = M. Les deux chemins (w(m),...,w(n)) et (w(m) —e1,w(m),w(m —
1),...,w(0)) sont clairement dans H,,_,, et H,,+1 respectivement, et déterminent complétement
w. O

Preuve du théoréme. Soit B > w4/2/3, soit € > 0 tel que ¢ < B —m+/2/3. Prenons un réel K tel que
Vn > 1, P(n) < K exp [(B —e) n/Q} ,
qui existe bien par le théoréme 1.2.

Ceci, avec le lemme et la proposition précédente, le fait que Vi,j, b;b; < b;y; et I'inégalité
Va,y > 0,z + /y < /2x + 2y, donne, pour n > 1 :

Cn < Z hn—mhm+1
m=0
< Y bmgibuomP(m + 1)P(n —m)
m=0
9 " m+1 n—m
< Kbn+1mz_oexp((3—£) \/ 5 +\/ 5 1)

< bpri(n+1)K? exp[(B —e)vn + 1.
Enfin, comme b, 11 < "' et en utilisant la marge donnée par le €, on trouve donc un Ny tel que

Vn > Ny, ¢n < " texp Byn.



1.2 Une conséquence sur les ponts

Proposition 1.2. On a :
pUN
N -
Ceci veut dire que la ‘constante de connectivité des ponts’ est en fait égale a .
Ce résultat peut étre amélioré. En effet, on sait maintenant que le rayon de convergence de la
fonction caractéristique des ponts B, = Z?VOZO bz est z, = p~t. En fait, cette série diverge au
point critique, c’est-a-dire qu’on a

B, =Y byu N =+oc.
N=0

Démonstration. Le fait que b}v/N — u découle du théoréme précédent, car, pour N assez grand, on
a

MN—le—B\/ﬁ <by < MN.

(Voir la derniére ligne des inégalités de la preuve précédente, et ¢ > u™)

Pour montrer la divergence de la série, rappelons-nous la démonstration de la proposition 1.1
grace a laquelle on peut voir qu'un chemin dans un demi-espace est caractérisé par la donnée d’une
suite finie de ponts, dont ’étendue est strictement décroissante. Plus précisément, si on note by, 4
le nombre de ponts de longueur m et d’étendue A, on a, pour N > 1 :

k
s (Hbm> ,
=1

k

oil la somme se fait sur tous les entiers & > 1, les suites (A;);e[1,x] strictement positives et strictement
décroissantes et les suites (m;);e[1,x] strictement positives dont la somme vaut N. Alors, pour z > 0,
on a :

i hnN < ﬁ (1 + i bm,Azm> .
N=0 A=1 m=1

Cela se voit en comparant les termes de méme degré de chaque c6té. En combinant ceci et I'inégalité
classique 1 4+ x < e” pour x > 0, on obtient :

i hnzY <exp <§: i bm,Azm> =exp(B, — 1).
N=0

A=1m=1

Combiner ceci avec le lemme 1.1 permet d’obtenir, par produit de Cauchy :

oo o0 2
Z enzy < 271 (Z thN> < 2 1e2(B=—1)
N=0 N=0

On sait que le terme de gauche diverge quand z = z., donc celui de droite aussi, ce qui conclut la
preuve. O



2 Ponts et renouvellement

Dans cette section, on va essayer de construire un loi de probabilité sur les ponts irréductibles,
et ce faisant, faire apparaitre un phénomeéne de renouvellement dans la construction des ponts, vus
comme concaténation de ponts irréductibles.

Pour ce faire, on a besoin de définir une fonction particuliére, la masse.

2.1 La masse

Définition 2.1. Pour x € Z% et N entier, on note cy(x) le nombre de chemins auto-évitants @ N
pas commencant en 0 et se terminant en x, et G,(x) la série génératrice de la suite ainsi définie.

Proposition 2.1 (décroissance exponentielle de G,). Pour tout z € (0, z.), il existe des constantes
positives D, et 0, telles que, pour tout x dans 7

G.(z) < D,e 080l izl

Démonstration. On a
G.(x) < Z enzN.

NZ[zo

Pour tout £ > 0, il existe K. tel que, pour tout N € N, ¢y < K.(u+ ¢)". En sommant, on a

Glo)< Y Ke((u+e))V

En choissant ¢ tel que (¢ +¢)z =0, < 1, on obtient

llzlloo
Colo) < K. < e lostel izl
1-6,
ouonapose D, =K. /(1-86,).
O
On est ainsi amené a poser la définition suivante :
Définition 2.2. Pour z > 0, on note
—log G 0,...,0
m(z) = liminf 08 G- (1,0, .-, 0)
n—00 n
la ‘masse’, que l'on peut voir comme le tauzx de décroissance exponentielle de G, .
Remarquons que, comme G,(n,0,...,0) = 2" (le chemin direct de (0,...,0) a (n,0,...,0) est

un pont, donc b, (n,0,...,0) > 1), on a m(z) < —log z.

2.2 Théorie du renouvellement sur les ponts

Ici, nous allons construire une loi de probabilité sur les ponts irréductibles, en faisant apparaitre
une équation de renouvellement sur les ponts, renouvellement qui a lieu lors d’'un ‘changement de
pont irréductible’. Cette loi nous permettra, dans le dernier chapitre, de construire aléatoirement
des ponts infinis.

Pour commencer 1’étude, on va tout d’abord se placer au point critique, c’est-a-dire en z.. On va
voir qu’alors, on peut définir une loi de probabilité sur les ponts irréductibles w en leur donnant un
poids de 2!

Ensuite, on se placera en-dessous du point critique pour étudier plus en détails les points de
chute des ponts irréductibles. Le ‘poids’ des ponts est alors un peu plus complexe, puisqu’un facteur
faisant intervenir la masse et ’étendue apparait.



2.2.1 Au point critique

Un pont auto-évitant est en fait une succession de ponts irréductibles. Les extrémités de ces ponts
irréductibles peuvent donc étre vues comme des ‘points de renouvellement’ du pont, en ce sens qu’il
ne repasse jamais derriére ce point. La suite consiste & essayer de faire apparaitre une équation de
renouvellement et & en tirer des conséquences.

On a tout d’abord, 'identité suivante :

N
by = Z Asbn_s + N0,

s=1
puisque un pont se décompose de maniére unique en un pont irréductible, suivi d’un pont. On en
déduit que, pour z € (0, z.),
Bz = Z bNZN

N0
N
=> (Z Asby—s +6N,o> 2N
NZ>0 \s=1
N
=14 > ) Aby_o2"
N2>0s=1
N
=1+ Zbkzk <Z )\st>
k>0 s=1
et donc
B, = ! .
1 -A,L

Comme alors B, est fini, on en déduit que A, < 1.
D’aprés la proposition 1.2, lim B, = +o00, et donc A,, =1, c’est a dire, comme z. = 1/p,

k>0 P

On a ainsi une loi de probabilité sur les ponts irréductibles, avec la probabilité P(w) = p~1«l.
Cette loi sera étudiée plus en détail dans la derniére section.

Intuitivement, on donne un ‘poids’ exponentiel en sa longueur & chaque pont irréductible. Ceci
permet de ‘pénaliser’ les ponts irréductibles de grande longueur.

Si 'on pose ainsi pp, = Ay F et any = byp~V, on obtient I’équation :

aN = E PkAN —k-

k>0

Ceci illustre le lien entre la loi sur les ponts irréductibles et la construction de ponts, donnant
une loi qui sera étudiée en derniére section. Cette équation s’interpréte comme une équation de
renouvellement discret au sens suivant :

Si on se donne une famille de variables aléatoires i.i.d. (X;);en & valeurs dans N, de loi P(X; =
k) = pi (typiquement des longueurs de ponts irréductibles), alors

ay =PEkeN: X, 4+ + Xz = N).

Le nombre ay s’interpréte ainsi comme la probabilité qu’un renouvellement ait lieu au temps IV,
c’est-a-dire que ’on ‘change’ de pont irréductible au N-iéme pas avec une probabilité ay.
On utilise ensuite le



Théoréme 2.1 (du renouvellement). Soient (f;)i>1 et (g:)i>0 deuz suites positives, telles que l'on

ait 0 < g = Zn20 gn < o0 et fi1 > 0. On pose f = Zn>1 fn, et on définit la suite (v,)nen comme
suit :

{Uo =90
V> 0,0, =Y 0y fivni + gn.
Alors :
(i) si f <1, lim, .oovn, =0, et v, =g/(1— f);
(i) si f =1, lim, oo vn =g/ kfi), et donc > v, diverge;
(iii) si f > 1, imsup, . vx/™ > 1.

La preuve est détaillée en annexe B.
Ici, on a f, =pp, et f=1, g, = p0 et v, =b,u™" = ayp, et donc

by 1
no_ .
pr n—oo T kpi
Ceci permet d’affiner un résultat vu précédemment, & savoir que la ‘constante de connectivité
des ponts’ est u :

— Si Y kpy (i-e. le temps moyen entre deux renouvellements) est fini, alors by ~ Cu'v.
— Dans le cas ol ce temps est infini, by = o(u'V).

2.2.2 Points de chute des ponts irréductibles

On s’intéresse maintenant aux ‘points de chute’ des ponts irréductibles. Pour cela, on se place
en-dessous du point crtique, en z € (0, z).

Définition 2.3. On note, pour N et L entiers, by 1 le nombre de ponts ¢ N pas commengant en 0
et se terminant dans Uhyperplan {x, = L}, et, pour y € 7471, bn.(y) le nombre de ponts & N pas
commengant en 0 et se terminant en (L,y).

Si A est un ensemble de chemins, on note, pour L entier ety € Z9=*, A(L) et A(L,y) I’ensemble
des chemins dans A se terminant dans Uhyperplan {x1 = L}, respectivement au point (L,vy), et A, (L)
et A,(L,y) leur fonction caractéristique.

Pour commencer, on a les égalités suivantes :

N L

by = Z Z Ak, jON—k,L—j + ON,00L,0
k=0 j=0

£
¢ N L
b)) =YY > Mej(©)bnrr—i(y—v) + N 00L,00y0-
k=0 j=0 yezd—1

De ceci, on déduit 1’égalité sur les fonctions caractéristiques :

L
Ba(L) =Y A+()B=(L = 5) + dr.0,
§=0

Pour le reste de cette section, fixons donc z € (0, z.). On définit ensuite :

pr=pu(5) = A(L)ebm) = § zllebmta
w€eZ(L)

BZ(L)eLm(z) —_ Z Z\w|eLm(z),
weB(L)

ar, =ar(z)
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et P(s) et A(s) leurs fonctions génératrices respectives.
On obtient toujours une équation du type renouvellement : ay = Z,@OpkaN_k.
On a de plus le lemme suivant, qui nous affirme que ’on a bien une loi de probabilité :

Lemme 2.1. Zk>0pk =1.

Démonstration. On a toujours I’égalité A(s) = 1/(1 — P(s)). Par définition de m(z), on obtient que
le rayon de convergence de A(s) est 1. De plus, on peut montrer par un raisonnement trés long et
fastidieux que nous ne détaillerons pas ici (le lecteur pourra trouver tous les détails dans [MS93]),
que la suite (az,) est minorée par x(z)~2, et donc A(s) diverge en 1.

On a donc bien P(1) = > ;o px = 1. O

Intuitivement, on a ici affaire & la méme loi qu’au paragraphe précédent, mais on n’est plus au
point critique. On doit alors donner un poids en z/“l & un pont irréductible, pondéré par I’exponen-
tielle de son étendue, fois la masse. On peut montrer que m(z) tend vers 0 quand z — z., et quand
z = z. on retrouve ainsi la loi précédente. Cependant les raisonnements suivants ne s’appliquent pas
au cas z = z.

L’avantage de s’étre placé en-dessous de z. réside dans le fait que 'on peut utiliser cette loi pour
choisir, non plus la longueur des ponts irréductibles, mais leur étendue (et donc les points de rupture
du pont construit par concaténation), voire leur point de chute. En effet, rien ne nous dit que ar,(2)
converge quand z tend vers z..

On obtient aussi, par le théoréme 2.1, limy,—.cc az, = 1/(3 ;5 kpx) > 0, donc 3, - kpy < oo.

D’un point de vue probabiliste, ceci signifie que 1’espérance de 1’étendue d’un pont irréductible
choisi aléatoirement selon cette loi est finie.

En fait, on a beaucoup mieux : les moments de la suite (pg)r sont tous finis, ceci découlant du
théoréme suivant :

Théoréme 2.2 (séparation des masses). On définit la ‘masse pour les ponts irréductibles’

.. —logA.(L)
ma(z) = Hpminf ==
Alors

ma(z) > m(z) pour tout z < z,

ce qui est équivalent a

/k

lim supp,lC < 1.

k—o0
La preuve de ce théoréme est renvoyée en annexe A.
L’équivalence des deux assertions s’obtient par un calcul rapide avec les définitions de py et my,
. . 1/k
qui donne limsup p,/" = m/m,.
On remarque aussi que

A(L) = Z vz < Z uN N — (pz)

N>3L N>3L

et donc
ma(z) = —3log(uz).
De plus, comme M3z, 7, > 1 (voir le chemin EFNOL-INEE-L)

ma(z) < —3log z.

Le théoréme du renouvellement nous donnait que la probabilité d’avoir un renouvellement en L
(ar,) converge. Le théoréme suivant nous montre que cette probabilité converge exponentiellement
vite.
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Théoréme 2.3 (convergence exponentielle de (ar)ren). Pour tout z € (0, 2.), il existe e(z) > 0 tel
que, si l’on note C, = 1/2:,@O kpk,

lap — C,| < e Ee(),

Démonstration. On considére la fonction de variable complexe s — P(s). On a vu que P(1) =
> pr, = 1. Les coefficients de P étants réels, positifs, on en déduit que pour tout s # 1 et |s| < 1, on
a |P(s)| < 1. Le théoréme de séparation des masses nous dit qu’il existe R = (lim supp,lc/k)_1 > 1
tel que P soit analytique sur D(0, R). On a donc r € (1, R) tel que 1 soit le seul zéro de P — 1 sur
D(0, 7). On remarque aussi que P’(1) = C; 1 # 0.

Le théoréme des résidus appliqué a la fonction analytique s +— f P(s) donne ainsi :
-1 1 gLl
Res (75:0) + Res(ipm01) = 5 7{S|—r IO
ar, - C, = O(r %)
Ce qui donne le résultat avec r = e5(#). O

On a & present un théoréme nous donnant la répartition asymptotique des points de chute sur
I’hyperplan de chute d’un pont, quand 1’étendue du pont tend vers 'infini.

Théoréme 2.4 (Distribution gaussienne du point de chute). Pour tout z € (0, z.), il existe §, > 0
tel que

1 vl?
B.(L,y)etm&) pd=1/2 _ sze_ £ P 0 uniformément en y.
i P — 00

Intuitivement, cela signifie que, asymptotiquement, les points de renouvellement (i.e. les points de
chute) de ponts infinis construits avec cette loi suivent, conditionnellement & la premiére coordonnée,
une loi gaussienne.

Démonstration. On considére le probléme d’un point de vue probabiliste : On se donne ainsi (X,,,Y;,)
des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées & valeurs dans N x Z?~1, de loi
donnée par P((X,,Y,) = (L,y)) = pry = A, (L,y)e*™ (le point d’arrivée d'un pont irréductible
tiré d’aprés la loi de probabilité précédente). On construit ainsi un chemin auto-évitant dans un
demi-espace en concaténant les ponts irréductibles obtenus : S, = Y. (X;,Y;). On a alors le
résultat suivant :

P(3n € N|S,, = (L,y)) = B.(L,y)el™® = ar,,.

En effet, supposons L et y non nuls (sinon la formule donne 1 = 1...). On a alors

L
B (L,y)e"™ =) =" 3" A.(j,v)B.(L — j,y — v)e!™)

j=1lovezd-1

L
=D > PBUX.Y)=(j,0)B:(L ~ j,y - v)el

L k
= Z Z HP((X7 Y) = (ni7vi))

:]P(X1—|—~'—|—Xk:LetY1+--~+Yk:ypourunk€N).
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Le théoréme & démontrer dit juste que cette probabilité se factorise en probabilités gaussiennes de
variance proportionnelle & L/P(I’hyperplan (L, .) est touché). C’est intuitivement vrai, & condition
d’avoir Y de variance finie.

Or Y a un moment exponentiel : Si z € (0, 2..), il existe s > 0 tel que E(e*I"]) < cc.

En effet, my est une fonction finie (—3log(uz) < ma < —3logz), concave, donc continue car
décroissante, en log z (la concavité provient d’une application de I'inégalité de Holder, qui dit que
si (an) = 0, B +— —log> a,e™ est concave, ici 3 = logz et a, = A1, et du fait que la limite
inférieure conserve la concavité). En se souvenant de la séparation des masses ma > m, on a donc
s> 0 tel que mp(e®z) > m(z) pour e’z < z, et ainsi :

E(e) = 3 e AL (L, y)et
L,y
< Z GSN)\N)L(L)ZNeLm(Z)
L,N
L

Reste a utiliser le

Théoréme 2.5 (Stam). Si :
(i) 0 <E(X;)=60<o00;
(ii) le 5% -ieme moment de X est fini;
(i1i) cov(Y1,,Y1,;) =0 dés que i # j et v=var(Yy;) < oo;
(iv) la distribution de (X,,Y,) n’a pas de périodicité ;

et st l'on note (@12
1 0 B 2
L _ - —0|y|“/2vL
p(Ly) = (2m> e ;

U(L,y) =B L(xy 4ot X Yo et Yo ) =(Loy) )

alors |LUY=Y/2U (L, y) — (L, y)| P 0 uniformément en y.
— 00
Ce théoréme est ici admis, la preuve compléte (dans un cadre beaucoup plus général) est détaillée
dans [Sta69, Sta71].
Dans notre cas, les hypothéses sont vérifiées :
(i) X1 >0ps.,0=Ct <o0;
(ii) X1 a un moment exponentiel car lim supp,lg/k <1;
(iii) (Y14,Y1 ;) suit la méme loi que (Y7 ;, —Y7 ;) par symétrie, on a de plus une variance des Y;
indépendante de 7. La variance v est fini par le lemme précédent ;
(iv) I suffit de remarquer que V(I,y) P((X1,Y1) = (L,y)) > 0, ce qui est évident.

Comme U(L,y) = B.(L,y)e!™*), avec 6, = 22, on a bien

— 0 uniformément en y. O

z
L—oo

d—1
L<d—1>/QBZ<L,y>eLm<Z>—<c—1>‘1( ; ) et
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3 Théoréme des motifs et une application

3.1 Théoréme des motifs de Kesten

Définition 3.1. On appelle motif un chemin auto-évitant (que l’on ne verra que comme partie d’un
chemin plus grand).

On dit qu’un motif M = (m(0),...,m(n)) apparait au j-iéme pas du chemin w s’il existe v € Z%
tel que w(j + k) = m(k) + v pour tout k € [0, n].

On note ek, M| le nombre de chemins auto-évitants & N pas ot M apparait au plus k fois.

On dit que M est un motif propre si pour tout entier k il existe un chemin auto-évitant dans
lequel M apparait au moins k fois.

Un motif propre est en fait un motif que 1'on peut retrouver souvent dans les chemins auto-
évitants, et la propriété suivante en fournit une caractérisation sympathique.

Proposition 3.1. Un M motif est propre si et seulement s’il existe un cube QQ et un chemin auto-
évitant ¢ contenu dans Q) et dont les extrémités sont des coins de Q, tels qu’il y ait une occurrence
de M dans .

Le sens indirect est clair, le lecteur trouvera une démonstration du sens direct dans [HW85].

Définition 3.2. Soit Q@ = {& : Vi € [1,d] a; < x; < a; + b} un cube. On définit alors son
‘adhérence’ Q = {xr € Z¢ : Vi€ [1,d] a; —2 < x; < a; +b+2} et sa frontiere’ §Q = Q \ Q.
Soient M un motif & n pas et Q un cube tels que M est contenu dans Q, et ses extrémités
sont des coins de Q. On dit que (M, Q) apparait au j-itme pas de w s’il ewiste v € Z¢ tel que
w(j + k) = m(k) +v pour tout k € [0,n], et w(i) € Q + v pour tout i < j owi > j+n.
On note cy|k, (M, Q)] le nombre de chemins auto-évitants & N pas ot (M, Q) apparait aw plus
k fois.

Le prochain résultat, da a Kesten, est trés intéressant : il dit qu’un motif propre donné apparait
souvent dans presque tous les chemins.

Théoréme 3.1 (Théoréme des motifs de Kesten).
(i) Soit Q un cube et M un motif comme dans la définition précédente. Il existe alors un a > 0 tel
que :
lim sup(cy [aN, (M, Q)N < p.
N —oo
(i) Pour tout motif propre M, il existe un a > 0 tel que :
lim sup(cy[aN, M])YN < p.
N—o0
Remarquons que la propriété (¢) implique la propriété (i7). En effet, si M est un motif propre, il
suffit de voir que cy[aN, M] < en[aN, (¢, Q)] ot ¢ et Q sont donnés par la proposition précédente.

Définition 3.3. Soient w un chemin auto-évitant ¢ N pas et r un entier. On définit, pour j € [0, N] :

QUy)={z€ VA lz; —wi()| < r Vie[l,d]}.

On dit que E* a lieu au j-iéme pas de w si Q(j) est entiérement recouvert par w. Pour tout k > 1,
on dit que Ej a lieu au j-iéme pas de w si au moins k points de QQ(j) sont visités par w et on dit
que Fj alieu au j-iéme pas de w si By ou E* a lieu.

Dans la suite, on utilisera le symbole F pour E*, Ej, ou Ej. Si m est un entier, on dira que
E(m) alieu au j-iéme pas de w si E a lieu au m-iéme pas du chemin (w(j —m),...,w(j +m)). On
définit cyk, E] et eylk, E(m)] comme étant respectivement le nombre de chemins auto-évitants a
N pas ou E a lieu au plus k fois et le nombre de chemins auto-évitants & N pas ou E(m) a lieu au
plus k fois.
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FiG. 3 — Illustration de la définition dans Z? avec r = 1. En j = 7, E* et E;g ont lieu.
Lemme 3.1. Si
liminf ex [0, E]YN < p,
N—o0
alors il existe un a > 0 et un entier m tels que

lim sup ey [aN, E(m)]YYN < p.

N —o0

Grossiérement, ce lemme nous dit que, si presque tous les chemins remplissent au moins un cube,
alors ils en remplissent souvent. Et c’est effectivement le cas, comme on le verra au lemme suivant.

Démonstration. Puisque cy[0, E] = cn[0, E(N)], il existe un € > 0 et un entier m tels que

m[0, E(m)] < (p(1 —¢))™

et
em < (u(1+¢€)™

On considére un chemin auto-évitant w & N pas et on pose M = | N/m]|. Si E(m) a lieu au plus
k fois dans w alors F(m) a lieu dans au plus k& des M sous-chemins

(w((i = Dm),w((i —1)m+1),...,w(im))  aveci € [1,M].

On en déduit la majoration

f:( )ij (em 0, E(m))™ ~ en—nrm

< pMmepn_ MWZ( ) (14 &)™ (1 —g)Mm—im,

11 suffit alors de montrer qu’il existe un p > 0 et un ¢t < 1 tels que, pour tout M assez grand
Cm[pM, E(m)]YM <t

(on prendra alors 0 < a < p/m).
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Or, si p est assez petit, on a

pM

> <Aj)(1 b eym(1 — e)Mm=im < (M 4 1) (ij‘]\%) G ﬂ:)pMm (1 eym.

=0

Quand M tend vers l'infini, la racine M-iéme du membre de droite tend, par un calcul long mais
facile utilisant la formule de Stirling, vers

1 1+e\"™ m
pP(l—p)t=r) (1—6) (1=e)

qui est inférieur & 1 pour 0 < p < pg avec pg assez petit. On conclut facilement. O

On a encore besoin d’un lemme, qui nous dit que presque tous les chemins ‘remplissent’ au moins
un cube.

Lemme 3.2. liminf cy[0, E*]V/N < p.
N—o00

Démonstration. Supposons par ’absurde que limy_,cn[0, E*]l/N = U.
On va montrer qu’il existe alors un k tel que presque tous les chemins visitent k& points de Q(j),
pour beaucoup de j, et jamais plus.
On remarque que cy[0, Ey] est croissant en k. De plus, si E* n’a pas lieu, alors E(2,45)4 non
plus, si bien que ¢y[0, E*] < en [O,E(2T+5)d] < ¢y, et donc
lim (en[0, E(2r+5)d])1/N

— 00

Ensuite, on a cy|[0, E,,+3] =0 pour N > r +2. On en déduit qu’il existe k € [r + 3, (2r + 5)¢ — 1]
tel que ~
Nlim en[0, B VYN <

et
lim en[0, B ]V = p.
N—o0
D’aprés le lemme précédent, il existe donc a > 0 et un entier m tels que

lim sup e [aN, Ex(m)]Y/N

N —o0

< U.

On définit 'ensemble 7y des chemins auto-évitants de longueur N tels que Ek+1 n’a jamais lieu,
et Ex(m) au moins aN fois. On a

|TN| > CN[O,Ek_H] - C]\/[(l]\/v7 Ek(m)}

et donc
lim |7y "N = p.
N —oo

La suite de la démonstration repose sur le fait suivant :
Etant donné un chemin auto-évitant w dans 7y, on considére les Q(j) dont exactement k points sont
visités par w. On peut alors remplacer, dans certains de ces cubes, w par un chemin auto-évitant
qui les remplit complétement. Ceci fournit un grand nombre de chemins auto-évitants visitant plus
de k points dans assez de cubes pour contredire le résultat précédent. Les cubes choisis doivent en
particulier étre d’intersection vide.
Nous ne rédigerons pas ici les détails, que le lecteur intéressé trouvera dans [MS93]. O
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Preuve du théoréme de Kesten. Soient M et Q comme dans I’énoncé du théoréme. Quitte & translater
et allonger M, on peut supposer que Q = {x € Z¢ : |z;| <r Vi€ [1,d]}. Le raisonnement est en
tout point similaire & celui de la démonstration précédente : on suppose par I’absurde que pour tout
a >0, limsupy_, . (ex[aN, (M,Q))'N = p.

On dit que E” a lieu au j-iéme pas de w si Q(j) est complétement recouvert par w. Les deux
lemmes précédents nous disent qu’il existe un b > 0 et un entier m tels que

limsup(cn [bN, E~ (m)])Y < p.
N—oc0

Soit ¢ > 0, on définit Gy comme étant I’ensemble des chemins auto-évitants tels que (P, Q) a lieu
au plus ¢N fois et E*(m) au moins bN fois. Comme précédemment, on a que

UN _ )

N—o0
Le méme argument que pour le lemme précédent fournit encore une contradiction : quand un cube
est complétement rempli, on peut remplacer la portion de w qui est dedans par un chemin contenant
le motif M. O

3.2 Théoréme ratio-limite

Cette partie vise & montrer un résultat énoncé dans la premiére section : cyyo/cny — p?, ainsi
qu’un analogue pour les ponts.

Lemme 3.3. Soit (an)n>1 une suite de réels strictement positifs et posons, pour n > 1, ¢, =
Ao/ an. Supposons que :
(i) (a}/n)n% converge vers un réel strictement positif « ;
(i) liminf,, o @, > 0;
(iii) il existe un réel D > 0 tel que, pour n assez grand,

:}@

PCnPni2 = 05 —

Alors la suite (pn)n>1 converge et
2

Pn — a”.
n—oo

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (0n)n>1 définie par o, = ¢, — a? n’admet pas de

valeur d’adhérence non nulle dans R. Déja, (ii) et (iii) permettent de voir qu’il existe B > 0 tel que,

pour n assez grand,
B

Pn+2 2 On — —-
n

Supposons que (0y,(;));>1 converge vers € € [0,00] ot (n(j));>1 est une suite strictement croissante
d’entiers. Posons, pour tout j > 1,

. n(j)on)
M(j)=|——F=—=].
U) { 2B
Pour j assez grand et 0 < k < M(j), une récurrence évidente permet de voir que

kB
On(j)+2k = <Pn(j)*@

M(j)B
2 a2 —+ Un(j) — n(j)
a
> o2 n(4)
Zz a + 9
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On déduit de ceci que

(i L, M@t On()\ M)
w = H Pn(j)+2k = (a2 + %) :
n(j) k=0
En prenant la racine M (j)-iéme et en faisant tendre j vers linfini, on trouve a? > o2 + 5, ce qui
implique € = 0.
On procéde de la méme maniére pour montrer que la suite (o,,),>1 n’a pas de valeur d’adhérence
strictement négative. On en déduit donc qu’elle tend vers 0. O

Proposition 3.2. Les suites (cn)n>1 €t (bn)n>1 vérifient les hypothéses du lemme précédent.

Démonstration. La condition () a déja été prouvée dans les deux cas, avec « = . La condition (47)
n’est pas trés difficile & voir : on sait que b,42 = b,bs donc b, o > b,. Pour voir que ¢j,42 = cp,
considérons un chemin auto-évitant w et M le maximum de la premiére coordonnée des points de w.
Si ’hyperplan d’équation 7 = M contient deux points consécutifs de w, mettons w(i) et w(i + 1),
alors on remplace la liaison entre ces deux points par (w(i),w(i) + e1,w(i + 1) + e1,w(i + 1)). Si
ce n’est pas le cas, alors le seul point dans cet hyperplan est le premier ou le dernier point de w.
Dans ce cas, on rajoute e; puis 2e; & ce point. Cette construction donne une injection des chemins
auto-évitants de longueur n dans ceux de longeur n + 2.

Nous allons maintenant montrer la propriété (iii), ce qui va nécessiter ['utilisation du théoréme
des motifs. Posons, pour n € N, a,, = b,, ou ¢, selon la suite pour laquelle nous voulons montrer (iii),
et, similairement, soit A,, I’ensemble des ponts ou des chemins auto-évitants & n pas . Introduisons
les motifs U et V', qui sont dans le plan engendré par e; et e; : ils commencent & 1'origine, le motif
U prend le chemin N3E3S?% et V suit N°ESENES3.

U V.

Soit @ le cube défini par :
Q={xeczViec[o,d], 0<uz; <3}

U et V sont contenus dans @ et leurs extrémités sont des coins de Q). Pour i et j deux entiers positifs,
posons A, (i, 7) Pensemble des éléments de A,, pour lesquels (U, Q) et (V,Q) ont lieu exactement i
et j fois respectivement, et a,(i,j) son cardinal. Définissons aussi

an(Zi,>j) = Z an(k,1).

kzi,l2]

Donnons-nous un n > 1, un ¢ € N et un j € N, et considérons I’ensemble des paires (w,w’) avec
w € Ap(i,7), w' € Apta(i — 1,5 + 1) telles que w’ peut étre obtenu & partir de w en remplagant
une occurrence de (U, Q) par (V,Q). En comptant le nombre de o’ qui conviennent pour un w et
inversement, on voit que

nombre de paires = iay(i,7) = (j + Dan2(i — 1,5 + 1).

Faisons maintenant un peu de calcul ; soit n > 1, on a

) . 1a, (i, J
api2(=0,21) = Z Ang2(i—1,7+1) = Z %
i>1,5>0 121,720 J
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ainsi que
an+4(> 07> 2) = Z - "
sh e UG +2)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que
2
iQQn(i .7) iQQ”(i j)
> | sl X @G| X e
i>1y20 7 +1 i>1,520 i>1,520 G+1)
et donc que
tan (1, J
ans2(> 0.2 D <an Y (H(l)g)
21,720
Pour n > 1, posons
= _ ma(>0,22)  (an2(>0,21) 2
- Qn Qn

ainsi que (p, = LZH)
n

—_
—

2
n = PnPnt+2 — @, — SEn.

[1]>

Pour obtenir ce que 'on veut, nous allons montrer que =, tend vers 0 exponentiellement vite, et
ensuite minorer par quelque chose de la forme —D/n ou D est strictement positif .

a%+2 — [an42(> 0,2 1)]2

- a —a >0,>2
|En| g n+4 TL+4( ) ) + -
an a?
cntall, (V. Q)] | 2an42¢n42[0, (V, Q)]
< + 5
Qn a?
711/ " — p nous disent que 2, décroit vers 0 exponentiellement

Le théoréme des motifs et le fait que a
vite. Regardons maintenant =,,. Le théoréme des motifs nous donne un A > 0 tel que

1/n
> >
(1_an(/0,/)\n)> <l

lim sup
n—oo (7%
De plus,
= i(i = Dan(i, ) ian(i,j) | 1
S = S

—(* +ij +i)an(i,j) | 1

> X
s GEGTY)

Si i ou j est strictement plus grand que n, le terme correspondant dans la somme est nul. On peut

donc minorer —(i2 + ij + i) par —3n2. On découpe ensuite la somme entre j < An et A\n < j < n

pour obtenir :

—3n2a,(>0,> \n wn(=0,> An
= ”(3’ )+(73n2) 1f—"( ’ ) .
(An)3ay,

Le terme de gauche est équivalent & —% alors que 'autre décroit exponentiellement vers 0. Le

O

an

résultat est alors prouvé.
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Théoréme 3.2. On a les limites suivantes :

(a) =2 —

(b) b’gﬂ — L.

n. n—oo

Démonstration. Les résultats précédents nous donnent facilement (a) ainsi que le fait que b, 12/b,, —
u?. Montrons donc (b). Pour tout j € N, posons L; = liminf, o b,—;/b,. Nous voulons montrer
que L1 = p~! et que la limite inférieure est en fait une limite.

Le résultat précédent nous dit que, pour tout j, Lo = u’QLj. On en déduit que L; = p s
est pair, et L; = urJ Ly si j est impair.

Le fait que b, = > Asby—s + 8,0 (00 A est le nombre de ponts irréductibles & s pas) nous
permet d’obtenir pour j < n

boi X b
n _ )\S n—j—s
b 2N,

Le lemme de Fatou donne alors

L;> iASLHS.
s=1

Posons
Epair - Z )\slufis et Eimpair - Z Asﬂis

s=>1,s pair s>1,s impair

On a Xp4ir + Zimpair = 1 (voir section 3.2.1). L’inéquation précédente appliquée avec j = 0 donne
1 = Ll/\Eimpm’r + Zpair~
On en déduit L; < ¢~ '. En appliquant 'inéquation avec j = 1, on trouve

Ly > M_lzimpair + lepair

1

et on en déduit L; > p~, on a donc montré que

by
lim inf —— =p !
n—oo n
En réutilisant ceci, on a
b —1 b -1 bn-i-l — — —
lim sup —— = lim sup — =p 27 =t
el by el b1 b, T T
ce qui conclut la preuve de (b). O
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4 Lois de probabilités sur les ponts infinis

Dans cette section, nous allons étudier deux maniéres de définir une loi de probabilité sur ’en-
semble des ‘ponts infinis’, c’est-a-dire les chemins auto-évitants infinis w, tels que pour tout i > 0,
w1 (Z) > 0.

La premiére est instinctive, définie grace aux événements cylindriques, et utilise les résultats de
la section 4.2, la seconde s’appuie sur le travail de la section 3, en construisant un pont infini comme
concaténation de ponts irréductibles.

Il s’avére que ce sont en réalité deux visions de la méme loi.

4.1 Une loi naturelle

On va ici montrer que la proportion de ponts de longueur N commencant par un chemin auto-
évitant w donné (parmi les ponts de longueur N) converge quand N — oc.

Définition 4.1. On définit B,,(w) 'ensemble des ponts de longueur n prolongeant un chemin auto-
évitant dans le demi-espace droit w donné, puis on définit :

PB(w) = 1B ()| et
bn
PB(w) = lim PB(w)

(la limite existe effectivement, voir ci-dessous).

Théoréme 4.1. Soit w un chemin auto-évitant dans le demi-espace droit, alors la limite PB(w)
existe.

Démonstration. On a d’abord besoin d’un peu de notations.
On pose d’abord m = |w|. Si § est un pont & n pas qui prolonge w, on note M(3,w) le plus petit
entier i > m tel que (1 () soit un point de rupture de 3.
Pour k£ > m, on note & (w) 'ensemble des ponts & k pas, tels que M(5,w) = k.

Si 8 prolonge w, M (3, w) est I'unique entier k tel que (5(0),...,5(k)) € & (w) et (B(k),...,5(n))
soit un pont.

D’ou 'égalité :

Bu(w)| = > [Ex(w)|bn—g-
k=m

On va a présent prouver que

PP (w) — > |&(w)ln".
k>m

Si l’on divise 1’égalité précédente par b,,, prendre la limite inférieure nous donne (en se souvenant
que lim —b”;“ =p):
liminf PP (w) > Z |Ex(w)| ™"
k>m

par le lemme de Fatou.

11 reste donc & majorer la limite supérieure :

Soient k > m et 8 € & (w). Si B est un pont irréductible, on pose I = 0. Sinon, on définit I
comme le plus grand entier ¢ tel que £;(¢) soit un point de rupture de 3.

Par définition de & (w), I < m. Alors (5(0),...,8(1)) = (w(0),...,w(I)) et (B(I),...,B(k)) est
un pont irréductible. On obtient ainsi

& (w)] < Z)\k—i Vk > m.
i=0
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A présent, soit J > m. Pour tout n > J, en se souvenant que b, = 22:0 Asbn_s,

J n m
Bu(@)| = D 1€k bnr < D (ZA;H) bk
k=m

k=J+1 \i=0

i=0 \k=J+1-m+41

m

J—m
< Z (bn—i - Z )\rbn—i—r> .
r=0

=0

On divise par b,, et on obtient

J m J—m
limsup P2 (w) — Z |Ek (W) < Z (/fi - Z Aru_i_r> .
r=0

k=m i=0
Le terme de droite tend vers 0 quand J — oo, ce qui prouve le résultat. O

La ‘loi’ PP est compatible au sens suivant : si |w| < n, alors

PBw) = Y PP(p).

Le théoréme d’extension de Kolmogorov nous dit alors que ’on peut définir une loi de probabilité
PZ sur les ponts infinis, donnée par ses valeurs sur les événements cylindriques {¢[0,m] = w} :

PL({¢[0,m] = w}) = PP(w).

4.2 La loi ‘suite de ponts irréductibles’

On va maintenant s’intéresser & une autre fagon de construire des chemins infinis auto-évitants
dans un demi-plan, & partir de concaténation de ponts irréductibles, sur lesquels on a déja une loi
de probabilité vue dans la section 3.2.1.

Définition 4.2. On se donne une famille dénombrable de ponts irréductibles aléatoires indépendants

()i, tirés selon la loi vue dans la section 3.2. On note X; = |77[i] |. On a ainsiP(X; = k) = A\,

On obtient ainsi un chemin infini auto-évitant aléatoire p = nlon@o. .. dont on notera la loi QP.

Théoréme 4.2. Les deux lois de probabilité sur les chemins infinis auto-évitants dans un demi-plan
sont identiques, i.e., pour tout m > 1, pour tout w chemin auto-évitant dans le demi-espace droit a
n pas,

QP {pl0,m] = w} = PZ{¢[0,m] = w}.

Démonstration. Pour k > 1, on pose Ay I’événement ‘p; (k) est un point de rupture pour p’, c’est-
a-dire

A ={¥r <k p1(r) < p1(k) et Vr >k p1(r) > p1(k)}
={Fi>1X1+ - +X, =k}

Alors pour tout pont & k pas 3, QB ({p[0,k] = B} N Ay) = p=F.
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En effet, soit § un pont a k pas. On peut écrire de maniére unique 8 = ¢! o--- 0l ot les ¢l
sont des ponts irréductibles. Alors

QB({p[0,k] = B} N Ay) = QB ({nlV) = o1, ... pli) = U}

_ u*\w“]l _._H*W“\

(o ] pl) _ _

=u (e 4+l D:H IBIZM k.

A présent, fixons m > 1, w un chemin auto-évitant dans le demi-espace droit & m pas. On pose
T =min{i | X1 +---+ X; = m}. On a ensemble les deux événements {p[0, k] € Ex(w)} et Ay si et
seulement si on a les deux événements {p[0, m] = w} et {X; +---+ Xy = k}. D’ou

QE({plo,ml =w}) =D QF({pl0,m] =w}N{Xi+ -+ Xr =k})

k>m

- Z QB ({p[0,k] € Ex(w)} N Ay)

k>m

=D @)l

k>m

= P2(¢[0,m] = w),

ce que 'on voulait. O

4.3 Conclusion : vers une courbe continue...

Nous avons ainsi créé une courbe aléatoire auto-évitante discréte de longueur infinie. Les deux
constructions précédentes montrent que cette mesure sur les chemins infinis combine en quelque
sorte deux propriétés :

— Elle est d’une certaine fagon une loi uniforme sur les chemins auto-évitants de longueur infinie.

— On peut la découvrir au fur et & mesure comme un processus (¥ )n>0, €t donc la voir comme

un ‘processus de croissance’.

On peut alors s’interroger sur ’existence d’un analogue continu. En se souvenant que les marches
aléatoires simples convergent vers le mouvement brownien lorsque l'on fait tendre la maille § du
réseau vers 0, on peut se demander s’il n’y a pas de résultat similaire pour les chemins auto-évitants.
Cette analogie suggére la conjecture suivante, lorsque ~ est la marche infinie aléatoire dans le demi-
espace que nous venons de construire :

Conjecture : La loi de la courbe 6y converge (en un sens a préciser) lorsque la maille du réseau
0 tend vers O vers la loi d’une courbe continue auto-évitante.

En dimension 2, on connait en fait un candidat naturel pour cette courbe auto-évitante aléatoire
limite. 11 est en effet conjecturé que, tout comme le mouvement brownien, cet objet limite est en
un certain sens invariant par ‘transformations conformes’ ce qui permet de caractériser ce candidat
naturel. Ceci fait intervenir des processus de croissance dits SLE (Evolution de Schramm-Loewner)
obtenus par itérations de transformations conformes aléatoires, mais ceci dépasse le cadre de ce
mémoire. Une propriété remarquable de cette loi limite conjecturée, est que les courbes obtenues
sont presque sirement de dimension fractale 4/3.
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ANNEXES

A Séparation des masses

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :
Théoréme A.1. mp(z) > m(z) pour tout z < z.

Pour cela, on va s’intéresser aux retours d’un pont.

A.1 Les retours

Définition A.1. Siw est un pont a N pas, un retour de w est un sous-chemin w(s,t] (0 < s <t < N)
tel que :
(i) Vi€ [s+1,t — 1] wi(t) < w1(?) < wi(s),
(ii) Vi € [0,s — 1] w1(?) < wi(s),
(iii) Vi € [t +1,N] wi(t) < wi(i).
Son étendue est wy(s) — w1 (t).

Lemme A.l. Soit w un pont ¢ N pas. Si k € [0,N], il existe au plus un retour w[s,t| contenant
w(k).

Démonstration. Soit w(s;t] un tel retour. On va montrer que s et ¢ sont uniquement détermineés.
Les points (i) et (i) impliquent que, si M = max;eox—1]w1(j), s = max{i € [0,k — 1], w1 (i) =
Les points () et (474) impliquent que, si m = min;eppq1,yywi(j), t = max{i € [k+1, N],wi(i) =

m}. O

Corollaire A.1. Deux retours d’un méme pont sont égauxr ou disjoints.

Définition A.2. Soit w un pont ¢ N pas. On dit qu’un retour wls,t] couvre Uentier j si wi(0) <
j < w1 (N)

Lemme A.2. Pour tout 7 (w1(0) < 7 <wi(N)), T est soit un point de rupture, soit est couvert par
un retour.

Démonstration. Soit 7 comme précédemment, qui n’est pas un point de rupture. On pose alors
T={j€[0,N]: wi(j) =7}, T = min(T) < 7oy = max(T) (car |T| > 3). Soit M = max{w; (%) :
i € [T, (]} = 7.
Si M > 7, on pose :
s = max{i € [T, Tm] : wi(i) = M},
m = min{w; (¢) : ¢ € [s, 7]},
t =max{i € [s,7nm] : wi() =m}.
Alors w[s, t] est un retour couvrant 7.
Si M =7, on pose :
m =min{w; (i) : i € [Tm, ]},
t = max{i € [T, i) : w1(i) =m},
M’ = max{w1(i) : i € [Tm,t]},
s =max{i € [s,7ar] : wi(i) =M'}.

Alors w[s, t] est un retour couvrant 7. O
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A.2 Preuve du théoréme de séparation des masses

Dans tout ce qui suit, on fixe z € (0,z.) (on oubliera ainsi les indices , dans les fonctions
génératrices, par exemple), et on utilise la notation suivante : si S est un ensemble de chemins
auto-évitants, on note FG(S) =3 g 21! sa fonction génératrice.

On va commencer par montrer que les points de rupture sont ‘communs’, au sens oil un long
intervalle sur ’axe des abscisses a peu de chances de ne pas comporter de points de rupture.

Définition A.3. Soient ¢ >0, T > 1, L > c+T. On définit B*(L;c,T) la fonction génératrice des
ponts d’étendue L, commengant en 0, qui n’ont pas de points de rupture dans [c+ 1,c+ T — 1].

Lemme A.3. Il existe une fonction décroissante e(T'), qui tend vers 0 quand T — oo, vérifiant pour
tous L >0, T € [0,L], ce[0,L+1T] :

B*(L;c,T) < e ™ke(T).

Démonstration. En considérant le dernier point de rupture avant c et le premier aprés ¢+ 7', on voit

que
*(Lye,T) Z Z A(j —i)B(L — j)

1=0 j=c+T

et donc

B*(L;c, T)e™ ZzalpjlaLg

1=0 j=c+T
L
=T

ou l'on a réutilisé les notations de la section 3.2 et ’on s’est souvenu que a,, < 1.
Si l’on pose (T') = Zi}T ipg, on a ce que l'on voulait. O

A présent, on cherche & majorer la fonction génératrice des ponts irréductibles A.

Pour cela, on fixe un entier @, et pour L > @, on divise [0; L] en blocs de taille ). On regarde ensuite
les retours qui couvrent les extrémités des blocs. On va ainsi montrer que les ponts irréductibles ont
soit une majorité de petits retours, ce qui permet d’avoir des ponts irréductibles au ‘centre’ de chaque
bloc, et d’utiliser le lemme précédent pour majorer, soit une grande quantité de grands retours, que
'on majore via B(k) < e™™F.

Soient T et 6 des entiers positifs, et on pose Q = 20 + T : ¢ sera ’étendue maximale d’un
‘petit’ retour, et T la longueur des ‘sous-ponts irréductibles’ dans les blocs. Pour L grand, on pose
k = |[L/Q —1], et on divise [0;L] en k + 1 sous-intervalles. On pose A = {@;20Q;...;kQ} les
extrémités des blocs (autres que 0 et L). On prend un sous-ensemble S = {ni;...;n.} de A, non
vide, avec ny; < -+- <n,. On pose ng =0 et n,4 1 = L.

Rappelons que Z(L) désigne ’ensemble des ponts irréductibles d’étendue L.

On définit aussi :

Zr(< 0,5) lensemble des ponts irréductibles d’étendue L, tels qu’aucun points de S ne soit
couvert par un retour d’étendue supérieure a 9,

Ji(S;01,...,0.) ensemble des ponts irréductibles d’étendue L tels que pour tout ¢ entre 1 et
7, il y ait un retour d’étendue o;, couvrant n; et aucun autre n;, j # i.

On a & présent trois lemmes : le premier affirme que tout pont irréductible comporte soit beaucoup
de petits retours, soit un nombre conséquent de grands retours. Les suivants majorent les fonctions
génératrices de ces deux types de ponts.
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Lemme A.4.

I, C U IL(< (5,5) U U U jL<S;0'1,...

. > . > o
SCA;|S|>k/2 SCAS|Z1 o1>iioras

Démonstration. On suppose w € Ip \ Ugc 4, /s51/2 ZL(< 6;5).

Alors au moins k/2 points de A sont couverts par des retours d’étendue supérieure a ¢. Certains
peuvent cependant couvrir plus d’un point de A. On choisit donc 7 minimal tel qu’il existe 7 retours
de w, chacun d’étendue supérieure a 0, tels qu’au moins k/2 points de A soient couverts par au
moins un de ces retours. Par minimalité de 7, pour chaque retour, il existe un point de A couvert

par ce retour et aucun autre. Ceci donne les n; (et ;) chercheés.
Lemme A.5. FG(Z,(<6,5)) <e ™ (xe(T)) .
Démonstration. On pose
ro =0,
qr+1 = |W|7
¢; = min{j, wi(j +1) =n; +1},

ri = max{j, wi(j) = ni}.

w(r;)
w(q:)
W(Ti_l)
ni=—1 ni,; +9 n; =— ) 77:’1

F1G. 4 — Illustration de la preuve du lemme A.5

O

Ou remarque que ¢; < r; pour tout ¢ (il n’y a pas de points de rupture). On a de plus wi(j) > n;—¢

pour tout j > ¢; et wi(j) < n; + J pour tout j < ry.

En particulier, on obtient r;_; < ¢; car n; — n;_1 > 24. De plus, w[r;_1,¢;] est un pont, et le

reste de w reste au-dehors de {x € Z9, n; | — 0 <z < n; + 6}
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En coupant w aux points ¢{,71,...,q¢-, 7, on a 27 + 1 sous-chemins, et

T+1
FG (IL(< (5, S)) < XT H B*(’ﬂl — N1, (5, n; —Nj—1 — 25)
i=1
T+1
<X’ H efm("ﬁ”i‘l)s(ni —ni—1 — 20)
i=1
T+1
< H e_m("i_"“l)s(T) (car e décroit)
=1

<e ™ (xe(T))"H. O
Lemme A.6. FG (J.(S;01,...,0,)) < e MEy2Te=m(orttor),
Démonstration. Pour tout ¢ entre 1 et 7, on a un retour wls;, t;] d’étendue o; tel que :
ni—1 < wi(t;) <y <wi(si) < niga.

Ceci implique que t; < s;41 par la disjonction des retours.
On pose lp =0 et :

fi :min{T > 1, wl(r + 1) =n; + 1},

I; =max{r, w1(r) =n;}.

w(fi-1) w(tiy1) w(lit1)

w(s;)
w(li—1) w(si-1) w(fi)
w(ti_l). .
ni'_l 7"LZ N1

Fia. 5 — Ilustration de la preuve du lemme A.6

Alors,onal,_1 < f; < s; <t; <l;, et wll;_1, f;] est un pont d’étendue n; —n;_;. Si ’'on découpe
w en chaque f;, s;, t; et [;, on obtient (on rappelle que B(L) est la fonction génératrice des ponts
détendue L, elle est de plus inférieure & e=™%) :

T+1 T
FG(JL(S;01,...,07)) < (H B(n; _ni—1)> (HXB(Uz‘)X>

< emeX2‘refm(0'1+--~+UT)’ |

On peut & présent démontrer le théoréme selon lequel ma > m.
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Démonstration. On fixe T et § tels que :

X2 5/4
<1+1em/2>e <§7

et onpose Q =T +25,et k=|L/Q—1].
On obtient donc :

k
k
AZ<L>=FG<IL><2’fe-mL<xs<T>>1*’“/2+e‘mLZ<T)X2T Y. et
=1 o1+ tor>ks/2

Pour tout D et r < m,

Z e~ m(o1++or) < Z e—m(o1t+or)r(o1++0-—D)

G1>8;5.. 07> 01>08;...;0. >0

o1+ +or>D
— k) T
< ﬂ e D
S\ 1 —elr—m)

Si I'on pose r = m/2 et D = kd/2, on a finalement :

AZ(L) = FG(IL)

k 2,—mds/2 1k
<emk <[2 ()] + [1 + X2 } e—m“’“/‘*)

o {Cr)

< 2e—mL22—L/Q)
et donc : log A(L |
—log A, (L) > m og2
L Q

ma = liminf

B Démonstration du théoréme du renouvellement
On montre ici le théoréme du renouvellement :

Théoréme B.1 (du renouvellement). Soient (f;)i>1 et (9:)i>0 deuz suites positives, telles que l'on

ait 0 < g =73, 5090 <00 et fi >0. On pose f =3 -, fn, et on définit la suite (vn)nen comme
suit :

Yo = 9o
Yn > 0,v, = E:L:l fivn—i + gn-
Alors :
(i) si f<1,limy, oovn, =0, et > v, =9g/(1—f);
(ii) si f =1, im, v, =g/ kfr), et donc > v, diverge;
(iii) si f > 1, limsup, . va/" > 1.
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Démonstration. On aura d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme B.1. Si (an)n>0 €t (Bnk)m.x>0 devx suites positives, telles que > o, < 0o et qu’il existe
B tel que pour tous m,k, B, < B, alors

limsupg 0Bk < E oy limsup By, .
k—oo n>0 n>0 k—o0

Ce résultat provient du lemme de Fatou, en remarquant que B — 3, > 0. O

Ce lemme établi, on pose :

F(s) = Z fns™, G(s) = Zgns", V(s) = Zvnsn,

avec la convention évidente f, = 0. La définition de la suite (v, ),>0 nous dit que (on peut effecti-
vement permuter les sommes puisque les termes sont tous positifs)

V(s)=G(s)+ F(s)V(s).

Voyons d’abord le point (7).
Supposons donc f > 1 et limsupvy/™ < 1. On a alors V(s) < oo dés que |s| < 1.
Or V(s) = F(s)V(s) et donc F(s) < 1 pour |s| < 1. Par convergence monotone, on en déduit que
f=F(1) <1 ce qui est absurde.

Voyons maintenant les points restants.
Si f <1, on apour tout n >0, 0 < v, <>, g; par une récurrence immeédiate, et donc (vy,)n>0 est
une suite positive bornée. Ainsi, pour |s| < 1,

G(s)

V) =1=Fe

En faisant tendre s vers 1, on obtient que, si f <1, V(1) = g/(1 — f) < o0, ce qui est (7).
Reste & présent & voir le point (7).
Supposons donc f = 1. En sommant les relations définissant v,,, on obtient

N N N n
D tn =2 gty > foons
n=0 n=0

n=113=0

Si 'on pose & présent
n

Tnzl—Zfz‘z Z fis

i=0 i>n+1

on obtient
N N
§ TnUN—n = E gn-
n=0 n=0

On pose ensuite

rzz:rn:z:k;fk.

n=0 k>0

Formellement, on obtient le résultat limy ... vy = g/r en faisant tendre N vers linfini dans la
formule précédente. La suite consiste a justifier le passage a la limite.

Posons u = limsup,, ., v, qui est fini puisque v, est bornée. On prend (v, (,)) une sous-suite
qui converge vers u. On va montrer que pour tout entier k, nh_)rr;o Vo(n)—k = U-
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En effet, le lemme donne I'inégalité limsupy, Y fuVpm)—x < D, fo imsupy, vpmy—k = D fau
(appliqué & a,, = fn et Bprx = Vpn)—k)- Si l'on pose u, = liminfv,,)_1, cette inégalité, utilisée
dans la formule

»(n)

w(n)
Vpin) = S10(m)—1 = o) + D JiVp(m)—i
=2

donne, en passant & la limsup,

u— fru, <0+Zfiu-

i>2

Puisque f1 > 0 et f = 1, on obtient u < wu,, et donc u = u,. Le résultat est donc vrai pour k = 1,
et donc pour tout k& par une récurrence immeédiate.
Si on remplace N par ¢(n) dans Zf:]:o TRUN—pn = Zg:o gn, le lemme de Fatou donne que

Zrnu <g.

n=0

Si r = oo, on a bien le résultat : u = 0.
Si r < oo, on note v’ = liminfv,, et on se donne (vy(,)) qui tend vers «'. Si on remplace N par
1¥(n) dans la méme équation que précédemment, et que ’on applique le lemme, en se souvenant que
u 2 lim sup vy,n)—k, on obtient

n—oo

/
rou + E U = g,
n>1

ce qui donne que v’ > u et donc v’ = u.
Ainsi, v, tend bien vers u et le théoréme de convergence dominée appliqué & > ' 7nUN—n =
N .
Y o gn donne bien ru = g.
O
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