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Chapitre 1Rappels sur la théorie des
orps et la théorie de GaloisSauf mention expli
ite du 
ontraire, les 
orps 
onsidérés sont 
ommuta-tifs.1.1 Normes et tra
esUne extension d'un 
orps F est la donnée d'un 
orps E et d'un homo-morphisme de 
orps ι : F → E. L'homomorphisme ι est inje
tif et en généralon identi�e F à son image.L'extension E/F est dite �nie si E et un F-espa
e ve
torielde dimension�nie. Sa dimension est notée [E : F] = dimF E.Dé�nition 1.1.1. Soit E/F une extension �nie de degré d, soit x ∈ E.
mx : y 7→ x.y est F-linéaire. Son polyn�me 
ara
téristique est :
Xd − TrE/F(x)Xd−1 + · · · + (−1)dNE/F(x)
TrE/F est la tra
e de E sur F, NE/F la norme de E sur F.Proposition 1.1.2. TrE/F est une forme linéaire sur E.
NE/F est multipli
ative : NE/F(x.x′) = NE/F(x).NE/F(x′)Propriétés de transitivité :Si E

′/E est �nie,� [E′ : F] = [E′ : E][E : F]� TrE/F

(

TrE′/E

)

= TrE′/F� NE/F

(

NE′/E

)

= NE′/FDé�nition 1.1.3. Séparabilité :Un polyn�me P ∈ F[X] est dit séparable s'il est premier ave
 sa dérivée.Un élément x de E/F est séparable si son polyn�me minimal sur F estséparable.Une extension E/F est séparable si tous les éléments de E sont séparables.5



6 CHAPITRE 1. THÉORIE DES CORPSRemarque 1.1.4. Un polyn�me P est non séparable si et seulement si
car(F) = p > 0 et P est un polyn�me en Xp. L'extension E/F est séparablesi et seulement si TrE/F 6= 0. Un polyn�me P est séparable si et seulementsi son dis
riminant est non nul.Théorème 1.1.5 (Théorème de l'élément primitif). Si E/F est �nie sépa-rable alors il existe x ∈ E tel que E = F[x].1.2 Théorie de GaloisSoit E/F une extension de 
orps. On note Aut(E/F) le groupe des auto-morphismes F-linéaires du 
orps E et AB = {(x ∈ A)(∀σ ∈ B)(σ(x) = x)}.Théorème 1.2.1. Les propositions suivantes sont équivalentes :1. Il existe un sous-groupe G de Aut(E/F) tel que F = E

G.2. Pour tout x ∈ E le polyn�me minimal de x sur F est séparable s
indédans E[X].3. Le 
orps E est engendré sur F par les ra
ines d'un polyn�me séparable.Alors G = Aut(E/F) et |G| = [E : F].Dé�nition 1.2.2. Une extension qui véri�e 
es 
onditions est dite galoi-sienne.Si G est un sous-groupe de Aut(E/F) alors [E : E
G] = |G| et G =

Aut(E/EG).Si E/F est galoisienne alors on é
rit Gal(E/F) plut�t que Aut(E/F).Théorème 1.2.3 (Théorème fondamental de la théorie de Galois).Soit E/F �nie galoisienne de groupe de Galois G.
F ⊆ K ⊆ E1. K 7−→ Gal(E/K) et H 7−→ E

H sont des bije
tions ré
iproques l'unede l'autre.2. K est galoisienne sur F si et seulement si H ⊳ G. En 
e 
as
G → Gal(K/F)

σ 7→ σ|Kest un morphisme de groupes trivial sur H qui induit un isomorphismeentre G/H et Gal(K/F).Remarque 1.2.4. Soit K ⊆ F et H = Gal(F/K). Soit x ∈ K. On a :
TrK/F(x) =

∑

σ∈G/H

σ(x)

NK/F(x) =
∏

σ∈G/H

σ(x)



1.3. ISOMORPHISMES 7Dé�nition 1.2.5. Soit E/F une extension �nie. On dit que E/F est abé-lienne si elle est galoisienne de groupe de Galois abélien.1.3 IsomorphismesSoit E/F une extension �nie galoisienne. E est alors 
orps de dé
omposi-tion sur F d'un polyn�me séparable P ∈ F[X]. Si on dispose d'une extension
F
′/F qui 
ontienne un 
orps de dé
omposition E

′ sur F de P (par exemplesi F′ est algébriquement 
los) alors E
′ est l'unique sous-extension de F dans

F
′ isomorphe à E/F.Un F-isomorphisme τ : E → E

′ donne un isomorphisme de groupes entre
Gal(E/F) et Gal(E′/F′) dé�ni par σ 7→ τστ−1.Si E/F est abélienne 
et isomorphisme ne dépend pas du 
hoix de τ .1.4 ComposésSoient ι : F → E et ι′ : F → E

′ deux extensions �nies de F. Une extension
omposée de E/F et E
′/F est une extension K 
ommune à E et E

′, disons
j : E → K et j′ : E′ → K véri�ant j ◦ ι = j′ ◦ ι′, telle que K soit engendréepar j(E) ∪ j′(E′).

K

E

j
??~~~~~~~~

E
′

j′
``AAAAAAAA

F

ι
>>}}}}}}}}

ι′
__@@@@@@@@On a un morphisme d'algèbres E ⊗ E

′ → K. Les 
omposés (à isomor-phisme près) 
orrespondent aux 
orps quotients de la F-algèbre E ⊗ E
′, eten parti
ulier il en existe toujours. Si par exemple L est une extension algé-briquement 
lose de F alors il existe deux F-isomorphismes :

α : E → un sous-
orps de L

α′ : E′ → un sous-
orps de Let on peut prendre pour l'extension 
omposée de E et E
′ le sous-
orps de Lengendré par α(E) ∪ α′(E′).1.5 Corps �nisThéorème 1.5.1 (Théorème de Wedderburn).Toute algèbre à division �nie est un 
orps.



8 CHAPITRE 1. THÉORIE DES CORPSUn 
orps �ni k a pour 
ara
téristique un nombre premier p. Son sous-
orps premier est isomorphe à Z/pZ = Fp. Le 
orps k vu en tant qu'espa
eve
toriel est de dimension �nie d sur Fp et |k| = pd.Théorème 1.5.2. Soit p premier, q = pd. Alors il existe un 
orps �ni k de
ardinal q unique à isomorphisme près. C'est un 
orps de dé
omposition sur
Fp de Xq − X ∈ Fp[X], noté Fq.Théorème 1.5.3. Une extension l/k de 
orps �nis est �nie. Elle est ga-loisienne de groupe de Galois 
y
lique engendré par l'homomorphisme deFrobenius :

l −→ l

x 7−→ xq où q = |k|d'ordre d = [l : k]Remarque 1.5.4. Si k est �ni, d ∈ N − {0}, il existe une extension l de kde degré d unique à k-isomorphisme près. Elle est galoisienne et Gal(l/k) est
y
lique de degré d. Pour tout e|d il existe une unique extension k ⊆ ke ⊆ lave
 [ke : k] = e. Elle est galoisienne sur k.1.6 Cy
lotomieSoit F un 
orps et n > 1. Une extension de dé
omposition sur F dupolyn�me Xn − 1 ∈ F[X] s'appelle 
orps des ra
ines n-ièmes de l'unité sur
F. On note souvent F(ζn) ou F(µn). Si on dispose d'une 
l�ture algébrique
F̄ de F on peut prendre l'unique 
orps de dé
omposition in
lus dans F̄. Si
F = Q, Q(ζn) désigne souvent Q

(

e
2ıπ
n

)

⊆ Q̄ ⊆ C.
P = Xn − 1

P ′ = nXn−1don
 si n est premier à la 
ara
téristique de F alors P est séparable et
F(ζn)/F est galoisienne. En 
e 
as Xn−1 a exa
tement n ra
ines dans F(ζn).Ces ra
ines forment un groupe multipli
atif µn 
y
lique 
ar tout sous-groupe�ni du groupe multipli
atif d'un 
orps est 
y
lique. Les générateurs sontappelés ra
ines primitives n-ièmes de l'unité. On a alors un homomorphismede groupes

Gal (F(ζn)/F) −→ (Z/nZ)×

σ 7−→ āoù a est tel que σ(ζ) = ζa.



1.6. CYCLOTOMIE 9Dé�nition 1.6.1.
n > 1. Φn ∈ C[X] est dé�ni par :

Φn(X) =
∏

k∈(Z/nZ)×

(

X − e
i2kπ

n

)Proposition 1.6.2.
Xn − 1 =

∏

d|n
Φd(X)Par ré
urren
e, Φn ∈ Z[X] et est unitaire de degré ϕ(n) =

∣

∣(Z/nZ)×
∣

∣.Théorème 1.6.3. Φn est irrédu
tible dans Q[X].Corollaire 1.6.4. |Q(ζn)/Q| = ϕ(n) 
ar Q(ζn)/Q est galoisienne de groupede Galois isomorphe à (Z/nZ)×.En e�et on sait déjà que [Q(ζn)/Q] 6 ϕ(n). Φn est irrédu
tible sur Q et
ζ

i2π
n est ra
ine de Φn.

Q(ζn) 
ontient un 
orps de rupture de Φn sur Q.En parti
ulier [Q(ζn) : Q] > d�Φn = ϕ(n), d'où égalité et surje
tivitédon
 bije
tivité du morphisme inje
tif de Gal (Q(ζn)/Q) −→ (Z/nZ)×.Théorème 1.6.5 (Théorème de Krone
ker-Weber). Toute extension abé-lienne �nie de Q est 
y
lotomique. Plus pré
isément, si E/Q est une exten-sion abélienne alors il existe un entier n > 1 et une sous-extension K de
Q (ζn) telle que E ≃ KLa �théorie du 
orps de 
lasses� vise à dé
rire toutes les extensions �niesabéliennes d'un 
orps de nombres F.Remarque 1.6.6. Soit n > 1, on dispose de Φn ∈ Z[X].Si p est un nombre premier, alors en général Φn mod p ∈ Fp[X] n'estpas irrédu
tible. En fait, Gal (Fp (ζn)) s'inje
te dans (Z/nZ)× : 
'est le sous-groupe engendré par p mod n.Si l'ordre de p mod n dans (Z/nZ)× est d alors Fp (ζn) est de degré dsur Fp et Φn mod p est produit de ϕ(n)/d polyn�mes irrédu
tibles distin
tsdans Fp[X].La �théorie du 
orps de 
lasses� vise pour un 
orps de nombres �xé
F non seulement à dé
rire les extensions abéliennes �nies E/F mais aussi si
E = F[x] et ϕ est le polyn�me minimal de x sur F à dé
rire la dé
ompositionen fa
teurs irrédu
tibles de ϕ modulo p où p par
ourt les idéaux maximauxde OF, anneau des entiers de F.
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Chapitre 2Dé
omposition et théorie deGalois2.1 Idéaux premiers et dé
ompositionSoit K un 
orps de nombres, OK son anneau des entiers, à savoir l'en-semble des éléments de K ra
ines d'un polyn�me unitaire à 
oe�
ients dans
Z. L'anneau des entiers de K, OK, est un anneau de Dedekind libre 
omme
Z-module et de rang �ni [K : q].Si a est un idéal non nul de OK alors OK/a est �ni et on note N (a) =
|OK/a| la norme de l'idéal a. Si b est un autre idéal non nul de OK on a
N (ab) = N (a) N (b).Rappel 2.1.1. Pour les anneaux de Dedekind, voir [5℄ mais aussi [3℄.Un anneau de Dedekind est un anneau 
ommutatif intègre noethérienintégralement 
los dans lequel tout idéal premier est maximal.La propriété prin
ipale des anneaux de Dedekind est que tout idéal nonnul est produit d'idéaux maximaux, et que 
ette é
riture est unique à l'ordreprès des fa
teurs.Si p est un idéal maximal d'un anneau de Dedekind A et a un idéal nonnul, on note νp (a) ∈ N le nombre de fois qu'intervient p dans l'é
riture de a
omme produit d'idéaux maximaux.Si a est �xé, νp (a) = 0 sauf pour un nombre �ni de p et on é
rit :

a =
∏

p maximaux pνp(a)Dans un anneau de Dedekind A, si on dispose de deux idéaux non nuls aet b, a ⊆ b équivaut à l'existen
e d'un idéal c tel que a = bc.Soit E/F une extension �nie de 
orps de nombres. On a alors OF ⊆ OE.Si p est un idéal maximal de OF on peut former pOE, l'idéal de OE engendré11



12 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISpar p. En général l'idéal pOE n'est pas maximal. Il peut alors s'é
rire 
ommeproduit d'idéaux maximaux de OE (en e�et pOE est non nul 
ar p ⊆ pOE) :
pOE =

∏

q|p
qe(q|p)le produit étant réalisé sur les idéaux maximaux d'OE 
ontenant pOE etl'exposant e(q|p) étant stri
tement positif.On dit que q est au-dessus de p et on note q|p.Remarque 2.1.2. Si l'idéal maximal d'OE q 
ontient pOE alors q ∩ OF
ontient p. Mais q∩OF est né
essairement un idéal de OF don
 
'est OF ou

p. Si q∩OF = OF alors 1 ∈ q, 
e qui est impossible. On a don
 q∩OF = p.Dé�nition 2.1.3. L'exposant e (q|p) s'appelle le degré (ou indi
e) de rami-�
ation de q au-dessus de p.Considérons le diagramme suivant :
OF

�
�

//

��

OE

��
OF/p �

�

// OE/qRemarquons que par maximalité des idéaux p et q la ligne du bas donneun morphisme de 
orps : OE/q est une extension �nie de OF/p.Dé�nition 2.1.4. Le degré de 
ette extension est noté f (q|p) et appelé degré(ou indi
e) d'inertie de q au-dessus de p.Dé�nition 2.1.5. Soit p un idéal d'OF et q un idéal d'OE au-dessus de p.On dit que q est non-rami�é au-dessus de p si e (q/p) = 1.On dit que p est non-rami�é dans E/F si e (q/p) = 1 pour tout q au-dessus de p.On dit que p est totalement dé
omposé dans E/F si on a e (p/q) =
f (q/p) = 1 pour tout q au-dessus de p.Si q′ est un idéal maximal de OE′ au-dessus de p alors q′ ∩ OE est unidéal maximal de OE au-dessus de p. La maximalité vient de :
OE/(q′ ∩OE) �

�

// OE′/q′et du fait qu'un sous-anneau d'un 
orps �ni est un 
orps.Propriétés de transitivitéSoit :� p un idéal maximal d'OF� q un idéal maximal d'OE au-dessus de p� q′ un idéal maximal d'OE′ au-dessus de qAlors on a :



2.1. IDÉAUX PREMIERS ET DÉCOMPOSITION 13� e (q′|p) = e (q′|q) e (q|p)� f (q′|p) = f (q′|q) f (q|p)Démonstration. En utilisant l'uni
ité de la dé
omposition en produit d'idéauxmaximaux.Proposition 2.1.6. Soit E/F une extension �nie de 
orps de nombres, pun idéal maximal d'OF. Alors :
∑

q|p
e (q|p) f (q|p) = [E : F]Démonstration. OE/pOE est un OF/p-espa
e ve
toriel. Montrons d'abord lelemme suivant :Lemme 2.1.7. La dimension d'OE/pOE sur OF/p vaut
∑

q|p
e (q|p) f (q|p)Démonstration du lemme. Notons q1, . . . , qr les idéaux q au-dessus de p et

ei = e (qi|p). On a la suite d'in
lusions :
OE ⊇ q1 ⊇ q2

1 ⊇ · · · ⊇ qe1

1 ⊇ qe1

1 q2 ⊇ · · · ⊇ qe1

1 qe2

2 ⊇ · · · ⊇ pOEComme OE est un anneau de Dedekind, on voit fa
ilement qu'il n'y apas d'idéal d'OE entre deux termes su

essifs.Remarquons que R = qe1

1 . . . q
eα−1

α−1 q
β
α/qe1

1 . . . q
eα−1

α−1 q
β+1
α est un OE-moduleannulé par qα don
 un OE/qα-espa
e ve
toriel. Le fait qu'il n'y ait pasd'idéal d'OE entre deux termes su

essifs de la suite signi�e que 
et es-pa
e ve
toriel n'admet pas de sous-espa
e ve
toriel stri
t non trivial, don
que dimOE/qα

R = 1, d'où on déduit dimOF/p R = f (qα|p).Comme on dispose de la tour d'extensions :
OE ⊇ q1 ⊇ q2

1 ⊇ · · · ⊇ qe1

1 ⊇ qe1

1 q2 ⊇ · · · ⊇ qe1

1 qe2

2 ⊇ · · · ⊇ pOEon en déduit, dimOF/p (OE/pOE) étant la somme des dimensions sur
OF/p des quotients su

essifs :

∑

q|p
e (q|p) f (q|p) = dimOF/p (OE/pOE)Prouvons ensuite dimOF/p (OE/q) = [E : F] dans le 
as où OF est prin-
ipal :



14 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISDémonstration dans le 
as prin
ipal. OE est un Z-module libre de type �nidon
 
'est un OF-module de type �ni sans torsion. Il est don
 libre de type�ni sur OF.On voit fa
ilement que si (e1, . . . , ed) est une base de OE sur OF 
'estaussi une base de E sur F. Le rang de OE sur OF est alors [E : F]. Mais lerang de OE/pOE sur OF/p est aussi [E : F].Pour démontrer le résultat dans le 
as général, on va se ramener au 
asoù OF est prin
ipal par lo
alisation.Rappels sur la lo
alisationSoit A un anneau 
ommutatif intègre et K son 
orps des fra
tions. Sup-posons que S ⊆ A est une partie multipli
ative (i.e. stable par produit dedeux de ses éléments) 
ontenant 1 et pas 0.Posons S−1A =
{

s−1a, s ∈ S, a ∈ A
}. C'est un sous-anneau de K appelélo
alisé de A en S.Que se passe-t-il pour les idéaux ?Notons A′ = S−1A. Si a est un idéal de A alors aA = S−1a est un idéalde a′. Ré
iproquement si a′ est un idéal de A′ alors a′ ∩A est un idéal de Aet a′ = (a′ ∩ A)A′.L'égalité 
i-dessus implique en parti
ulier que a′ 7→ a′∩A est une inje
tion(par ailleurs 
roissante) de l'ensemble des idéaux de A′ dans l'ensemble desidéaux de A.Restreinte aux idéaux premiers, 
ette appli
ation est un isomorphismed'ensembles ordonnés de l'ensemble des idéaux premiers de A′ dans l'en-semble des idéaux premiers de A ne ren
ontrant pas S.Si A est noethérien, A′ aussi. Si A est intégralement 
los, A′ aussi. Pluspré
isément, si B est la 
l�ture intégrale de A dans K, alors 
elle de S−1Aest S−1B. On déduit des résultats pré
édents que si A est de Dedekind, alors

A′ aussi.Exemple 2.1.8. Soit A un anneau de Dedekind, p un idéal maximal de
A et S = A − p. S−1A est alors un anneau de Dedekind. Le seul idéalmaximal de A ne ren
ontrant pas S est p. S−1A est don
 un anneau lo
ald'idéal maximal S−1p = pA′. Il est don
 prin
ipal, et ses idéaux sont les
(

(

S−1p
)k
)

k>0
, engendrés par tout élément de (S−1p

)k −
(

S−1p
)k+1.Remarque 2.1.9. Soit A′ le lo
alisé de A en S. Soient a et b deux idéauxde A. Alors (ab)A′ = (aA′) (bA′).Appli
ationSoient A = OF, p un idéal maximal de OF, S = A − p. A′ = S−1OFest prin
ipal. La 
l�ture intégrale de S−1OF dans E est S−1OE. C'est un

S−1OF-module libre de rang �ni [E : F].



2.1. IDÉAUX PREMIERS ET DÉCOMPOSITION 15Proposition 2.1.10. Soit A un anneau intègre, S 
omme plus haut, p unidéal maximal de A ne ren
ontrant pas S. Le morphisme 
omposé A →
S−1A → S−1A/S−1p induit un isomorphisme de A/p sur S−1A/S−1p.Démonstration. Le noyau de A → S−1A/S−1p est S−1p ∩ A = p don
 onobtient un morphisme inje
tif ϕ : A/p → S−1A/S−1p. Reste à prouver lasurje
tivité de ϕ.Soit x = s−1a, s ∈ S, a ∈ A. s ∈ p et A/p est un 
orps don
 il existe
t ∈ A tel que ts = 1 mod P .Alors x − ta = s−1a(1 − ts). 1 − ts ∈ p. On obtient modulo p :

x − ta ≡ 0 mod pDon
 x̄ = ϕ(t̄ā) et ϕ est bien surje
tive 
e qui a
hève la preuve.Fin de la démonstration du théorèmeOn applique le raisonnement utilisé dans le 
as prin
ipal pour obtenir :
[E : F] =

∑

q′|p′
e
(

q′|p′
)

f
(

q′|p′
)où p′ = S−1p est un idéal maximal de S−1OF et q′ par
ourt les idéauxmaximaux de S−1OE au-dessus de p′.Comparons :

p′S−1OE =
∏

q′|p′
q′e(q

′|p′)et
pOE =

∏

q|p
qe(q|p)Cette dernière identité implique

pS−1OE =
∏

q|p

(

S−1q
)e(q|p)Les q divisant p ne ren
ontrent pas S, don
 les S−1q où q est au-dessusde p donnent des idéaux maximaux q” distin
ts de S−1OE et tels que q” ∩

S−1OF = S−1p.Par uni
ité de la dé
omposition en produit dans un anneau de Dedekindon obtient une bije
tion q 7→ S−1q entre les idéaux maximaux q|p et lesidéaux maximaux q′|p′, et e
(

S−1q′|S−1p′
)

= e (q|p).Par ailleurs, on voit que :
f (q|p) = [OE/q : OF/p]

f
(

S−1q|S−1p
)

= [S−1OE/S−1q : S−1OF/S−1p]



16 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISor par la proposition 13. on a :
OF/p ≃ S−1OF/S−1p

OE/q ≃ S−1OE/S−1qd'où l'on déduit f (q|p) = f
(

S−1q|S−1p
) puis le résultat :

∑

q|p
e (q|p) f (q|p) = [E : F]2.2 Dé
omposition dans le 
as galoisienSoit E ⊆ F une extension �nie galoisienne de groupe de Galois G, où

F est un 
orps de nombres. On note n = [E : F], et on 
onsidère un idéalmaximal p de OF.On a
pOE =

∏

q|p
qe(q|p)Le groupe G agit sur OE, et pour tout σ ∈ G on a σ.OE = OE. Le

F-morphisme σ ∈ G induit un isomorphisme d'anneaux de OE sur lui-mêmequi se restreint à l'identité sur OF. Il agit sur les idéaux de OE : si a est unidéal de OE alors σa aussi.Considérons un idéal maximal q de OE au-dessus de p. Alors q∩OF = pet σq est un idéal maximal de OE au-dessus de p. Le morphisme σ induitdon
 un morphisme de OF/p-extensions OE/q → OE/σq.Le groupe de Galois G agit don
 sur les idéaux maximaux de OE au-dessus de p.Théorème 2.2.1. Cette a
tion est transitive.Démonstration. On raisonne par l'absurde.Soit q un idéal maximal de OE au-dessus de p, q′ un idéal maximal de
OE au-dessus de p qui n'est pas dans l'orbite de q. On a don
 :

(∀σ ∈ G)
(

q′ 6= σq
)Par le lemme 
hinois on peut trouver x′ ∈ OE tel que

x′ ≡ 0 mod q′

x′ ≡ 1 mod σq pour tout σ ∈ GConsidérons NE/F(x′) =
∏

σ∈G

σx′ ∈ F ∩ q′ = p



2.2. DÉCOMPOSITION DANS LE CAS GALOISIEN 17Par ailleurs, σ−1x′ ≡ 1 mod q pour tout σ ∈ GDon
 NE/F(x′) ≡ 1 mod q

NE/F(x′) ≡ 1 mod pOn obtient don
 une 
ontradi
tion, 
ar NE/F(x′) ∈ p.Conséquen
es.Partant de pOE =
∏

qe(q|p), pour tout σ ∈ G on a :
σ (pOE) = pOE =

∏

q|p
(σq)e(q|p) =

∏

q|p
(q)e(q|p)D'où, l'a
tion étant transitive et la dé
omposition de p en produit d'idéauxmaximaux unique, e (σq|p) = e (q|p).De même σ induit un isomorphisme de OF/p-extensions de OE/q sur

OE/σq don
 f (σq|p) = f (q|p).Notant e le degré de rami�
ation 
ommun, f le degré d'inertie 
ommunet g le nombre d'idéaux maximaux Q de OF au-dessus de p, on obtientCorollaire 2.2.2. [E : F] = |G| = efgDé�nition 2.2.3. Pour q|p, D (q|p) est le stabilisateur de q dans G. Il estappelé groupe de dé
omposition de q au-dessus de p.Propriétés.
|D (q|p) | = ef et pour σ ∈ G D (σq|p) = σD (q|p) σ−1. Si σ ∈ D (q|p),il induit un morphisme de OF/p-extensions de OE/q sur lui-même, don
un élément de Gal ((OE/q)/(OF/p)), d'où un homomorphisme D (q|p) →

Gal ((OE/q)/(OF/p)) appelé homomorphisme de rédu
tion.Dé�nition 2.2.4. Le noyau de 
et homomorphisme est appelé groupe d'iner-tie de q|p et est noté I (q|p).Remarque 2.2.5. Soit σ ∈ G, on a alors I (σq|p) = σI (q|p) σ−1.Théorème 2.2.6. L'homomorphisme de rédu
tion est surje
tif.Corollaire 2.2.7.
|I (q|p)| = e = e (q|p)Démonstration du théorème. Notons K le sous-
orps de E �xé par D =

D (q|p).



18 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOIS
E q

K

D
��������

pK = q ∩ K

sssssssssss

F

G
????????

p

KKKKKKKKKKK

D est le stabilisateur de K dans G et agit trivialement sur q. pK = q∩Kest un idéal maximal de OK, q est un idéal maximal de OE au-dessus de pK.L'extension E/K est galoisienne de groupe de Galois D don
 G agittransitivement sur les idéaux maximaux de OE au-dessus de pK . Par suite,
q est le seul idéal maximal de OE au-dessus de pK.Alors |D| = [E : K] = e(q|pK)f(q|pK).Par ailleurs, |D| = e(q|p)f(q|p). Or par transitivité pour les degrés derami�
ation et d'inertie, on obtient e(pK|p)f(pK|p) = 1 d'où e(pK|p) =
f(pK|p) = 1.On a alors :
OF/p

≃ (degré 1)
// OK/pK

�
�

// OE/qIl su�t don
 à présent de montrer que le morphisme de groupes de
D(q|p) = Gal(E/K) dans Gal ((OE/q)/(OK/pK)) est surje
tif.On peut don
 se ramener à prouver le résultat pour pK plut�t que p,
'est-à-dire que l'on peut supposer que le 
orps �xé par D est F.Supposons don
 à présent D = G et F = K.Soit x̄ un élément primitif pour l'extension (OE/q)/(OF/p) : OE/q =
(OF/p)[x̄], et x un élément de OF dont la 
lasse modulo q est x̄. Soit f lepolyn�me minimal de x sur F .Le polyn�me f a pour ra
ines les 
onjugués de x par l'a
tion de G,qui sont entiers, d'où l'on déduit que f ∈ OE[t] ∩ F[t] = OF[t]. On peutdon
 
onsidérer sa rédu
tion modulo p, f̄ ∈ (OF/p)[t]. Les ra
ines de f sontles σx où σ dé
rit G. Les ra
ines de f̄ sont les σ̄x̄ où σ̄ est l'élément de
(OE/q)/(OF/p) induit par σ via l'homomorphisme de rédu
tion.Un 
onjugué quel
onque de x̄ dans (OE/q)/(OF/p) est une ra
ine de f̄don
 est de la forme σ̄x̄ pour un des σ ∈ G.Or x̄ étant un élément primitif les automorphismes de (OE/q)/(OF/p)sont déterminés par leur a
tion sur x̄, don
 sont de la forme σ̄ pour un
σ ∈ G : l'homomorphisme de rédu
tion est don
 surje
tif.2.3 Automorphismes de FrobeniusDans toute 
ette se
tion on 
onsidère une extension E/F galoisienne �niede 
orps de nombres de groupe de Galois G.



2.3. AUTOMORPHISMES DE FROBENIUS 19Rappel. Un idéal maximal p de OF est dit rami�é dans E/F s'il existe q|ptel que e(q|p) > 1.Proposition 2.3.1. Seul un nombre �ni d'idéaux maximaux de OF sontrami�és dans E/F.Remarque 2.3.2. Ce résultat s'étend aussit�t au 
as où E/F est �nie en
onsidérant sa 
l�ture galoisienne.On verra que p est rami�é dans E/F si et seulement si p|disc(E/F).Démonstration. Si l'idéal p est rami�é dans E/F alors il existe un idéal q de
OE au-dessus de p tel que I(q|p) 6= {id}. On dispose alors d'un σ ∈ I(q|p)di�érent de l'identité qui agit trivialement sur le 
orps résiduel OE/q.Prenons x ∈ OE tel que E = F[x].Le polyn�me minimal f de x sur F est dans OF[t].

f(t) =
∏

σ∈G

(t − σ(x))Considérons sa rédu
tion modulo p : f̄ ∈ (OF/p)[t] ⊆ (OE/q)[t].
f̄(t) =

∏

σ∈G

(

t − ¯σ(x)
)Par non-trivialité de I(q|p) f̄ admet une ra
ine double modulo q.Considérons disc(f) ∈ OF. C'est un élément non nul de OF 
ar f estirrédu
tible et séparable dans F[t]. Le dis
riminant de f̄ , disc(f̄), qui n'estautre que la rédu
tion modulo p de disc(f), est nul dans OF/p. Cela signi�ebien que p|disc(f)OF.Les idéaux maximaux p de OF rami�és dans E/F divisent disc(f)OFdon
 ils sont en nombre �ni.Si p est un idéal maximal de OF non rami�é dans E/F l'homomor-phisme de rédu
tion D (q|p) → Gal ((OE/q)/(OF/p)) est un isomorphismede groupes.Dé�nition 2.3.3. Pour un tel p et pour q|p l'automorphisme de Frobe-nius Frob(q|p) est l'unique élément de D(q|p) dont l'image par l'homomor-phisme de rédu
tion est l'automorphisme de Frobenius pour le 
orps �ni

(OE/q)/(OF/p).Propriétés.C'est l'unique élément de G qui :1. est dans D(q|p)2. véri�e σ(x) ≡ x|OF/p| mod q pour tout x ∈ OE.



20 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISIl est d'ordre f(q|p) dans G et engendre D(q|p).Si σ ∈ G alors Frob(q|p) = σFrob(q|p)σ−1.En parti
ulier si G est abélien Frob(q|p) ne dépend pas du 
hoix de q etse note Frobp.Remarque 2.3.4. Si un idéal maximal p de OF n'est pas rami�é dans E/Falors le degré d'inertie 
ommun f est égal à l'ordre du Frobenius, et on obtientque g, nombre d'idéaux maximaux de OE qui sont au-dessus de p, vaut [E:F]
f .Rappelons que p est totalement dé
omposé dans E/F si f(q|p) = e(q|p) =

1 pour tout q au-dessus de p. Cela équivaut à dire qu'il y a exa
tement [E : F]idéaux q au-dessus de p. Dans le 
as où E/F est galoisienne 
ela signi�e que
p est non rami�é dans E/F et Frob(q|p) = IdE.2.4 Passage aux sous-
orps

E q idéal maximal de OE

K

H
��������

pK

F

G
????????

p idéal maximal de OF

H est un sous-groupe de G, K est le 
orps �xé par H, et on a H =
Gal(E/K).

pK = q ∩ K est un idéal maximal de OK, ave
 q| pK|p.L'enjeu de 
ette se
tion est de déterminer D(q|pK) et I(q|pK) en fon
tionde D(q|p) et I(q|p).Proposition 2.4.1.1. D(q|pK) = D(q|p) ∩ H2. I(q|pK) = I(q|p) ∩ HDémonstration.Pour le premier point :
D(q|pK) = {(σ ∈ H)(σq = q)} = H ∩ D(q|p).Pour le deuxième :

I(q|pK) = {(σ ∈ D(q|pK)) (σ induit l'identité sur OE/q)}
= {(σ ∈ D(q|p) ∩ H) (σ induit l'identité sur OE/q)}
= I(q|p) ∩ HSi p est non rami�é dans E/F alors pK est non rami�é dans E/K et

Frob(q|pK) = Frob(q|p)f(pK |p) : en e�et 
'est l'unique élément de D(q|pK)qui agisse sur OE/q par x 7→ x|OK/pK|, et il en va de même pour Frob(q|p),



2.4. PASSAGE AUX SOUS-CORPS 21d'où le résultat 
her
hé par multipli
ativité des degrés dans une tour d'ex-tensions.Considérons la situation suivante :
E q

K

H

pK

F

G/H

G

poù G → Gal(K/F) a pour noyau H.Proposition 2.4.2.1. D(pK|p) est l'image de D(q|p) dans Gal(K/F)2. I(pK|p) est l'image de I(q|p) dans Gal(K/F)Démonstration.1. Soit σ un élément de l'image de D(q|p) dans Gal(K/F). Alors σq = qet σK = K, don
 σpK = σ(q ∩ K) = σq ∩ σK = q ∩ K = pK, don

σ|K ∈ D(pK|p).Inversement, soit σ ∈ G tel que σpK = pK.L'idéal σq est alors un idéal maximal de OE au-dessus de pK. Mais
H = Gal(E/K) agit transitivement sur les idéaux maximaux de OEau-dessus de pK. On a alors : (∃τ ∈ H)(σq = τq), d'où τ−1σq = q, soit
τ−1σ ∈ D(q|p).Les morphismes σ et τ−1σ ont même image dans G/H don
 σ estimage dans G/H d'un élément de D(q|p).2. Soit σ ∈ I(q|p), on voit de même que pré
édemment que σpK = pKdon
 σ|K ∈ D(pK|p ; de plus σ induit l'identité sur OK/pK don
 σ|K ∈
I(pK|p).Inversement, soit σ ∈ G dont l'image dans Gal(K/F) est un élémentdu groupe d'inertie de pK au-dessus de p. On peut supposer que σ ∈
D(q|p), et on sait en plus que σ induit l'identité sur OK/pK.L'homomorphisme de rédu
tion de D(q|pK) dans Gal ((OE/q)/(OK/pK))est surje
tif.Il y a don
 un τ ∈ D(q|pK) qui agit 
omme σ sur OE/q, et τ−1σ ∈
I(q|pK) ⊆ I(q|p). Par 
onséquent σ et τ−1σ ont même image dans
Gal(K/F), 
e qui prouve le résultat.Proposition 2.4.3. Si p est non rami�é dans E/F alors p est non rami�édans K/F et Frob(pK|p) est l'image de Frob(q|p).



22 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISDémonstration. Le morphisme de Frobenius Frob(pK|p) est l'unique élément
ρ de Gal(K/F) tel que ρ ∈ D(pK|p) et ρx ≡ x|OF/p| mod pK pour x ∈ OK.Considérons τ = Frob(q|p)|K.On a τ ∈ D(pK|p) (par la première partie � triviale � de la proposition)et τx ≡ x|OF/p| mod pK pour x ∈ OK, puisque 
ette égalité est déjà réaliséemodulo q pour y ∈ OE.Don
 ρ = τ .Remarque 2.4.4. Soient E/F et E

′/F′ deux extensions galoisiennes �niesde F de groupes respe
tifs G et G′, et E” un 
omposé de E/F et E
′/F′.

E
′′ q′′

E

yyyyyyyyy

E
′

FFFFFFFFF

q = q′′ ∩ E

tttttttttt

q′ = q′′ ∩ E
′

KKKKKKKKKKK

E ∩ E
′

xxxxxxxxx

FFFFFFFFF

p

rrrrrrrrrrr

JJJJJJJJJJJ

F

D(q′′|p) a pour image D(q|p) dans G et D(q′|p) dans G′.
I(q′′|p) a pour image I(q|p) dans G et I(q′|p) dans G′.Si p est non rami�é dans E/F et E

′/F alors il l'est dans E
′′/F. Si p esttotalement dé
omposé dans E/F et E

′/F alors il l'est dans E
′′/F.2.5 Dé
omposition dans des extensions non né
es-sairement galoisiennes

E OE
q

K

~~~~~~~~

H

OK pK

F

@@@@@@@@

G

OF p

D(q|pK) = H ∩ D(q|p)
I(q|pK) = H ∩ I(q|p)permet le 
al
ul de e(pK|p) et f(pK|p).L'idée pour la suite est que si p′

K
est un idéal maximal de OK au-dessusde p et q′ un idéal maximal de OE au-dessus de pK alors q′ est un idéalmaximal de OE au-dessus de p, don
 q′ = σq pour un σ ∈ G.



2.6. LIEN AVEC LES POLYNÔMES 23Les idéaux maximaux de OK au-dessus de p sont don
 de la forme σq,
σ ∈ G. La 
onnaissan
e de D(σq|p) = σD(q|p)σ−1 et I(σq|p) = σI(q|p)σ−1permet de 
al
uler e(pK|p), f(pK|p) et le 
as é
héant Frob(pK|p).Considérons σ, σ′ ∈ G. Quand a-t-on σq ∩ OK = σ′q ∩OK ?Ce sont tous deux des idéaux maximaux de OK au-dessus de p. S'ilssont égaux, alors les idéaux σq et σ′q sont deux idéaux maximaux de OEau-dessus du même idéal de OK don
 il existe τ ∈ Gal(E/K) = H tel que
σq = τσq.Inversement, si τ ∈ Gal(E/K) = H est tel que σq = τσ′q alors σq∩K =
σ′q ∩ K.La 
ondition σq ∩ K = σ′q ∩ K équivaut don
 à (∃τ ∈ H)(σq = τσ′q),
e qui se traduit par (∃ρ ∈ D(q|p))(σ = τσ′ρ).En 
on
lusion, les idéaux maximaux de OK au-dessus de p sont paramé-trés par les doubles 
lasses HσD. L'ensemble des doubles 
lasses se note engénéral H\G/D.Remarque 2.5.1. Considérons le 
as où E/F est une 
l�ture galoisienne de
K/F. En termes de groupes 
e
i se traduit par : l'interse
tion des 
onjuguésde H est triviale. En e�et, I = ∩gHg−1 est distingué dans G et E

′ = E
I estgaloisien sur F et 
ontient K.Supposons que p est totalement dé
omposé dansK/F : pour pK|p, e(pK |p)f(pK|p) =

1. Montrons qu'alors p est totalement dé
omposé dans E/F :On a |D(q|pK)| = e(q|pK)f(q|pK) = e(q|p)f(q|p)
e(pK|p)f(pK|p) .Dire que e(pK|p) = f(pK|p) = 1 signi�e que D(q|pK) = D(q|p). Comme

D(q|pK) = D(q|p) ∩ H 
ette égalité se traduit don
 par D(q|p) ⊆ H pourtout q|pK.Comme p est totalement dé
omposé dans K/F 
'est vrai pour tout 
hoixde pK, don
 pour tout q au-dessus de p on a D(q|p) ⊆ H.Posons D = D(q|p). En �xant q|p on a don
, en appliquant 
e qui pré
èdeaux σq, σ ∈ G :
σDσ−1 ⊆ H don
 D ⊆ ∩σ−1Hσ, d'où D = {1G} et p est totalementdé
omposé dans E/F.2.6 Lien ave
 les polyn�mes

E

F

�nieSoit x ∈ OE un élément primitif : E = F[x] et OF[x] ⊆ OE. Soit p unidéal maximal de OF et S = OF − p.



24 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISSoit f le polyn�me minimal de x sur F , on a f ∈ OF[t]. On note f̄sa rédu
tion dans (OF/p)[t]. On dispose de sa dé
omposition en fa
teursirrédu
tibles unitaires distin
ts à 
oe�
ients dans le 
orps résiduel :
f̄(t) =

∏

gi(t)
αiOn �xe une famille (hi) ∈ OF[t] de polyn�mes unitaires tels que h̄i = gi.Proposition 2.6.1. On suppose OE = OF[x]. Alors pOE =

∏

q
αi

i ave

qi = (p, hi(x)), et les qi deux à deux distin
ts.Comme on le verra dans la démonstration, on utilise seulement que
S−1OE = S−1OF[x]. On verra plus loin les 
ritères pour 
ette égalité.Supposons pour le moment OE = OF[x].Démonstration.

OE ≃ OF[t]/f(t)OF[t]

OE/pOE ≃ OF[x]/(p)

≃ OF[t]/(p, f)

≃ OF[t]/(pOF[t] + fOF[t])

≃ (OF/p)[t]/(f̄ )On a don
 OE/pOE ≃ (OF/p)[t]/(f̄ ). Or par le lemme 
hinois on trouve
(OF/p)[t]/f̄ ≃∏(OF/p)[t]/(gαi

i ).Les idéaux maximaux q de OE 
ontenant pOE 
orrespondent de manièrebije
tive aux idéaux maximaux de OE/pOE, 
'est-à-dire via 
ette 
omposi-tion d'isomorphismes aux idéaux maximaux de k[t]/f̄k[t], soit aux gik[t]/f̄k[t]où k = OE/pOE.L'idéal gi 
orrespond à l'idéal (p, hi(x)) = qi.On obtient ainsi un isomorphisme entre 
orps résiduels k[t]/(gi) ≃ OE/qi,qui est en parti
ulier un isomorphisme de k-espa
es ve
toriels, d'où en 
om-parant les dimensions : f(qi|p) = d�gi.
OE/pOE ≃

r
∏

i=1

OE/q
e(qi|p)
i

k[t]/(f̄k[t]) ≃
r
∏

i=1

k[t]/gαi

i [t]

e(qi|p) est le plus petit entier r > 0 tel que, notant q̄i l'idéal qi réduitmodulo pOE, l'image de q̄i
r soit nulle dans OE/q. De même αi est le pluspetit entier r tel que l'image dans k[t]/gαi

i (t) de gr
i soit nulle.Les deux dé
ompositions se 
orrespondent par l'isomorphisme deOE/pOEsur k[t]/f̄k[t] d'où αi = e(qi|p).



2.7. RAPPELS SUR LE DISCRIMINANT 25Exemple : les 
orps quadratiques.Soit d un entier sans fa
teur 
arré, d 6= 0, 1. On 
onsidère K = Q(
√

d).Alors
OK = Z[

√
d] si d ≡ 2 ou 3 mod 4

OK = Z

[

1 +
√

d

2

] si d ≡ 1 mod 4On peut alors prendre selon le 
as x =
√

d et f(t) = t2 − d ou x = 1+
√

d
2et f(t) = t2 − t − d−1

4 .Pour un nombre premier p �xé on 
onsidère f̄ ∈ Fp[t] la rédu
tion de fmodulo p. Alors� Si f̄ a une ra
ine double alors p est rami�é� Si f̄ a deux ra
ines simples alors pOK = p1p2 ave
 f(p1|p) = f(p2|p) =
1.� Si f̄ est irrédu
tible alors pOK est maximal don
 f(pOK|p) = 2.Les nombres premiers rami�és dans K sont don
 :� 2 et les diviseurs premiers de d si d ≡ 2 ou 3 mod 4.� Les diviseurs premiers de d si d ≡ 1 mod 4.On suppose désormais p non rami�é dans K/Q.

f̄ a deux ra
ines simples si et seulement si son dis
riminant dans F×
p estun 
arré et est irrédu
tible dans le 
as 
ontraire. Don
� f̄ a deux ra
ines simples si et seulement si (d

p

)

= 1.� f̄ est irrédu
tible si et seulement si (d
p

)

= −1.Ce
i vaut si p 6= 2.Si p = 2, pour d ≡ 2 ou 3 mod 4 le nombre 2 est rami�é.Si d ≡ 1 mod 4, f se réduit en X2 +X si d ≡ 1 mod 8 et en X2 +X +1si d ≡ 5 mod 8. Dans le premier 
as on a deux ra
ines simples don
 2 esttotalement dé
omposé, dans l'autre 
as le polyn�me est irrédu
tible.2.7 Rappels sur le dis
riminantSoit A un anneau 
ommutatif et B une A-algèbre libre de type �ni 
omme
A-module.Pour x ∈ B, mx : y 7−→ xy est A-linéaire de B dans B. On dé�nit 
ommedans le 
as des extensions de 
orps TrB/A(x) = Tr(mx) ∈ A.Si (e1, . . . , ed) est une famille d'éléments de B, on en dé�nit le dis
rimi-nant par :

discB/A(e1, . . . , ed) = det(TrB/A(eiej))16i,j6d



26 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISSi fj =
∑

ai,jei alors discB/A(f1, . . . , fd) = (detM)2discB/A(e1, . . . , ed)où M = (ai,j)16i,j6d.Le dis
riminant de B sur A, disc(B/A), est la 
lasse dans A/(A×)2 de
discB/A(e1, . . . , ed) où (e1, . . . , ed) est une base quel
onque de B sur A.Exemple 2.7.1. Si f ∈ A[T ] est unitaire de degré d et B = A[T ]/f(T ) :

discB/A(1, T, . . . , T d−1) = disc(f)(où on 
onsidère les 
lasses dans B des T i)Remarque 2.7.2. Si A ∈ Z, 
omme (Z×)2 = {1} on a discB/Z ∈ Z. Onnote dF le dis
riminant d'un 
orps de nombres F, plut�t que disc(OF/Z).Proposition 2.7.3. On suppose que A est un 
orps. On a équivalen
e entre :� discB/A 6= 0� B est produit d'extensions séparables de A.Démonstration. (Démonstration partielle, se référer à [5℄ pour une preuve
omplète)� Si B/A est une extension �nie de 
orps, TrB/A 6= 0 si et seulement si
B/A est séparable. Par suite discB/A 6= 0 si et seulement si B/A estséparable.� Si B =

∏

Bi où les Bi, i = 1 . . . r sont des A-algèbres de dimension�nie, alors discB/A =
∏

discBi/A. Ce
i donne l'impli
ation ré
iproque.Prouvons le sens dire
t :Si x ∈ B est nilpotent, x 6= 0, alors xB est formé d'éléments nilpotentset (∀y ∈ B)(TrB/A(xy) = 0).On 
onsidère une base (e1, . . . , en) de B dont les d premiers éléments sontdans xB. Alors :
discB/A(e1, . . . , en) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 . . . 0 . . . 0... ... ...
0 . . . 0 . . . 0... ... ? ?
0 . . . 0 ? ?

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0où seuls les éléments de la matri
e 
arrée (n − d, n − d) représentée pardes points d'interrogation peuvent être non nuls.Don
 si discB/A 6= 0 alors B n'a pas d'élément nilpotent non nul, 
'estdon
 un produit de 
orps B =
∏Ai où Ai est une extension de A.Justi�ons 
e point :

B = A[t] ≃ A[T ]/P (T )Que B n'ait pas d'élément nilpotent signi�e que P est produit de fa
-teurs irrédu
tibles distin
ts P = P1 . . . Pr don
 P =
∏

(A[T ]/Pi[T ]). Don

discB/A =

∏

discAi/A est non nul si et seulement si Ai/A est séparable pourtout i.



2.7. RAPPELS SUR LE DISCRIMINANT 27Supposons que A est un anneau de Dedekind de 
orps des fra
tions F,que E/F est une extension �nie séparable de degré d, et que B est la 
l�tureintégrale de A dans E. On sait alors que B est un anneau de Dedekind (
f[5℄ par exemple).L'anneau B est alors un A-module de type �ni libre de rang d sur A dèsque A est prin
ipal.
discB/A est l'idéal deA engendré par les discB/A(e1, . . . , ed) où (e1, . . . , ed)est une famille quel
onque d'éléments de B. Si B est libre de type �ni sur Aon voit que discB/A est l'idéal engendré par les dis
riminants des bases de Bsur A.Si S est une partie multipli
ative de A 
ontenant 1 mais pas 0 alors

discS−1B/S−1A = S−1discB/A.Proposition 2.7.4. Sous les hypothèses pré
édentes, soit p un idéal maximalde A, alors si on pose S = A− p, A′ = S−1A, B′ = S−1p,p′ = S−1p :É
rivons pB =
∏

q|p
qe(q|p)Alors les 
onditions suivantes sont équivalentes :1. e(q|p) = 1 pour tout q|p et B/q est une extension séparable de A/p.2. p ne divise pas disc(B/A).Cas parti
ulier : E/F est une extension de 
orps de nombres, p un idéalmaximal de OF, on pose A = OF, B = OE. On note alors disc(E/F) =

disc(OE/OF).On a équivalen
e entre :� p est non rami�é dans E/F.� p ne divise pas disc(E/F).Démonstration. (voir [5℄ pour les détails)En lo
alisant en S = A− p on se ramène à prouver le résultat demandépour A′, B′ et p′. On prend une base (e1, . . . , ed) de B′ sur A′, qui donne unebase (ē1, . . . , ēd) de B′/pB′ sur A′/p et le dis
riminant de (e1, . . . , ed) est larédu
tion modulo p de discB′/A′(e1, . . . , ed).
p′ divise discB′/A′ signi�e que disc(B′/pB′)/(A′/p′A′)(ē1, . . . , ēd) = 0.Par la proposition pré
édente, B′/p′B′ est un produit d'extensions sépa-rables de A′/p′. Mais :

p′B′ =
∏

q′|p′
q′e(q

′|p′)donne B′/p′B′ =
∏B′/q′e(q

′|p′). Mézalor le fait que B′/p′B′ soit un produitd'extensions séparables de A′/p′ se traduit par e(q′|p′) = 1 pour tout q′|p et
B′/q′ est séparable sur A′/p′.



28 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISRetour sur la situation du 
orps de nombres :
E S−1OE

F

finie

S−1OF
pLemme 2.7.5. Soit p un idéal maximal de OF et S = OF − p.Supposons E = F[x], x ∈ S−1OE et notons f le polyn�me minimal de xsur F. Supposons disc(f) /∈ S−1p (don
 est inversible dans S−1OF).Alors p est non rami�é dans E/F. On a S−1OE = S−1OF[x], on peutalors appliquer la proposition donnant la dé
omposition de p en termes de

f̄ ∈ (OF/p)[T ].Démonstration. On a S−1OF[x] ⊆ S−1OE, qui admettent pour bases res-pe
tivement (1, x, . . . , xd−1) et (e1, . . . , ed), où d = d�f = [E : F].Alors disc(f) = discS−1OE/S−1OF
(1, x, . . . , xd−1).On a vu que discS−1OE/S−1OF

(1, x, . . . , xd−1) = α2disc(e1, . . . , ed) don
l'idéal (disc(f)) est un multiple de disc(S−1OE/S−1OF).L'hypothèse dit que (disc(f)) = S−1OF don
 α est une unité et 
omme
(e1, . . . , ed) est une base de S−1OE sur S−1OF alors (1, x, . . . , xd−1) en estaussi une base. Par suite S−1OE = S−1OF[x] d'où le lemme.Remarque 2.7.6. Si E/F est un 
orps de nombres, E = F[x], x ∈ F,alors sauf pour un nombre �ni d'idéaux maximaux p de OF on a x ∈ S−1OF(S = A− p) et disc(f) /∈ S−1p.Remarque 2.7.7. Si ave
 les notations pré
édentes on a disc(f) /∈ (S−1p)2alors S−1OE = S−1OF[x] mais p peut être rami�é dans E/F. En e�et on atoujours :

discS−1OE/S−1OF
(1, x, . . . , xd−1) = α2disc(e1, . . . , ed)et l'hypothèse implique que α est une unité.2.8 Corps 
y
lotomiqueOn se pla
e dans la situation F = Q,E = Q(e

ı2π
n ) ⊆ C. Alors Gal(E/Q) =

(Z/nZ)×. On peut supposer n impair ou multiple de 4.Théorème 2.8.1.1. Les nombres premiers rami�és dans E/Q sont les diviseurs premiersde n.2. Si p est un premier ne divisant pas n alors Frobp est p mod n dans
(Z/nZ)×.



2.9. LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE 29Démonstration.1. E est une extension de dé
omposition de Xn−1 sur Q. Si p est rami�édans E/Q alors Xn − 1 a né
essairement une ra
ine double modulo
p : Xn − 1 ∈ Fp[X] n'est pas premier à sa dérivée nXn−1 don
 n ≡ 0
mod p : p |n.Inversement il su�t de montrer que p impair est rami�é dans Q

(

e
ı2π
n

)

/Q,et 2 est rami�é dans Q
(

eı2π4
)

= Q(ı), déjà vu.Traitons le 
as où p est impair : posons ζ = e
ı2π
p , ra
ine de ϕp =

1 + T + · · · + T p−1 et on a ϕp(1) = p =
∏

(1 − ζi), or 1 − ζi est unmultiple de 1 − ζ dans OE (E = Q(ζ)). p est don
 un multiple de
(1 − ζ)p−1 dans OE.

pOE =
∏

q|p
qe(q|p) et ∑

q|p
e(q|p)f(q|p) = p − 1don
 (1− ζ)OE est un idéal maximal de OE et pOE = ((1 − ζ)OE)p−1don
 p est rami�é pour p > 3 d'où le résultat.2. Si p ne divise pas n, σ = Frobp ∈ (Z/nZ)× est 
ara
térisé par σq = q.Ce
i doit être vrai en parti
ulier pour ζ = e

2ıπ
p . Mais Xn − 1 ∈ Fp[X]n'a pas de ra
ine double dans une extension. Cela implique que les ζa,

a ∈ (Z/nZ)× sont tous distin
ts modulo q.Par suite, pour obtenir σζ ≡ ζp mod q on doit prendre σ = p mod nd'où le résultat.Rappel : Si Frobp ∈ (Z/nZ)× a pour ordre r alors :
pOE =

ϕ(n)/r
∏

i=1

qiave
 f(qi/pZ) = r.2.9 Loi de ré
ipro
ité quadratique
K = Q(

√
d), d ∈ N, d > 2 sans fa
teurs 
arrés. On peut identi�er

Gal(K/Q) à {−1, 1}.Les nombres premiers rami�és dans K/Q sont les diviseurs premiers de
d, plus 2 si d ≡ 3 mod 4.� Frobp =

(

d
p

) si p est impair et ne divise pas d.� Frob2 = 1 si d ≡ 1 mod 8.� Frob2 = −1 si d ≡ 5 mod 8.



30 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION ET THÉORIE DE GALOISFixons p premier impair et 
onsidérons E = Q

(

e
ı2π
p

). Gal(E/Q) =

(Z/pZ)× don
 est isomorphe à Z/(p − 1)Z. On a en parti
ulier un uniquesous-groupe d'indi
e 2 et E a une unique sous-extension K/Q où [K : Q] = 2 :
E

K

Q

2

p−1Dans E/Q, le seul nombre premier rami�é est p. Il l'est a fortiori dans
K/Q et par 
onséquent on a K = Q(

√

p×) où p× = (−1)
p−1

2 p et p× ≡ 1
mod 4.

Gal(E/Q) −→ Gal(K/Q)

σ 7−→ σ
p−1

2donne
(Z/pZ)× −→ {±1}

x 7−→ x
p−1

2Soit q un nombre premier impair distin
t de p. Frobq ∈ Gal(E/Q) s'iden-ti�e à la 
lasse de q dans (Z/pZ)×.
Frobq ∈ Gal(K/Q) est l'image de Frobq ∈ Gal(E/Q) et par suite

Frobq ∈ Gal(K/Q) = {±1} n'est autre que ( q
p

). Mais on a aussi K =

Q(
√

p×) don
 Frobq ∈ Gal(K/Q) = {±1} est (p×

q

). Comme p× = (−1)
p−1

2 pon a :
(

p

q

)(

q

p

)

= (−1)
p−1

2

q−1

2Si q = 2 on a en
ore que Frob2 ∈ Gal(K/Q) et Frob2 =
(

2
p

).On véri�e 
ette fois-
i la loi par le 
al
ul. Frob2 ∈ Gal(K/Q) vaut 1 si
p× ≡ 1 mod 8 et -1 si p× ≡ 5 mod 8, d'où :

p mod 8 p× mod 8 FrobK/Q = Frob2

1 1 1
3 5 −1
5 5 −1
7 1 1



Chapitre 3Te
hniques analytiques3.1 Densités
E OE

q

F

G

OF pÀ p non rami�é dans E/F on asso
ie Frob(q|p) ∈ G. Quelle est la répar-tition des Frob(q|p) dans G quand p varie ?On �mesure� un idéal maximal p de OF par sa norme Np = |OF/p| ∈ pZ.Soit P un sous-ensemble de PF, ensemble des idéaux maximaux de F.Dé�nition 3.1.1. On dit que P a densité arithmétique δ ∈ [0, 1] si
δX =

|{(p ∈ P)(Np 6 x)}|
|{(p ∈ PF)(Np 6 x)}| → δ (x → ∞)On utilisera plut�t la densité analytique :Pour s ∈ R, s > 1, on verra que la série∑

p∈P(Np)−s 
onverge et dé�nitune fon
tion 
ontinue sur ]1,+∞[ (il y a une singularité au voisinage de 1).Dé�nition 3.1.2. On dit que P a densité analytique δ ∈ [0, 1] si :
∑

p∈P(Np)−s

∑

p∈PF
(Np)−s

→ δ (s → 1+)On sait (voir [4℄) que si un ensemble a densité arithmétique δ alors il adensité analytique δ. Pour tous les ensembles que nous allons examiner, nousallons prouver qu'il existe une densité analytique et des théorèmes taubériensdonneront l'existen
e d'une densité arithmétique, on pourra même obtenirun terme d'erreur en x.Attention 
ependant, il existe des ensembles de nombres premiers ad-mettant une densité analytique mais non une densité arithmétique. Un telensemble est exhibé dans [6℄, la preuve est donnée dans [2℄.31



32 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUES3.2 Le théorème de �ebotarev
E

F

G Soit C une 
lasse de 
onjugaison de G. On note PC l'ensemble des idéauxmaximaux de OF non rami�és dans E/F tels que Frob(q|p) ∈ C pour tout
q|p.Théorème 3.2.1. PC admet pour densité analytique |C|

|G|Cas parti
ulier :
F = Q, E = Q

(

e
ı2π
n

), G = (Z/nZ)×.Alors p premier est non rami�é dans E/F si et seulement si p ne divisepas n, et Frobp est la 
lasse de p dans (Z/nZ)×.Le théorème de �ebotarev dit : {p ne divisant pas n|p ≡ a mod n} apour densité analytique 1
ϕ(n) . C'est le théorème de Diri
hlet sur les progres-sions arithmétiques de nombres premiers.3.3 Convergen
eOn 
onsidère des sommes ou produits in�nis de nombres 
omplexes in-dexés par un ensemble dénombrable I :Soit I un ensemble dénombrable, (xi)i∈I est une famille de nombres 
om-plexes. On dit que la famille (xi)i∈I est sommable de somme x ∈ C si pourtout ε stri
tement positif il existe un sous-ensemble �ni J de I tel que pourtout J ′ �ni véri�ant J ⊆ J ′ ⊆ I on ait :
∣

∣

∣

∣

∣

(

∑

i∈J ′

xi

)

− x

∣

∣

∣

∣

∣

6 εOn sait que (xi)i∈I est sommable si et seulement si (|xi|)i∈I est sommableou, de manière équivalente, si et seulement si les ∑i∈J |xi| (J ⊆ I �ni) sontmajorées uniformément en J .Si la famille est sommable, le x 
i-dessus est unique et s'é
rit ∑i∈I xi et
|
∑

xi| 6
∑

|xi|. On dit aussi que la série ∑xi est absolument 
onvergente.Si on a une partition de I en ∐k∈K Jk et si (xi)i∈I est une famille som-mable alors pour tout k ∈ K, (xi)i∈Jk
est sommable. Si yk est sa somme,

(yk)k∈K est sommable et ∑k∈K yk =
∑

i∈I xi.Fon
tion ζ de Riemann :Pour ℜ(s) > 1 on dé�nit :
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ζ(s) =

∑

n>1

n−s =
∏

p premier( 1

1 − p−s

)Formellement, 
e
i 
orrespond simplement à l'uni
ité de la dé
ompositiondes entiers en fa
teurs premiers. Il 
onvient 
ependant de donner un sens auproduit in�ni :Soit (yi)i∈I une famille de nombres 
omplexes non nuls. On dit que lafamille (yi)i∈I est multipliable de produit y ∈ C× si pour tout ε > 0 il existeun sous-ensemble �ni J de I tel que pour tout sous-ensemble �ni J ′ de I
ontenant J :
∣

∣

∣

∣

∣

(

∏

i∈J ′

yi

)

− y

∣

∣

∣

∣

∣

6 εOn dit alors que ∏i∈I yi 
onverge absolument.On peut transposer le résultat obtenu plus haut pour une partition del'ensembles des indi
es sans di�
ulté au
une.Proposition 3.3.1. yi = 1 + ui, ui 6= −1. Alors (yi)i∈I est multipliable siet seulement si (xi)i∈I est sommable.Démonstration. Voir [1℄, p. 16.Remarque 3.3.2. En pratique on 
onsidère des∑I xi où xi est de la forme
aif(ni), ni ∈ N× dépendant de i ∈ I, f : N× → C et i 7→ ni a des �bres�nies.On peut alors poser

a(n) =
∑

i∈I,ni=n

aiSi la famille {aif(ni)}i∈I est sommable alors {a(n)f(n)}n∈N× l'est aussiet on a :
∑

i∈I

aif(ni) =
∑

n∈N×

a(n)f(n)La ré
iproque est vraie si les ai et les f(ni) sont positifs.Soit S ⊆ C. On se donne une famille sommable de réels positifs (ai)i∈Iet pour 
haque i ∈ I une appli
ation αi : S → C telle que |αi(s)| 6 ai pour
s ∈ S. Alors pour 
haque s ∈ S, {αi(s)}i∈I est sommable et :

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i∈I

αi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

6
∑

i∈I

aiSi les αi sont des fon
tions 
ontinues de s ∈ S il en est de même de∑αi.Si S est une partie ouverte de C et que les αi sont analytiques dans S il enest de même de leur somme.



34 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUES3.4 Un lemme sur les séries de Diri
hletDé�nition 3.4.1. Une série de Diri
hlet est une série de la forme
f(s) =

∑

n>1

ann−s où (an)n>1 ∈ CNLemme 3.4.2. Soit f(s) =
∑

n>1 ann−s une série de Diri
hlet, posons
S(x) =

∑

16n6x an.On suppose qu'il existe des réels a, b tels que |S(x)| 6 axb pour x > 1.Alors f(s) 
onverge uniformément en s dans un se
teur de la forme :
ℜ(s) > b + δ

ℜ(s − b)

|s − b| > εpour tous δ et ε stri
tement positifs.En parti
ulier la série f(s) 
onverge pour ℜ(s) > b.Démonstration. Soient u et v des entiers ave
 v > u > 1, an = Sn − Sn−1.
v
∑

n=u

ann−s =
S(v)

vs
− S(u − 1)

us
+

v−1
∑

n=u

(

1

ns
− 1

(n + 1)s

)or
1

ns
− 1

(n + 1)s
= s

∫ n+1

n

dt

ts+1d'où pour σ = ℜ(s) > b :
∣

∣

∣

∣

∣

u
∑

n=v

ann−s

∣

∣

∣

∣

∣

6
a

vσ−b
+

a

uσ−b
+

v−1
∑

n=u

(

|s|anb

∫ n+1

n

dt

tσ+1

)

6
a

vσ−b
+

a

uσ−b
+

|s|a
(σ − b)uσ−b

6
2a

uσ−b
+

a|s|
(σ − b)uσ−bOr on a :

|s|
σ − b

6
|s − b|
σ − b

+
b

σ − bEt :
ℜ(s) > b + δ ;

|s − b|
σ − b

6
1

ε
;

b

σ − b
6

b

δD'où une majoration uniforme sur S.



3.5. LA FONCTION ζ DE DEDEKIND D'UN CORPS DE NOMBRES 35Exemple 3.4.3.� ζ(s) 
onverge pour ℜ(s) > 1 et la 
onvergen
e est absolue (S(x) 6 x).� soit m > 2, χ : (Z/mZ)× → C un 
ara
tère. On dé�nit :
L(χ, s) =

∑

n>1,(n,m)=1

χ(n)n−sSi χ n'est pas le 
ara
tère trivial, les sommes S(x) sont uniformémentbornées. Le lemme nous donne don
, ave
 b = 0, la 
onvergen
e pour
ℜ(s) > 0, qui est uniforme sur les se
teurs 
omme plus haut.Si χ est le 
ara
tère trivial χ0 on a :

L(χ0, s) =





∏

p|m
(1 − p−s)



 ζ(s)On peut prolonger ζ en une fon
tion méromorphe sur le demi-plan ouvert
ℜ(s) > 0 ave
 un p�le simple en s = 1.On 
onsidère f(s) = (1 − 21−s)ζ(s) =

∑

n>1 ann−save
 an = 1 si n est impair et an = −1 si n est pair.Les sommes partielles valent 1, 0, 1, 0, . . . don
 sont bornées d'où 
onver-gen
e dans ℜ(s) > 0 vers une fon
tion holomorphe de s. ζ(s) est don
 mé-romorphe dans ℜ(s) > 0 dont les p�les éventuels sont dans 1 + 2ıπ
ln 2 Z.En pro
édant de même pour g(s) = (1 − 31−s)ζ(s) =

∑

n>1 bnn−s, ona bn = −2 si 3|n et bn = 1 sinon, on montre que les p�les éventuels de lafon
tion ζ sont dans 1 + 2ıπ
ln 3 Z.Don
 ζ n'a de p�le qu'en 1, et y a bien un p�le 
ar la série harmoniquediverge.Remarque 3.4.4. sous les hypothèses du lemme, si S(x)

x → C alors (s −
1)f(s) → C quand s → 1 dans un se
teur de la forme déjà dé
rite.3.5 La fon
tion ζ de Dedekind d'un 
orps de nombresSoit F un 
orps de nombres, on pose :

ζF(s) =
∑

a idéal non nul de OF

(Na)−sPour la 
onvergen
e absolue de 
ette série on se ramène à la série deDiri
hlet ∑ ann−s où an est le nombre d'idéaux de OF de norme n.Lemme 3.5.1. Soit p un nombre premier. Il y a au plus [F : Q] idéauxmaximaux p de OF dont la norme est une puissan
e de p.



36 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUESDémonstration. Si Np = pf alors p|p et on utilise la formule :
∑

p|p
e(p|p)f(p|p) = [F : Q]Cela implique la �nitude si n est une puissan
e d'un nombre premier. Le
as général s'en déduit en fa
torisant a en produit d'idéaux premiers.On veut appliquer le lemme en estimant S(x) = | {a idéal de OF;Na 6 x} |Théorème 3.5.2. (admis pour le moment)Quand X → ∞ on a S(X) = cFX +O(X1− 1

d ) où d = [F : Q]. On a pour
cF une expression où interviennent le nombre de ra
ines de l'unité dans F,le nombre de 
lasses d'idéaux de OF et le régulateur (déterminant 
onstruità partir des unités de OF).Corollaire 3.5.3. La fon
tion ζF se prolonge en une fon
tion méromorphesur ℜ(s) > 1 − 1

d ave
 un p�le simple en 1 et résidu cF.Démonstration. On 
onsidère f(s) = ζF(s)−cFζ(s) =
∑

ann−s qui 
onvergeabsolument pour ℜ(s) > 1.Si T (x) =
∑

n6x an on voit que T (x) 6 αx1− 1
d pour un α > 0 et x > 1.Par le lemme, f(s) 
onverge pour ℜ(s) > 1− 1

d vers une fon
tion holomorphe.3.6 Produit eulérien pour la fon
tion ζ de DedekindOn veut établir pour ℜ(s) > 1 l'égalité :
ζF(s) =

∑

a idéal de OF

(Na)−s =
∏

p idéal maximal de OF

(

1 − (Np)−s
)−1Cas parti
ulier : ζQ(s) = ζ(s) =

∏

p premier(1 − p−s)−1En é
rivant 
e
i formellement on obtient :
∏

p idéal maximal =
∏

p

(

1 + (Np)−s + (Np)−2s + · · · + (Np)−ks + . . .
)

=
∑

r>0,pi maximaux ,ki>1

(Np1)
−k1s(Np2)

−k2s . . . (Npr)
−krsL'égalité ave
 ∑(Na)−s vient de l'existen
e et de l'uni
ité de la dé
om-position de a en produit d'idéaux maximaux.



3.6. PRODUIT EULÉRIEN POUR LA FONCTION ζ DE DEDEKIND 37Proposition 3.6.1. Pour ℜ(s) > 1 on a :
ζF(s) =

∏

p∈PF

(1 − (Np)−s)−1Démonstration.On �xe s tel que ℜ(s) > 1 et ε > 0.Il existe un ensemble �ni A d'idéaux non nuls de OF tel que si B est unensemble �ni 
ontenant A d'idéaux non nuls de OF :
∣

∣

∣

∣

∣

ζF(s) −
∑

a∈B

(Na)−s

∣

∣

∣

∣

∣

6 εPrenons P ⊆ PF �ni 
ontenant PA l'ensemble des idéaux maximauxapparaissant dans les éléments de A. Posons kA le plus grand exposant desidéaux p ∈ PA intervenant dans les éléments de A. Alors :
(1 − (Np)−s)−1 = lim

l→∞
1 + (Np)−s + · · · + (Np)−lsOn peut don
 trouver k > kA tel que pour l > k :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏

p∈P

(

1 − (Np)−s
)−1 −

∏

p∈P





∑

06α6l

(Np)−αs





∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 εOn a don
 :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏

p∈P
(1 − (Np)−s)−1 − ζF(s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 2εD'où le résultat.Remarque 3.6.2. En reprenant la démonstration on voit que la 
onvergen
eest uniforme dans les demi-plans ℜ(s) > δ > 1.Introduisons la série :
η(s) =

∑

p∈PF

∑

n>1

1

n
(Np)−nsqui 
onverge absolument pour ℜ(s) > δ > 1. En e�et il y a au plus

[F : Q] idéaux de OF dont la norme est de la forme pk où p est un nombrepremier �xé et k un entier plus grand que 1 �xé. Cela vient de la formule
∑

e(p|p)f(p|p) = [F : Q].On en déduit :
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∑

p∈PF

∑

n>1

1

n

∣

∣(Np)−ns
∣

∣ 6 [F : Q]
∑

p premier∑n>1

1

n
p−nℜ(s)

6 dζ(δ) pour ℜ(s) > δ > 1On en déduit que la série ηF(s) 
onverge absolument dans les demi-plans
ℜ(s) > δ > 1 et y dé�nit une fon
tion holomorphe de s.Lemme 3.6.3. Si on prend la bran
he du logarithme 
omplexe réelle pour xréel on a :

ηF(s) = log ζF(s) =
∑

p∈PF

log
(

(1 − (Np)−s)−1
)Démonstration.

log
(

1 − (Np)−s
)−1

=
∑

n>1

1

n
(Np)−nspour ℜ(s) > δ > 1 
ar |(Np)−s| = (Np)−ℜ(s) 6 (Np)−δ < 1La fon
tion ζF se prolonge au demi-plan ℜ(s) > 1 − 1

d ave
 p�le simpleen s = 1. En parti
ulier, quand s → 1+ on a ζF(s) = c
s−1 + O(1) pour un

c 6= 0. Don
 quand s → 1+ on a :
ηF(s) = log

(

1

s − 1

)

+ O(1)Rappelons que :
ηF(s) =

∑

p∈PF

∑

n>1

1

n
(Np)−nsPosons :

ηF(s) =





∑

p∈PF

(Np)−s



+ gF(s)Lemme 3.6.4. gF(s) dé�nit une fon
tion holomorphe bornée au voisinagede 1.Démonstration. Si ℜ(s) = δ > 1/2 :
|gF(s)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

p∈PF

∑

n>2

1

n
(Np)−ns

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 [F : Q]
∑

p premier∑n>2

1

n
p−nδ
ar il y a au-dessus de p au plus [F : Q] idéaux maximaux de OF. Cettesérie 
onverge pour δ > 1/2.



3.7. DÉCOMPOSITION ET DENSITÉ 39On a don
, quand s → 1+, ∑(Np)−s ∼ log
(

1
s−1

)On peut don
 dans l'expression de la densité analytique rempla
er ledénominateur par log
(

1
s−1

).Conséquen
es :1. Une partie �nie P de PF a densité nulle. En e�et la somme qui inter-viendra au numérateur sera bornée pour s → 1+2. L'ensemble des idéaux maximaux p de OF d'indi
e d'inertie au-dessusde Q plus grand que 2 est de densité nulle. En e�et, pour p|p, Np=pf(p|p) >

p2 don
 la somme sera bornée.Remarque 3.6.5. Si P a densité δ on peut lui ajouter ou retran
her unensemble de densité nulle sans 
hanger δ.3.7 Dé
omposition et densitéSoit E/F une extension galoisienne �nie de 
orps de nombres de groupe
G.Théorème 3.7.1. L'ensemble des idéaux maximaux de OF totalement dé-
omposés dans E/F a pour densité 1

d où d = [E : F].Remarque 3.7.2. C'est le 
as parti
ulier du théorème de �ebotarev où C =
{1G}.Démonstration. Soit P l'ensemble 
onsidéré etQ l'ensemble des idéaux maxi-maux de OE au-dessus des éléments de P. Alors l'appli
ation de Q dans Pdonnée par q 7→ q ∩ OF est surje
tive par dé�nition, et au-dessus de p ∈ Pil y a exa
tement d éléments de Q. Si q|p, Nq = (Np)f(q|p) = Np.Il s'ensuit :

∑

p∈P
(Np)−s =

1

d

∑

q∈Q
(Nq)−s pour ℜ(s) > 1Considérons l'ensemble PE − Q. Soit q ∈ PE − Q, notons p = q ∩ OF.Alors si p est rami�é dans E/F et alors il y a un nombre �ni de possibilitéspour de tels p don
 pour les q au-dessus de p, et la densité de l'ensemble des

q ∈ PE −Q au-dessus d'idéaux p rami�és dans E/F est nulle.Si p est non rami�é dans E/F mais pas totalement dé
omposé, alors
f(q|p) > 1, et l'ensemble des q ∈ PE −Q au-dessus d'idéaux p non rami�ésdans E/F est de densité nulle.Comme PE s'é
rit 
omme l'union disjointe de Q et de PE −Q, et que 
edernier est de densité nulle on en déduit que Q a densité 1 et don
 que P adensité 1

d .



40 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUESRemarque 3.7.3. Soit K/F une extension galoisienne �nie de 
orps denombres et E/F une 
l�ture galoisienne de K/F. On a vu que les idéauxmaximaux de OF qui sont totalement dé
omposés dans K/F sont 
eux quisont totalement dé
omposés dans E/F.Il s'ensuit que l'ensemble des idéaux maximaux de OF totalement dé-
omposés dans K/F a pour densité 1
[E:F] . Si 
ette densité vaut 1

[K:F] alors
K = E : E est galoisienne sur F.Proposition 3.7.4. Soit E et K deux extensions �nies d'un 
orps de nombres
F, E/F étant galoisienne. Si tout idéal maximal de OF totalement dé
omposédans E/F l'est aussi dans K/F alors K est une sous-extension de E/F.Démonstration. On vient de voir qu'on ne 
hange rien en substituant à Ksa 
l�ture galoisienne. On peut don
 supposer K galoisienne sur F.Soit EK/F un 
omposé de E/F et K/F. Les idéaux maximaux de OFqui y sont totalement dé
omposés forment un ensemble de densité 1

[EK:F]et sont totalement dé
omposés dans E/F et K/F. Inversement, les idéauxmaximaux totalement dé
omposés dans E/F ont densité 1
[E:F] , le sont aussidans K/F par hypothèse, don
 aussi dans EK/F.On a don
 égalité des densités et [E : F] = [EK : F] : K ⊆ E.Corollaire 3.7.5. Si E et E

′ sont deux extensions �nies galoisiennes de Fet que l'ensemble des idéaux maximaux de OF totalement dé
omposés dans
E/F di�ère d'un ensemble de densité nulle de l'ensemble analogue pour E

′/Falors E/F ≃ E
′/F.On ne sait pas, à F �xé, 
ara
tériser les sous-ensembles P ⊆ PF formésdes idéaux maximaux totalement dé
omposés dans E/F pour une exten-sion galoisienne �nie 
onvenable. En revan
he, la théorie du 
orps de 
lassespermet de le faire pour les extensions abéliennes.3.8 Théorème de �ebotarev : rédu
tion au 
as 
y-
liqueOn va supposer que l'on dispose du théorème de �ebotarev dans le 
as
y
lique et l'en déduire dans le 
as général.

E

K = E
σ

IIIIIIIII

〈σ〉

F

G
vvvvvvvvvvoù C est une 
lasse de 
onjugaison dans G. On a Gal(E/K) = 〈σ〉 :

E/K est une extension 
y
lique. On admet que l'on dispose du théorème



3.8. THÉORÈME DE �EBOTAREV : RÉDUCTION AU CAS CYCLIQUE41de �ebotarev dans le 
as des extensions 
y
liques, don
 que l'ensemble desidéaux maximaux de OK non rami�és dans E/F tels que FrobpK
= σ a pourdensité 1

[E:K] = 1
|〈σ〉| .On dé�nit QF 
omme l'ensemble des idéaux maximaux p de OF non ra-mi�és dans E/F tels que Frob(q|p) = σ pour l'un des idéaux maximaux q de

OE au-dessus de p. C'est l'ensemble dont on souhaite estimer la densité. Demême QE est l'ensemble des idéaux maximaux de OE au-dessus d'idéaux de
OF non rami�és dans E/F tels que Frob(q|q∩OF) = σ et QK l'ensemble desidéaux maximaux pK de OK non rami�és dans E/K tels que Frob(q|pK) = σpour un idéal maximal q de OE au-dessus de pK.On sait déjà que la densité de QK est 1

|〈σ〉| .
QE −→ QF

q 7−→ q ∩ OFest surje
tive par dé�nition de QF.Re
her
hons la �bre de p ∈ QF : on impose q|p et Frob(q|p) = σ. Pour untel q on 
her
he les autres éléments de la �bre. Ils s'é
rivent τq où τ ∈ G. Ona τq = τ ′q si et seulement si τ〈σ〉 = τ ′〈σ〉, et Frob(τq|p) = τFrob(q|p)τ−1 =
τστ−1. La 
ondition imposée à τq est don
 τστ−1 = σ don
 que τ appar-tienne au 
entralisateur dans G de σ, noté CG(σ).Le 
ardinal de la �bre de p ∈ QF dans QE est don
 |CG(σ)|

|〈σ〉| .Si q ∈ OE on a σ = Frob(q|q ∩ OF) ∈ Gal(E/K) don
 en posant pK =
q ∩ OK et p = q ∩ OFon a Frob(q|p) = Frob(q|pK) = σ et f(pK|p) = 1. Onvient de montrer que l'appli
ation q 7→ q ∩ OK envoie QE dans QK. Pluspré
isément elle envoie QE sur le sous-ensemble de QK formé des éléments
pK tels que :� pK est au-dessus de p non rami�é dans E/F.� f(pk|p) = 1.Notons Q′

K

e sous-ensemble. QK −Q′

K
est de densité nulle en tant queréunion d'un ensemble �ni (
orrespondant aux idéaux pK ∈ QK au-dessusd'un idéal p rami�é dans E/F) et d'un ensemble de densité nulle (pour desraisons de degré d'inertie). Par 
onséquent QK et Q′

K
ont même densité 1

|〈σ〉| .L'appli
ation naturelle QE −→ Q′
K
est surje
tive.Si pK ∈ Q′

K
, alors Frob(q|p) = σ pour q|p. Le groupe de dé
omposition

D(q|p) est engendré par σ. Or 〈σ〉 = Gal(E/K), don
 il y a un seul idéal qau-dessus de pK.
QE�bres de 
ardinal |G|

|C||〈σ〉|

��

�bres de 
ardinal 1 // // Q′
K

QF



42 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUESCe qui nous intéresse, 
'est la densité de QF :
∑

p∈QF

(Np)−s =
|〈σ〉||C|
|G|

∑

q∈QE

(N(q ∩ OF))−s

=
|〈σ〉||C|
|G|

∑

pK∈QK

(NpK)−sDon
 la densité de QF vaut |〈σ〉||C|
|G| fois la densité de QK, qui est elle-même 
onnue et égale à 1

|〈σ〉| . On trouve don
 que QF a densité |C|
|G| .3.9 Le théorème de FrobeniusOn admet que ζF a un p�le en s = 1. Le but de 
ette partie est dedémontrer le théorème de Frobenius, qui est un 
as parti
ulier du théorèmede �ebotarev.Théorème 3.9.1 (Théorème de Frobenius). Soit E/F une extension ga-loisienne 
y
lique de 
orps de nombres de degré d. Soit e > 1 divisant d.Alors l'ensemble des idéaux maximaux de OF non rami�és dans E/F dontle Frobenius est d'ordre e a pour densité ϕ(e)

d .Remarque 3.9.2. Le 
as e = 1 
orrespond aux idéaux totalement dé
ompo-sés dans E/F, on a déjà vu le résultat pré
édemment.Si σ ∈ Gal(E/F) a pour ordre e, les autres éléments d'ordre e dans
Gal(E/F) sont les σk où k ∈ (Z/eZ)× : il y en a ϕ(e) et le théorème de�ebotarev donne bien la densité attendue ϕ(e)

d .En utilisant la méthode de rédu
tion du théorème de �ebotarev au 
as
y
lique on obtient le 
orollaire suivant :Corollaire 3.9.3. Soit E/F une extension galoisienne �nie de groupe G.Pour σ ∈ G on dé�nit la division de σ, D(σ), 
omme étant l'ensemble des
onjugués dans G des σk où k est premier à l'ordre de σ. Alors l'ensemble desidéaux maximaux p de OF non rami�és dans E/F tels que Frob(q|p) ∈ D(σ)pour q|p a pour densité |D(σ)|
|G| .Démonstration du théorème de Frobenius. Soit p un idéal maximal de OFnon rami�é dans E/F. Dire que Frobp a pour ordre e signi�e qu'il engendrel'unique sous-groupe Ge de 
ardinal e de G don
 �xe Ke = E

Ge :
E

Ke

e Ge

F

d
e

G



3.10. THÉORÈME DE �EBOTAREV : FONCTIONS L GALOISIENNES43En parti
ulier l'idéal p est totalement dé
omposé dans Ke/F. Plus pré-
isément, 
e
i équivaut à �l'ordre de Frobp divise e�.La densité de 
es idéaux maximaux est e
d . En utilisant la fon
tion deMoebius pour inverser 
ette relation, on trouve �nalement que la densité desidéaux maximaux de OF non rami�és dans E/F d'ordre exa
tement e est

ϕ(e)
d .3.10 Théorème de �ebotarev : fon
tions L galoi-siennesSoit E/F une extension �nie abélienne de 
orps de nombres de groupede Galois G. On dit que χ : G → C× est un 
ara
tère de G si 
'est unmorphisme de groupes. Si χ est un 
ara
tère on 
onsidère :

L(s, χ) =
∏

p non rami�és (1 − χ(Frobp)(Np)−s
)−1Comme |χ(Frobp)| = 1 pour tout p on a 
onvergen
e absolue pour ℜ(s) >

δ > 1 don
 on obtient une fon
tion holomorphe sur le demi-plan ℜ(s) > 1.Cas parti
ulier : Si χ = χ0 on a :
L(s, χ0) = ζF(s)

∏

p rami�é(1 − (Np)−s)Proposition 3.10.1. On a :
L(s, χ) =

∑

a idéal 6={0}
χ(a)(Na)−save
 χ(a) = 0 si a est divisible par un idéal rami�é dans E/F, et χ(a) =

∏

χ(pi) si a =
∏

pi où les pi sont non rami�és dans E/F.On montrera plus tard le résultat suivant :Théorème 3.10.2. Si χ : G → C× est un 
ara
tère non trivial alors L(s, χ)se prolonge au voisinage de s = 1 en une fon
tion holomorphe non nulle.On va en déduire le théorème de �ebotarev dans le 
as abélien, don
 afortiori dans le 
as 
y
lique dont on a remarqué qu'il su�t à démontrer le
as général.On dé�nit :
ηχ(s) =

∑

p non rami�é∑n>1

1

n
χ(Frobp)(Np)−ns = log (L(s, χ))pour ℜ(s) > 1. Par le théorème, ηχ(s) est borné au voisinage de s = 1.On pose :



44 CHAPITRE 3. TECHNIQUES ANALYTIQUES
ηχ(s) =

∑

p non rami�éχ(Frobp)(Np)−s + gχ(s)et 
omme tout à l'heure gχ(s) 
onverge absolument pour ℜ(s) > δ don

∑

p non rami�é χ(Frobp)(Np)−s est bornée au voisinage de s = 1. Si χ = χ0on a ∑χ0(Frobp)(Np)−s = log
(

1
s−1

)

+ O(1) au voisinage de 1.On utilise ensuite l'orthogonalité des 
ara
tères : pour g ∈ G,∑χ χ(g) =
0 si g 6= 1G, |G| si g = 1G.Si p est un idéal maximal de OF non rami�é dans E/F et si g ∈ G :

∑

χ 
ara
tère de G

χ(Frobp)χ
−1(g) = 0 si g 6= Frobp , |G| si G = FrobpOn �xe g ∈ G et on 
onsidère :

∑

χ 
ara
tère de G

χ−1(g)
∑

p non rami�éχ(Frobp)(Np)−s ∼s→1 log

(

1

s − 1

)Ce
i est aussi égal à :
∑

p non rami�é(∑χ χ(Frobp)χ(g)−1

)

(Np)−s = |G|
∑

p non rami�é,Frobp=g

(Np)−sOn en déduit :
∑

p non rami�é,F robp=g

(Np)−s ∼s→1
1

|G| log

(

1

s − 1

)Don
 en passant à la densité on obtient le théorème de �ebotarev.



Chapitre 4Corps valuésLe 
orps, dans 
e 
hapitre, s'appellera K.4.1 Valeurs absoluesDé�nition 4.1.1. Une valeur absolue sur K est une fon
tion de K dans R×
+véri�ant :1. |x| = 0 si et seulement si x = 02. |xy| = |x||y| pour x, y ∈ K.3. |x + y| 6 |x| + |y| pour x, y ∈ K.elle est dite ultramétrique si l'on a la 
ondition plus forte |x+y| 6 max(|x|, |y|).Une valeur absolue est dite ar
himédienne si elle n'est pas ultramétrique, tri-viale si elle vaut 1 pour tout x 6= 0.On a |1| = 1, | − 1| = 1 et plus généralement | − x| = |x|. On montrefa
ilement l'inégalité |x − y| > ||x| − |y||.Proposition 4.1.2. Soit | | une valeur absolue ultramétrique, prenons x, y ∈

K tels que |x| 6= |y|. Alors |x + y| = |x − y| = max(|x|, |y|)Démonstration. Supposons |x| < |y|. On a don
 |x + y| < |y|. D'autre part,
|y| = |x + y − x| 6 max(|x + y|, |x|), don
 on a aussi |y| 6 |x + y| d'où lerésultat.Ainsi en ultramétrique tout triangle est iso
èle !Dé�nition 4.1.3. Une valuation dis
rète sur K est une appli
ation v sur-je
tive de K

× dans Z telle que :� v(xy) = v(x) + v(y)� v(x + y) > min(v(x), v(y)) quand x + y 6= 0.11On peut aussi prolonger v à Z ∪ {∞} en posant v(0) = ∞.45



46 CHAPITRE 4. CORPS VALUÉSSi v est une valuation dis
rète sur K alors pour α ∈ R, α > 1 on obtientune valeur absolue ultramétrique sur K par :� |0| = 0.� |x| = α−v(x) pour x 6= 0.L'ensemble des valeurs de 
ette valeur absolue, |K×|, est αZ, dis
ret dans
R×

+. Inversement, si | | est une valeur absolue ultramétrique sur K de groupedes valeurs αZ, α > 1, on peut poser v(x) = − log |x|
log α et on obtient ainsi unevaluation sur K.Exemple 4.1.4.1. Sur K = R on dispose de la valeur absolue usuelle, notée | |∞, qui estar
himédienne. Idem si K = C.2. Si F est un 
orps et σ : F → R ou C est un plongement, alors x 7→

|σ(x)| est une valeur absolue ar
himédienne sur F.3. Si p est un nombre premier on a une valeur absolue | |p sur Q dé�niepar :� |0|p = 0.� ∣∣ab ∣∣p = p−(vp(a)−vp(b)) où vp(n) est l'exposant de p dans la dé
ompo-sition de n en fa
teurs premiers2.4. Soit K un 
orps de nombres, p un idéal maximal de OK, x ∈ K
×. xOKest un idéal fra
tionnaire de OK. On peut don
 l'é
rire de manièreunique :

xOK =
∏

P idéal maximal pαpoù (αp) est un entier nul pour presque tout p. On pose alors vp(x) = αp.
vp est une valuation si p est prin
ipal : en e�et 1 est alors atteint et legroupe des valeurs est Z entier. S'il ne l'est pas, l'une de ses puissan
esl'est puisque le groupe de 
lasses d'idéaux est �ni, d'ordre noté h. Ona alors que vp(K

×) est un sous-groupe de Z 
ontenant hZ don
 un dZave
 d|h, d > 0. Alors x 7→ vp(x)
d est une valuation. On obtient ainsiune valeur absolue sur K donnée par :

|x|p = (Np)−vp(x)4.2 Topologie asso
iée à une valeur absolueSi | | est une valeur absolue sur K, (x, y) 7→ |x − y| dé�nit une distan
esur K sui hérite ainsi d'une stru
ture d'espa
e métrique. La valeur absoluetriviale donne la topologie dis
rète sur K.2À titre d'exer
i
e, on pourra véri�er que 
'est une valuation indépendante du repré-sentant 
hoisi, et qui vaut 1 en p.



4.3. VALEURS ABSOLUES ULTRAMÉTRIQUES 47Dé�nition 4.2.1. On dit que deux valeurs absolues sur K sont équivalentessi elles dé�nissent la même topologie.Proposition 4.2.2. Soient | | et | |′ deux valeurs absolues sur K. Elles sontéquivalentes si et seulement si il existe a > 0 tel que |x|′ = |x|a pour tout
x ∈ K

×.Remarque 4.2.3. Attention, il n'est pas vrai en général que x 7→ |x|a soitune valeur absolue quand | | en est une.Démonstration. Si l'égalité est véri�ée il est 
lair que les topologies induitessont les mêmes.Supposons que | | et | |′ soient équivalentes. Prenons x ∈ K, x 6= 0. On a
|x| < 1 si et seulement si xn tend vers 0 pour la topologie induite par | |. Onvoit don
 que |x| < 1 si et seulement si |x|′ < 1, et de même on a équivalen
eentre |x| = 1 et |x|′ = 1, |x| > 1 et |x|′ > 1.En parti
ulier si l'une des valeurs absolues est triviale, l'autre l'est aussi.Supposons-les don
 toutes deux non triviales. On 
hoisit y ∈ K

× tel que
|y| > 1. On a alors |y|′ > 1.Soit x ∈ K

×. Pour m et n entiers, m > 1 on a :
∣

∣

∣

∣

xm

yn

∣

∣

∣

∣

< 1 si et seulement si ∣∣∣
∣

xm

yn

∣

∣

∣

∣

′
< 1Don
 log |x|

log |y| et log |x|′
log |y|′ dé�nissent la même 
oupure de Dedekind : ils sontégaux. On en déduit que log |x|

log |x|′ est 
onstant. En notant a sa valeur, on apour tout x 6= 0 : |x|′ = |x|a.4.3 Valeurs absolues ultramétriquesProposition 4.3.1. Soit K un 
orps, | | une valeur absolue non triviale.Alors | | est ultramétrique si et seulement si elle est bornée sur le sous-anneaupremier.Démonstration. Soit n ∈ N. On a |n1K| = |1K + · · · + 1K| (n fois). On adon
 |n1K| 6 |1K| = 1. Ce
i reste trivialement vrai pour n ∈ Z don
 lavaleur absolue est bornée.Ré
iproquement supposons que | | est bornée sur le sous-anneau premierde K par N ∈ N. Prenons x, y ∈ K tels que |x| 6 |y|. Prouvons que |x+y| 6

|y|. On sait déjà que |x + y| 6 |x| + |y|.Pour k ∈ N× :
(x + y)k =

k
∑

i=0

(

k

i

)

xiyk−i



48 CHAPITRE 4. CORPS VALUÉSD'où l'on déduit par inégalité triangulaire :
|x + y|k 6

k
∑

i=0

∣

∣

∣

∣

(

k

i

)

1K

∣

∣

∣

∣

|x|i|y|k−i

6 N

k
∑

i=0

|y|k

6 N(k + 1)|y|k

|x + y| 6 N
1
k (k + 1)

1
k |y|

6 |y| en faisant tendre n vers l'in�niCorollaire 4.3.2. Si K est de 
ara
téristique non nulle alors toute valeurabsolue sur K est ultramétrique : en e�et le sous-anneau premier est alors�ni.Lemme 4.3.3. Soit | | une valeur absolue ultramétrique sur K. On note :� R = {x ∈ K, |x| 6 1}� P = {x ∈ K, |x| < 1}Alors R est un anneau lo
al d'idéal maximal P et de 
orps des fra
tions
K. Si la valeur absolue est dis
rète alors R est un anneau lo
al prin
ipal dontles idéaux non nuls sont les Pk, k 6= 0.Démonstration. On a pour x, y ∈ K, : |xy| = |x||y| et |x + y| 6 max(|x|, |y|)don
 R est bien un sous-anneau de K et P en est bien un idéal. Si x ∈ K−Ralors |x| > 1 et |x−1| < 1 don
 x−1 ∈ P ⊆ R. K est ainsi le 
orps des fra
tionsde R.Un élément x ∈ K est dans R − P si et seulement si |x| = 1. Alors
|x−1| ∈ R−P. On voit don
 que R× = R−P 
e qui implique que P est unidéal maximal de R et que 
'en est le seul.Supposons que |K×| = αZ ave
 α > 1. Choisissons π ∈ P tel que |π| =
α−1, alors tout élément x ∈ K

× s'é
rit de façon unique x = πku où k ∈ Zet u ∈ R×. Le reste du lemme en dé
oule fa
ilement : soit I ⊆ P un idéalnon nul de R. Soit x un élément de valeur absolue maximale de I, posons
x = πku. Pour tout y ∈ Pk, on peut é
rire y = πlv où l > k et v ∈ R×, 
equi montre que y est un multiple de x don
 qu'il est dans I et �nalementque I = 〈x〉 = Pk.Remarque 4.3.4.� Supposons que la valeur absolue est dis
rète. Soit v : K

× → Z lavaluation 
orrespondante. Un élément π de K de valuation 1 est appeléune uniformisante de K.� R est appelé l'anneau des entiers de K.



4.4. VALEURS ABSOLUES SUR Q 494.4 Valeurs absolues sur QProposition 4.4.1. Une valeur absolue non triviale sur Q est équivalentesoit à | |∞ soit à | |p pour un nombre premier p. Ces valeurs absolues sontdeux à deux non équivalentes. De plus on a la formule du produit :
|x|∞

∏

p premier |x|p = 1 pour tout x ∈ Q×Démonstration. La formule du produit est immédiate à partir de la dé
om-position de x en fa
teurs premiers.Soit p premier. On a |p|∞ > 1, |p|p < 1 et |p|q = 1 pour q un nombre pre-mier di�érent de p. Ce
i su�t à montrer que les valeurs absolues 
onsidéréessont deux à deux non équivalentes.Soit | | une valeur absolue non triviale sur Q. Soient m,n > 1 deuxentiers. É
rivons m en base n :
m = a0 + a1n + · · · + arn

r, 0 6 ai < n, ar 6= 0On a |ai| 6 n, r 6
log m
log n ,et en posant N = max(1, |n|) on obtient :
|m| 6

(

1 +
log m

log n

)

nN
log m

log nEn remplaçant m par ms on trouve :
|m|s 6

(

1 + s
log m

log n

)

nN s log m

log n

|m| 6

(

1 + s
log m

log n

)frac1s

n
1
s N

log m

log n

6 N
log m

log n en faisant tendre s vers l'in�ni.Deux 
as sont à étudier :� Il existe n > 1 ave
 |n| 6 1. On 
hoisit un tel n, pour lequel N = 1.Alors |m| 6 1 pour tout m > 1 don
 pour m ∈ Z. La valeur absolueest don
 ultramétrique, non triviale par hypothèse.Soit PZ l'idéal de Z formé des entiers relatifs de valeur absolue stri
te-ment inférieure à 1. PZ 6= {0} (sinon la valeur absolue serait triviale).Ave
 les notations R et P adoptées pré
édemment, PZ = Z∩P. Z ⊆ Rdon
 on a un morphisme inje
tif d'anneaux Z/PZ → R/P. PZ est don
un idéal premier non nul de Z, don
 de la forme pZ pour un uniquenombre premier p.Pour m ∈ Z− pZ, on a don
 |m| = 1, et pour x ∈ Z on a |x| = |p|vp(x)(pour x 6= 0), 
e qui reste vrai pour x ∈ Q×. La valeur absolue estdon
 équivalente à la valeur absolue p-adique.



50 CHAPITRE 4. CORPS VALUÉS� n > 1 entraîne |n| > 1. Alors, ave
 n,m 
omme pré
édemment on a
N = max(1, |n|) = |n| don
 |m|

1
log m 6 |n|

1
log |n| pour m,n > 1.On a don
 l'égalité |m|

1
log m = |n|

1
log |n| = c > 1 et pour x ∈ Q× on a

x = clog |x|∞ = |x|log c
∞ don
 la valeur absolue est équivalente à la valeurabsolue usuelle.4.5 Approximation faibleThéorème 4.5.1 (Théorème d'approximation faible). Soit K un 
orps et

| |1, . . . , | |n n valeur absolue sur K non triviales deux à deux non équiva-lentes. Soit ε > 0 et x1, . . . , xn ∈ K. Alors il existe y ∈ K tel que |y−xi|i < εpour 1 6 i 6 n.Lemme 4.5.2. Il existe a ∈ K
× tel que |a|1 > 1 et |a|i < 1 pour i > 1.Démonstration du lemme. On pro
ède par ré
urren
e sur n, le 
as n = 2étant a
quis (
'est une 
onséquen
e immédiate de la non-équivalen
e desvaleur absolue 
onsidérées.).Supposons le résultat a
quis jusqu'à n − 1 > 2. On a un b ∈ K tel que :

|b|1 > 1, |b|2 < 1, . . . , |b|n−1 < 1Fixons un c ∈ K tel que |c|1 > 1 et |c|n < 1. Alors :� Si |b|n < 1, a = b 
onvient.� Si |b|n = 1, a = cbr 
onvient pour r assez grand.� Si |b|n > 1, a = cbr 1
1+br 
onvient pour r assez grand.Seul le dernier 
as mérite démonstration :

|a|1 =
|c|1|b|r1
|1 + br|1Or |b|r1 > |1 + br|1 > |b|r1 − 1 don
 |1 + br|1 ∼ |b|r1 et |a|1 > 1 à partird'un 
ertain r.Pour 2 6 i 6 n − 1, |b|1 < 1 et on trouve de même que |a|i → 0. Pour

i = n on fon
tionne de même.Démonstration du théorème. On 
hoisit pour 
haque valeur absolue un élé-ment aj ∈ K tel que |aj |j > 1 et |aj |i < 1 pour i 6= j.Pour r entier, quand r tend vers l'in�ni :Pour i 6= j

∣

∣

∣

∣

∣

ar
j

1 + ar
j

∣

∣

∣

∣

∣

i

→ 0 et ∣∣∣∣
∣

ar
j

1 + ar
j

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

j

→ 0



4.6. COMPLÉTÉS 51En prenant y dé�ni par :
y =

n
∑

j=1

(

ar
j

1 + ar
j

xj

)Pour r assez grand on aura bien |y−xi|i < ε pour tout i d'où le résultat.4.6 ComplétésSoit K un 
orps muni d'une valeur absolue | |K. On 
onsidère l'ensembledes suites de Cau
hy (xn)n∈N à valeurs dans K, noté C, muni de la mul-tipli
ation et de l'addition 
omposante par 
omposante. C'est un anneau.L'enemble C0 des suites 
onvergeant vers 0 en est un idéal (les suites deCau
hy étant bornées). Cet idéal est maximal :Soit s = (sn) ∈ C ne 
onvergeant pas vers 0. Il existe don
 ε > 0 tel quepour tout N > 0 il existe n > Npour lequel |sn| > ε. La suite s étant deCau
hy il existe N > 0 tel que pour p, q > N on ait |sp − sq| < ε
2 . Fixantde tels ε et N , ainsi que n > N tel que |sn| > ε, on trouve que |sp| > ε

2pour
p > N . On pose tp = s−1

p pour p > N et tp = 1 pour p < N . Alors, pour
p, q > N , |tp − tq| =

|sp−sq|
|spsq| 6

4
ε2 |sp − sq|. La suite s étant de Cau
hy il enest don
 de même de la suite t, et (sntn) est 
ongrue à la suite 
onstantede valeur 1 modulo C0. La suite s est don
 inversible modulo C0 et l'anneauquotient C/C0 est bien un 
orps.Dé�nition 4.6.1. Le 
orps C/C0 est appelé le 
omplété de K pour la valeurabsolue | |. On le note en général K̂.Si à x ∈ K on asso
ie la suite 
onstante de valeur x on obtient unplongement de K dans K̂ qui est un homomorphisme de 
orps. Pour s ∈ C lasuite des |sn| est de Cau
hy dans R don
 
onverge vers un élément |s| ∈ R. Onvéri�e fa
ilement que |s+t| 6 |s|+|t|, d'où l'on déduit que |s+t| = |s−t| = |s|si t ∈ C0. La fon
tion valeur absolue passe don
 au quotient et on obtientainsi sur K̂ une valeur absolue qui étend 
elle de K, don
 une métrique.Remarquons que K est dense dans son 
omplété K̂.Proposition 4.6.2. (admise)Pour 
ette métrique, K̂ est 
omplet.Exemple 4.6.3.� K = Q, | | = | |∞ : le 
omplété est R.� Si p est un nombre premier le 
omplété de Q pour la valeur absolue

| |p est noté Qp et s'appelle le 
orps des nombres p-adiques. Il est munid'une valeur absolue dis
rète à valeurs pZ. La valuation 
orrespondantese note vp : Q×
p → Z et véri�e vp(p) = 1. L'anneau des x ∈ Qp tels que



52 CHAPITRE 4. CORPS VALUÉS
|x|p 6 1 se note Zp et s'appelle l'anneau des entiers p-adiques. C'estun anneau lo
al d'idéal maximal pZp.Remarque 4.6.4. Si on rempla
e la valeur absolue sur K par une valeurabsolue équivalente les 
omplétés sont topologiquement isomorphes.On peut interpréter le théorème d'approximation faible en disant que sil'on a des valeur absolue sur K deux à deux non équivalentes, alors en notant

K̂i le 
omplété de K pour | |i le plongement :
K −→ K̂1 × · · · × K̂n

x 7−→ (x, . . . , x)est d'image dense.4.7 Pla
es des 
orps de nombres � 
as ar
himédienDé�nition 4.7.1. Une pla
e d'un 
orps de nombres F est une 
lasse d'équi-valen
e de valeurs absolues non triviales sur F. Une telle pla
e est dite ar-
himédienne ou in�nie si les valeurs absolues dans la 
lasse le sont, ultra-métrique ou �nie dans le 
as 
ontraire.Soit F un 
orps de nombres, notons σ1, . . . , σr ses plongements réels et
σr+1, σ̄r+1, . . . , σr+s, σ̄r+s ses plongements 
omplexes. On a [F : Q] = r +2s.Pour 
haque tel plongement σ on a une valeur absolue sur F dé�nie par
|x|σi

= |σix|∞ et 
es valeurs absolues ne sont pas deux à deux équivalentes :Supposons que les valeurs absolues atta
hées à σ et τ (plongements de Fdans R ou C) sont équivalentes. En 
e 
as les 
omplétés F̂σ et F̂τ sont iso-morphes en tant que 
orps topologiques. Ces 
omplétés sont R ou C suivantque les plongements sont réels ou 
omplexes, de sorte que les 
omplétés sontné
essairement tous deux R ou tout deux C.Or le seul isomorphisme de 
orps topologique de R sur lui-même estl'identité. Les seuls automorphismes de 
orps topologique de C sont l'identitéet la 
onjugaison 
omplexe. ϕ est don
 l'identité ou la 
onjugaison 
omplexedans le diagramme suivant :
F

�
� //
� o

��>
>>

>>
>>

> F̂σ

F̂τ

ϕOn a ainsi produit r + s pla
es in�nies de F : r pla
es �réelles� (unepar plongement réel) et s pla
es �
omplexes� (une par paire de plongements
omplexes).Proposition 4.7.2. Ce sont les seules pla
es ar
himédiennes de F. (On
onnaît déjà le résultat pour F = Q.)



4.7. PLACES DES CORPS DE NOMBRES � CAS ARCHIMÉDIEN 53Démonstration. On se donne une valeur absolue non triviale | | sur F, eton 
onsidère le 
omplété F̂ de F pour 
ette valeur absolue, ainsi que le
omplété Q̂ de Q dans F̂. C'est un sous-
orps de F̂ dans lequel Q est dense.Comme | | restreinte à Q est ar
himédienne elle est équivalente à | |∞ et on aun isomorphisme de 
orps topologiques entre Q̂ et R prolongeant l'identité.On identi�e Q̂ à R, de sorte que F̂ est vu 
omme une extension de R, enparti
ulier 
omme un R-espa
e ve
toriel.L'homomorphisme de 
orps de F dans F̂ 
orrespond à l'homomorphismed'algèbres :
ϕ : F ⊗Q R −→ F̂

x ⊗ λ 7−→ xλL'algèbre F ⊗Q R est de dimension �nie [F : Q] sur R don
 ϕ(F ⊗Q R)est un R-sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie de F̂. Le 
orps F̂ est munid'une valeur absolue | | et sa restri
tion à l'image de ϕ y dé�nit sa topologied'espa
e ve
toriel de dimension �nie.L'image de ϕ est une partie 
omplète don
 fermée de F̂. Mais F est densedans F̂ don
 a fortiori l'image de ϕ l'est. On a don
 que ϕ(F⊗Q R) = F̂, et
F̂ peut se dé
rire en tant qu'extension de R 
omme un quotient de l'algèbre :

F ⊗Q R =

(

∏

σ réel R)×





∏

σ,σ̄ 
omplexesC



On peut ainsi dé
rire la R-algèbre F ⊗Q R 
omme un produit de 
orps
Fi : soit x ∈ F un élément primitif de polyn�me minimal f . Alors F =
Q[T ]/f(T ), don
 :

F ⊗Q R = R[T ]/f(T ) ≃
r
∏

i=1

R[T ]/fi(T )où f =
r
∏

i=1

fi est l'é
riture de f 
omme produit d'irrédu
tibles.En notant Fi = R[T ]/fi(T ) on a Fi = R si fi est un fa
teur linéaire,auquel 
as on obtient un plongement réel, Fi = C si fi est un fa
teur qua-dratique, auquel 
as on obtient une paire de plongements 
omplexes.Suivant que Fi = R ou C en tant que R-espa
e ve
toriel de dimension�nie don
 en tant qu'espa
e ve
toriel topologique sur R on obtient par leplongement de F dans F̂ un plongement de F dans R ou C. En e�et, unplongement de F dans F̂ ≃ F ⊗Q R se fa
torise à travers l'isomorphismeentre F ⊗Q R et ∏Fi. La topologie usuelle sur R ou C est aussi 
elle quiprovient de la valeur absolue de F don
 | | est équivalente à la valeur absolueasso
iée au plongement 
onsidéré.



54 CHAPITRE 4. CORPS VALUÉSRemarque 4.7.3. Soit x ∈ F. La multipli
ation par x vue 
omme endo-morphisme du Q-espa
e ve
toriel F a même polyn�me 
ara
téristique S quela multipli
ation par x⊗ 1 vue 
omme endomorphisme du R-espa
e ve
toriel
F ⊗Q R (Pour le voir il su�t de 
onsidérer une base de F sur Q.).Or F ⊗Q R ≃ ∏

Fi et le polyn�me S est le produit des polyn�mes 
a-ra
téristiques Si de la mumtipli
ation par x dans Fi vu 
omme R-espa
eve
toriel.On en déduit :
TrF/Q(x) =

r+s
∑

i=1

TrFi/Q(x)

NF/Q(x) =
r+s
∏

i=1

NFi/Q(x)On peut généraliser 
es raisonnements : si E/F est une extension de 
orpsde nombres et que l'on se donne une pla
e in�nie de F pour laquelle on note
F∞ le 
omplété 
orrespondant, on 
her
he à déterminer les pla
es in�nies de
E �au-dessus� de 
elles de F. On dira qu'une pla
e de E est au-dessus d'unepla
e de F si les valeurs absolues de la pla
e 
onsidérée sur E donnent parrestri
tion à F des valeurs absolues de la pla
e 
onsidérée sur F.On pro
ède 
omme pré
édemment : on forme E ⊗F F∞ que l'on é
rit
omme un produit de 
orps Ei, et alors 
haque Ei 
orrespond à exa
tementune pla
e de E au-dessus de 
elle donnée sur F. On a les mêmes résultatssur les normes et les tra
es :

TrE/F(x) =

α
∑

i=1

TrEi/F(x)

NE/Q(x) =
α
∏

i=1

NEi/F(x)4.8 Pla
es des 
orps de nombres � 
as �niProposition 4.8.1. Soit F un 
orps de nombres et | | une valeur absolueultramétrique non triviale sur F. Alors il existe un unique idéal maximal pde OF tel que | | soit équivalente à | |p.Démonstration. La restri
tion de | | à OF est non triviale (sinon elle seraittriviale sur le 
orps des fra
tions de OF, à savoir F). Un élément x de OFest entier sur Z don
 ra
ine d'un polyn�me unitaire f ∈ Z[T ] :
xd = a1x

d−1 + · · · + ad où ai ∈ Z



4.9. CALCUL DANS LES CORPS COMPLETS NON ARCHIMÉDIENS55Cela implique que |x| 6 1 : si on a |x| > 1 alors |x|d > |x|i pour 0 6 i 6 d,et 
omme la valeur absolue est ultramétrique |x|d > |a1x
d−1 + · · · + ad| (ene�et |ai| 6 1 pour a0 ∈ Z), en 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse. On a don


|x| 6 1 don
 x ∈ OF.4.9 Cal
ul dans les 
orps 
omplets non ar
himé-diens4.10 Espa
es ve
toriels de dimension �nie sur un
orps 
omplet non ar
himédien4.11 Extensions �nies d'un 
orps 
omplet ultramé-trique4.12 Complétés ultramétriques des 
orps de nombres4.13 Formule du produit4.14 Cas galoisien
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