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Chapitre 1

Rappels sur la théorie des
corps et la théorie de Galois

Sauf mention explicite du contraire, les corps considérés sont commuta-
tifs.

1.1 Normes et traces

Une extension d'un corps F est la donnée d’'un corps E et d’un homo-
morphisme de corps ¢ : F — E. L’homomorphisme ¢ est injectif et en général
on identifie F & son image.

L’extension E/F est dite finie si E et un F-espace vectorielde dimension
finie. Sa dimension est notée [E : F] = dimp E.

Définition 1.1.1. Soit E/F une extension finie de degré d, soit x € E.

my 1y — x.y est F-linéaire. Son polyndéme caractéristique est :
Xd — T?”‘E/F(.Z')Xd_l +---+ (—1)dNE/F(J})
Trg/r est la trace de E sur ¥, Ng g la norme de E sur F.

Proposition 1.1.2. Trg/p est une forme linéaire sur E.
Ng/g est multiplicative : Ng/p(2.2") = Ng/p(2).Ng/p (1)
Propriétés de transitivité :

Si E'/E est finie,

- [E':F] = [E':E|[E:F]

- TTE/F (TTE’/E) = TTE’/F
Ngsr (Ng/jg) = Ng/jp

Définition 1.1.3. Séparabilité :
Un polynéme P € F[X] est dit séparable s’il est premier avec sa dérivée.
Un élément x de E/F est séparable si son polynéme minimal sur F est
séparable.
Une extension E/F est séparable si tous les éléments de E sont séparables.
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Remarque 1.1.4. Un polynéme P est non séparable si et seulement si
car(F) =p > 0 et P est un polynome en XP. L’extension E/F est séparable
si et seulement si Trg p # 0. Un polynéme P est séparable si et seulement
st son discriminant est non nul.

Théoréme 1.1.5 (Théoréeme de I'élément primitif). Si E/F est finie sépa-
rable alors il existe x € E tel que E = F[z].

1.2 Théorie de Galois

Soit E/F une extension de corps. On note Aut(E/F) le groupe des auto-
morphismes F-linéaires du corps E et A® = {(z € A)(Vo € B)(o(z) = z)}.
Théoréme 1.2.1. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. 11 existe un sous-groupe G de Aut(E/F) tel que F = EY.

2. Pour tout x € E le polynome minimal de x sur F est séparable scindé
dans E[X].
3. Le corps E est engendré sur F par les racines d’un polyndme séparable.

Alors G = Aut(E/F) et |G| = [E : F|.

Définition 1.2.2. Une extension qui vérifie ces conditions est dite galoi-
sienmne.

Si G est un sous-groupe de Aut(E/F) alors [E : EF] = |G| et G =
Aut(E/E®).
Si E/F est galoisienne alors on écrit Gal(E/F) plutot que Aut(E/F).

Théoréme 1.2.3 (Théoréme fondamental de la théorie de Galois).
Soit E/F finie galoisienne de groupe de Galois G.

FCKCE
1. K — Gal(E/K) et H — E sont des bijections réciproques l'une
de autre.

2. K est galoisienne sur F si et seulement si H<G. En ce cas
G — Gal(K/F)
o ol

est un morphisme de groupes trivial sur H qui induit un isomorphisme

entre G/H et Gal(K/F).
Remarque 1.2.4. Soit K CF et H = Gal(F/K). Soit x € K. On a :

Trgp() = Y o)

oceG/H

Nk /p(z) = H o(z)

oceG/H
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Définition 1.2.5. Soit E/F une extension finie. On dit que E/F est abé-
lienne si elle est galoisienne de groupe de Galois abélien.

1.3 Isomorphismes

Soit E/F une extension finie galoisienne. E est alors corps de décomposi-
tion sur F d’un polynéme séparable P € F[X]. Si on dispose d'une extension
F//F qui contienne un corps de décomposition E’ sur F de P (par exemple
si F/ est algébriquement clos) alors E est 'unique sous-extension de F dans
F’ isomorphe a E/F.

Un F-isomorphisme 7 : E — E/ donne un isomorphisme de groupes entre
Gal(E/F) et Gal(E'/F’) défini par o — 7077 L.

Si E/F est abélienne cet isomorphisme ne dépend pas du choix de 7.

1.4 Composés

Soient ¢ : F — Eet // : F — E’ deux extensions finies de F. Une extension
composée de E/F et E'/F est une extension K commune a E et E’, disons
j:E—Ketj :E — K vérifiant j or = j' o/, telle que K soit engendrée
par j(E) U j'(E).

NS

On a un morphisme d’algeébres E @ E/ — K. Les composés (& isomor-
phisme prés) correspondent aux corps quotients de la F-algebre E @ E/| et

en particulier il en existe toujours. Si par exemple L est une extension algé-
briquement close de F alors il existe deux F-isomorphismes :

/

« : E — un sous-corps de L

o/ : E' — un sous-corps de L
et on peut prendre pour 'extension composée de E et E’ le sous-corps de L
engendré par a(E) U o/ (E').
1.5 Corps finis

Théoréme 1.5.1 (Théoréeme de Wedderburn).
Toute algébre o division finie est un corps.
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Un corps fini k a pour caractéristique un nombre premier p. Son sous-
corps premier est isomorphe a Z/pZ = F,. Le corps k vu en tant qu’espace
vectoriel est de dimension finie d sur F, et [k| = p?.

Théoréme 1.5.2. Soit p premier, g = p®. Alors il existe un corps fini k de
cardinal ¢ unique a isomorphisme prés. C’est un corps de décomposition sur

F, de X7 — X € F,[X], noté F,.

Théoréme 1.5.3. Une extension 1/k de corps finis est finie. Elle est ga-
loisienne de groupe de Galois cyclique engendré par [’homomorphisme de
Frobenius :

1 — 1

x — z?  ouq=|K|
d’ordre d = [1 : K]

Remarque 1.5.4. Sik est fini, d € N— {0}, il existe une extension 1 de k
de degré d unique o k-isomorphisme prés. Elle est galoisienne et Gal(1/k) est
cyclique de degré d. Pour tout e|d il existe une unique extension k C k, C 1
avec [ke : k] = e. Elle est galoisienne sur k.

1.6 Cyclotomie

Soit F un corps et n > 1. Une extension de décomposition sur F du
polynome X™ — 1 € F[X] s’appelle corps des racines n-iémes de I'unité sur
F. On note souvent F(¢,) ou F(u,). Si on dispose d'une cloture algébrique
F de F on peut prendre I'unique corps de décomposition inclus dans F. Si

F =Q, Q(¢,) désigne souvent Q (e%_f> cQcc.

P=X"-1
P =nx"!

donc si n est premier & la caractéristique de F alors P est séparable et
F((,)/F est galoisienne. En ce cas X™ —1 a exactement n racines dans F((,).
Ces racines forment un groupe multiplicatif u, cyclique car tout sous-groupe
fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique. Les générateurs sont
appelés racines primitives n-iémes de 'unité. On a alors un homomorphisme
de groupes

Gal (F(¢n)/F) — (Z/nZ)”

o — a

ou a est tel que o(¢) = ¢
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Définition 1.6.1.
n > 1. ®, € C[X] est défini par :

Proposition 1.6.2.

X" —1=][]2uX)
din

Par récurrence, ®,, € Z[X] et est unitaire de degré (n) = |(Z/nZ)*|.
Théoréme 1.6.3. ®,, est irréductible dans Q[X].

Corollaire 1.6.4. |Q((,)/Q| = ¢(n) car Q(¢,)/Q est galoisienne de groupe
de Galois isomorphe a (Z/nZ)™ .

En effet on sait déja que [Q((,)/Q] < ¢(n). @, est irréductible sur Q et
Cl?_;r est racine de ®,,.

Q(¢,) contient un corps de rupture de ®,, sur Q.

En particulier [Q(¢,) : Q] = d°®,, = ¢(n), d'on égalité et surjectivité
donc bijectivité du morphisme injectif de Gal (Q(¢,)/Q) — (Z/nZ)™.

Théoréme 1.6.5 (Théoréme de Kronecker-Weber). Toute extension abé-
lienne finie de Q est cyclotomique. Plus précisément, si E/Q est une exten-
sion abélienne alors il existe un entier n > 1 et une sous-estension K de

Q (¢n) telle que E ~ K

La «théorie du corps de classes» vise & décrire toutes les extensions finies
abéliennes d’un corps de nombres F.

Remarque 1.6.6. Soit n > 1, on dispose de ®,, € Z[X].

Si p est un nombre premier, alors en général ®, mod p € F,[X] n’est
pas irréductible. En fait, Gal (Fy (¢,)) s’injecte dans (Z/nZ)™ : c’est le sous-
groupe engendré par p mod n.

Si Uordre de p mod n dans (Z/nZ)™* est d alors Fy, (¢,) est de degré d
sur Fp, et ®, mod p est produit de ¢(n)/d polynomes irréductibles distincts
dans F,[X].

La «théorie du corps de classes» vise pour un corps de nombres fixé
F non seulement a décrire les extensions abéliennes finies E/F mais aussi si
E = F[z] et ¢ est le polynome minimal de = sur F a décrire la décomposition
en facteurs irréductibles de ¢ modulo p ot p parcourt les idéaux maximaux
de Op, anneau des entiers de F.
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Chapitre 2

Décomposition et théorie de
(Galois

2.1 Idéaux premiers et décomposition

Soit K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers, a savoir ’en-
semble des éléments de K racines d’un polynéme unitaire a coefficients dans
Z.

L’anneau des entiers de K, Ok, est un anneau de Dedekind libre comme
Z-module et de rang fini [K : q].

Si a est un idéal non nul de Ok alors Ok /a est fini et on note N (a) =
|Ok /a| la norme de 'idéal a. Si b est un autre idéal non nul de Ok on a
N (ab) = N (a) N (b).

Rappel 2.1.1. Pour les anneauz de Dedekind, voir [5] mais aussi [3].

Un anneau de Dedekind est un anneau commutatif intégre noethérien
intégralement clos dans lequel tout idéal premier est mazimal.

La propriété principale des anneaur de Dedekind est que tout idéal non
nul est produit d’idéaur mazrimauz, et que cette écriture est unique a [’ordre
pres des facteurs.

Si p est un idéal maximal d’un anneau de Dedekind A et a un idéal non
nul, on note v, (a) € N le nombre de fois qu’intervient p dans Uécriture de a
comme produit d’idéaur mazrimaug.

Sia est firé, vy (a) = 0 sauf pour un nombre fini de p et on écrit :

a= H pVP(a)

p mazimaur

Dans un anneau de Dedekind A, si on dispose de deux idéauz non nuls a
et b, a C b équivaut a ’existence d’un idéal ¢ tel que a = bc.

Soit E/F une extension finie de corps de nombres. On a alors O C Og.
Si p est un idéal maximal de O on peut former pOg, l'idéal de Og engendré

11
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par p. En général I'idéal pOg n’est pas maximal. Il peut alors s’écrire comme
produit d’idéaux maximaux de Og (en effet pOg est non nul car p C pOg) :

pOg = H qe(qlp)
qlp

le produit étant réalisé sur les idéaux maximaux d’Og contenant pOg et
I'exposant e(q|p) étant strictement positif.
On dit que q est au-dessus de p et on note q|p.

Remarque 2.1.2. Si l'idéal mazimal d’Og q contient pOg alors q N O
contient p. Mais qN Op est nécessairement un idéal de O donc c’est O ou
p. SiqNOp = OF alors 1 € q, ce qui est impossible. On a donc gN Op = p.

Définition 2.1.3. L’ezposant e (q|p) s’appelle le degré (ou indice) de rami-
fication de q au-dessus de p.

Considérons le diagramme suivant :
Op—— Og

b

Or/p— Og/q
Remarquons que par maximalité des idéaux p et q la ligne du bas donne
un morphisme de corps : Og/q est une extension finie de Op/p.

Définition 2.1.4. Le degré de cette extension est noté f (q|p) et appelé degré
(ou indice) d’inertie de q au-dessus de p.

Définition 2.1.5. Soit p un idéal d’OF et q un idéal d’Og au-dessus de p.

On dit que q est non-ramifié au-dessus de p si e (q/p) = 1.

On dit que p est non-ramifié dans E/F si e(q/p) = 1 pour tout q au-
dessus de p.

On dit que p est totalement décomposé dans E/F si on a e(p/q) =
f(a/p) =1 pour tout q au-dessus de p.

Si q’ est un idéal maximal de O au-dessus de p alors g’ N O est un
idéal maximal de Og au-dessus de p. La maximalité vient de :

Og/(d' NOg)— Og/ /¢
et du fait qu’un sous-anneau d’un corps fini est un corps.

Propriétés de transitivité
Soit :
— p un idéal maximal d’Op
g un idéal maximal d’Og au-dessus de p
— ¢’ un idéal maximal d’Og au-dessus de q
Alors on a :
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—e(d'lp) =e(qd'|q) e(qlp)
fp)=f(dla) f (alp)

Démonstration. En utilisant I'unicité de la décomposition en produit d’idéaux
maximaux. [l

Proposition 2.1.6. Soit E/F une extension finie de corps de nombres, p
un idéal mazimal d’'Op. Alors :

S e(alp) £ (alp) = [E : F]

qlp

Démonstration. Og/pOg est un Op /p-espace vectoriel. Montrons d’abord le
lemme suivant :

Lemme 2.1.7. La dimension d’Og/pOg sur Op/p vaut

> elalp) f (alp)

qlp

Démonstration du lemme. Notons qy,...,q, les idéaux q au-dessus de p et
e; = e(q;|p). On a la suite d’inclusions :

Op2q2q7 2247 24i'q2 2+~ 24q7'g5> 2 -+ 2 pOg

Comme Og est un anneau de Dedekind, on voit facilement qu’il n’y a
pas d’idéal d’Og entre deux termes successifs.

Remarquons que R = qf' ... C|Z°‘_*11C|g/tﬁ1 o qZ{O‘:fqgJrl est un Og-module
annulé par g, donc un Og/q,-espace vectoriel. Le fait qu’il n’y ait pas
d’idéal d’Og entre deux termes successifs de la suite signifie que cet es-
pace vectoriel nadmet pas de sous-espace vectoriel strict non trivial, donc
que dimep, /q, R = 1, d’ott on déduit dime, /, R = f (qalp).

Comme on dispose de la tour d’extensions :

Op2q2q¢ 2247 24i'q2 2+~ 24q7'g5> 2 -+ 2 pOg

on en déduit, dimp,/, (Og/pOE) étant la somme des dimensions sur
Or/p des quotients successifs :

Ze (alp) f (alp) = dime,, /, (Or/pOr)
alp

0

Prouvons ensuite dimp, /, (Or/q) = [E : F] dans le cas ot Op est prin-
cipal :
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Démonstration dans le cas principal. Og est un Z-module libre de type fini
donc c¢’est un Op-module de type fini sans torsion. Il est donc libre de type
fini sur OF.

On voit facilement que si (eq,...,eq) est une base de O sur Op c’est
aussi une base de E sur F. Le rang de Og sur Op est alors [E : F]. Mais le
rang de Og/pOxg sur Op/p est aussi [E : F]. O

Pour démontrer le résultat dans le cas général, on va se ramener au cas
ou O est principal par localisation.

Rappels sur la localisation

Soit A un anneau commutatif intégre et K son corps des fractions. Sup-
posons que S C A est une partie multiplicative (i.e. stable par produit de
deux de ses éléments) contenant 1 et pas 0.

Posons S~' A = {s‘la, se8,a € A}. (C’est un sous-anneau de K appelé
localisé de A en S.

Que se passe-t-il pour les idéaux ?

Notons A’ = S71A. Si a est un idéal de A alors a.A = S~ 'a est un idéal
de o’. Réciproquement si a’ est un idéal de A" alors a’ N A est un idéal de A
eta =(NAA.

L’égalité ci-dessus implique en particulier que @’ — a’NA est une injection
(par ailleurs croissante) de I’ensemble des idéaux de A" dans I'ensemble des
idéaux de A.

Restreinte aux idéaux premiers, cette application est un isomorphisme
d’ensembles ordonnés de 'ensemble des idéaux premiers de A’ dans l’en-
semble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

Si A est noethérien, A’ aussi. Si A est intégralement clos, A’ aussi. Plus
précisément, si B est la cloture intégrale de A dans K, alors celle de S~1A
est ST1B. On déduit des résultats précédents que si A est de Dedekind, alors
A’ aussi.

Exemple 2.1.8. Soit A un anneau de Dedekind, p un idéal mazimal de
AetS =A—p S A est alors un anneau de Dedekind. Le seul idéal
mazimal de A ne rencontrant pas S est p. ST1A est donc un anneau local
d’idéal mazimal S~y = pA’. Il est donc principal, et ses idéauz sont les

((S‘lp)k)k>0, engendrés par tout élément de (S_lp)k — (S_lp)kH.

Remarque 2.1.9. Soit A’ le localisé de A en S. Soient a et b deuz idéauz
de A. Alors (ab) A’ = (aA’) (bA").

Application

Soient A = Op, p un idéal maximal de Op, S = A —p. A’ = S~ 'O
est principal. La cloture intégrale de S™'Op dans E est ST'Og. C’est un
S~1Op-module libre de rang fini [E : F)].
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Proposition 2.1.10. Soit A un anneau intégre, S comme plus haut, p un
idéal maximal de A ne rencontrant pas S. Le morphisme composé A —

ST1'A — S71A/S~p induit un isomorphisme de A/p sur STLA/S .

Démonstration. Le noyau de A — S7'A/S71p est S~'p N A = p donc on
obtient un morphisme injectif ¢ : A/p — ST'A/S7!p. Reste a prouver la
surjectivité de .

Soit x = s7ta,s € S,a € A. s € p et A/p est un corps donc il existe
te Atel que ts=1 mod P.

Alors  — ta = s~ 'a(1 — ts). 1 —ts € p. On obtient modulo p :

r—ta=0 mod p

Donc T = p(ta) et o est bien surjective ce qui achéve la preuve. 0

Fin de la démonstration du théoréme
On applique le raisonnement utilisé dans le cas principal pour obtenir :

[E:F] =) e(dl) £ (dlp)
qa'lp
ol p’ = S7!p est un idéal maximal de ST'Op et q’ parcourt les idéaux

maximaux de ST!'Og au-dessus de p’.
Comparons :

p'S_IOE — H qfe(ﬂl’\P’)
q'lp’
et

pOg = H qe(qln)
qlp

Cette derniére identité implique

pS_loE — H (S—lq)e(q‘p)
qlp

Les q divisant p ne rencontrent pas S, donc les S7'q ot1 q est au-dessus
de p donnent des idéaux maximaux q” distincts de ST'Og et tels que q” N
S1O0p =81y

Par unicité de la décomposition en produit dans un anneau de Dedekind
on obtient une bijection q — S~!q entre les idéaux maximaux q|p et les
idéaux maximaux q'[p’, et e (S7'¢'|[S™p") = e (qlp).

Par ailleurs, on voit que :

falp) = [Or/q:Or/p]
F(8 ST ) = [ST'Or/ST'q: STTOR/ST ]
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or par la proposition 13. on a :

OF/pﬁ S_IOF/S_IP
Or/q~ S '0g/S7!q

d’out Pon déduit f (qp) = f (S~ 'q|S'p) puis le résultat

> e(alp) f (alp) = [E : F] m

qlp

2.2 Décomposition dans le cas galoisien

Soit E C F une extension finie galoisienne de groupe de Galois G, ou
F est un corps de nombres. On note n = [E : F], et on considére un idéal
maximal p de Op.

On a

pOg = H qe(qlp)
alp

Le groupe G agit sur Og, et pour tout ¢ € G on a 0.0 = Og. Le
F-morphisme o € G induit un isomorphisme d’anneaux de Og sur lui-méme
qui se restreint & U'identité sur Op. Il agit sur les idéaux de Og : si a est un
idéal de Og alors ca aussi.

Considérons un idéal maximal q de Og au-dessus de p. Alors qNOp = p
et oq est un idéal maximal de O au-dessus de p. Le morphisme ¢ induit
donc un morphisme de Op/p-extensions Og/q — Og/oq.

Le groupe de Galois G agit donc sur les idéaux maximaux de Og au-
dessus de p.

Théoréme 2.2.1. Cette action est transitive.

Démonstration. On raisonne par l'absurde.
Soit q un idéal maximal de Og au-dessus de p, ' un idéal maximal de
Ogx au-dessus de p qui n’est pas dans 'orbite de g. On a donc :

(Vo € G) (4 # aq)

Par le lemme chinois on peut trouver 2’ € Og tel que

/

=0 mod q
1

8 8

mod oq pour tout 0 € G

Considérons Ng g (') = H or’ €¢FNg =p
ceG
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Par ailleurs, 0~ '2’ =1 mod q pour tout o € G

Donc  Ngp(2') =1 mod q
Ng/p(z') =1 modp

On obtient donc une contradiction, car Ng/p(z') € p. O

Conséquences.

Partant de pOg = []q°(P), pour tout o € G on a :

o (pOg) = pOg = [ [ (o)W =TT ()"

qlp qlp

D’ot, ’action étant transitive et la décomposition de p en produit d’idéaux
maximaux unique, e (oq|p) = e (q|p).
De méme o induit un isomorphisme de Op/p-extensions de Og/q sur

Og/oq donc f(aqlp) = f (qlp)-
Notant e le degré de ramification commun, f le degré d’inertie commun
et g le nombre d’idéaux maximaux () de Op au-dessus de p, on obtient

Corollaire 2.2.2. [E: F] = |G| =efg

Définition 2.2.3. Pour qlp, D (q|p) est le stabilisateur de q dans G. Il est
appelé groupe de décomposition de q au-dessus de p.

Propriétés.

D (alp) | = ef et pour o € G D (oqlp) = oD (qlp)o~". Si o € D (alp),
il induit un morphisme de O /p-extensions de Og/q sur lui-méme, donc
un élément de Gal ((Og/q)/(Or/p)), d’oit un homomorphisme D (q|p) —
Gal ((Og/q)/(Or/p)) appelé homomorphisme de réduction.

Définition 2.2.4. Le noyau de cet homomorphisme est appelé groupe d’iner-
tie de q|p et est noté I (q|p).

Remarque 2.2.5. Soit ¢ € G, on a alors I (oqlp) = oI (qlp) oL
Théoréme 2.2.6. L’homomorphisme de réduction est surjectif.

Corollaire 2.2.7.
[ (alp)| = e=e(alp)

Démonstration du théoréme. Notons K le sous-corps de E fixé par D =

D (alp)-
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E q

> e
K G pk =qNK

F p

D est le stabilisateur de K dans G et agit trivialement sur q. pg = qNK
est un idéal maximal de Ok, q est un idéal maximal de Og au-dessus de pk.

L’extension E/K est galoisienne de groupe de Galois D donc G agit
transitivement sur les idéaux maximaux de Og au-dessus de pg. Par suite,
q est le seul idéal maximal de Og au-dessus de pk.

Alors [D| = [E : K] = e(qlpk) f(alpk)-

Par ailleurs, |D| = e(q|p)f(q]p). Or par transitivité pour les degrés de
ramification et d’inertie, on obtient e(pk|p)f(px|p) = 1 d'ou e(pk|p) =
flpxlp) = 1.

On a alors :

OF/p ~ (degré 1) OK/pKf—> OE/q

Il suffit donc & présent de montrer que le morphisme de groupes de
D(q|p) = Gal(E/K) dans Gal ((Og/q)/(Ok /pK)) est surjectif.

On peut donc se ramener & prouver le résultat pour px plutét que p,
c’est-a-dire que ’'on peut supposer que le corps fixé par D est F.

Supposons donc a présent D = G et F = K.

Soit  un élément primitif pour lextension (Og/q)/(Or/p) : Or/q =
(Op/p)[z], et = un élément de Op dont la classe modulo q est Z. Soit f le
polynéme minimal de z sur F'.

Le polynéme f a pour racines les conjugués de x par l'action de G,
qui sont entiers, d’ot I'on déduit que f € Og[t] N F[t] = Op[t]. On peut
donc considérer sa réduction modulo p, f € (Op/p)[t]. Les racines de f sont
les ox ot o décrit G. Les racines de f sont les 6% ol & est I’élément de
(Or/q)/(Or/p) induit par o via ’homomorphisme de réduction.

Un conjugué quelconque de Z dans (Og/q)/(Or/p) est une racine de f
donc est de la forme ¢z pour un des ¢ € G.

Or Z étant un élément primitif les automorphismes de (Og/q)/(Or/p)
sont déterminés par leur action sur Z, donc sont de la forme & pour un
o € G : I'homomorphisme de réduction est donc surjectif. O

2.3 Automorphismes de Frobenius

Dans toute cette section on considére une extension E/F galoisienne finie
de corps de nombres de groupe de Galois G.
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Rappel. Un idéal maximal p de O est dit ramifié¢ dans E/F s’il existe q|p
tel que e(qlp) > 1.

Proposition 2.3.1. Seul un nombre fini d’idéavz mazimauz de Op sont
ramifiés dans E/F.

Remarque 2.3.2. Ce résultat s’étend aussitot au cas ou E/F est finie en
considérant sa cloture galoisienne.
On verra que p est ramifié dans E/F si et seulement si p|disc(E/F).

Démonstration. Sil'idéal p est ramifié dans E/F alors il existe un idéal q de
Ox au-dessus de p tel que I(qp) # {id}. On dispose alors d'un o € I(q|p)
différent de l'identité qui agit trivialement sur le corps résiduel Og/q.
Prenons z € Og tel que E = Fz].
Le polynéme minimal f de x sur F est dans Oplt].

fy =11 ¢t —o(@))

oeG

Considérons sa réduction modulo p : f € (Op/p)[t] C (Or/q)[t].

F&y=TJ (t - o)
oelG

Par non-trivialité de I(glp) f admet une racine double modulo g.

Considérons disc(f) € Op. C’est un élément non nul de Op car f est
irréductible et séparable dans F[t]. Le discriminant de f, disc(f), qui n’est
autre que la réduction modulo p de disc(f), est nul dans O /p. Cela signifie
bien que pldisc(f)OF.

Les idéaux maximaux p de Op ramifiés dans E/F divisent disc(f)Op
donc ils sont en nombre fini. U

Si p est un idéal maximal de O non ramifié dans E/F I’homomor-
phisme de réduction D (q|p) — Gal ((Og/q)/(Or/p)) est un isomorphisme

de groupes.

Définition 2.3.3. Pour un tel p et pour q|p l'automorphisme de Frobe-
nius Frob(qlp) est l'unique élément de D(q|p) dont l'image par I’homomor-
phisme de réduction est 'automorphisme de Frobenius pour le corps fini

(Oe/q)/(Or /p).
Propriétés.

C’est 'unique élément de G qui :

1. est dans D(qlp)

2. vérifie o(x) = z/9¢/?l mod q pour tout = € Og.



20 CHAPITRE 2. DECOMPOSITION ET THEORIE DE GALOIS

Il est d’ordre f(q|p) dans G et engendre D(q|p).

Si o € G alors Frob(qlp) = o Frob(qlp)o~!.

En particulier si G est abélien Frob(q|p) ne dépend pas du choix de g et
se note F'roby.

Remarque 2.3.4. Si un idéal maximal p de Op n’est pas ramifié dans E/F
alors le degré d’inertie commun f est égal a l’ordre du Frobenius, et on obtient
que g, nombre d’idéaux mazimauz de Og qui sont au-dessus de p, vaut [E:F]

Rappelons que p est totalement décomposé dans E/F si f(q|p) = e(q|p§ =
1 pour tout q au-dessus de p. Cela équivaut a dire qu’il y a exactement [E : F]
idéauz q au-dessus de p. Dans le cas ou E/F est galoisienne cela signifie que

p est non ramifié dans E/F et Frob(q|p) = Idg.

2.4 Passage aux sous-corps

E q idéal maximal de Og
v |
K G PK
F p idéal maximal de O

H est un sous-groupe de G, K est le corps fixé par H, et on a H =
Gal(E/K).

pk = qN K est un idéal maximal de Ok, avec q| pk|p-

L’enjeu de cette section est de déterminer D(q|pk) et I(q|pk) en fonction

de D(qlp) et I(qlp).

Proposition 2.4.1.

1. D(qlpx) = D(alp) N H
2. I(qlpx) = I(alp) N H

Démonstration.
Pour le premier point :

D(qlpk) = {(c € H)(cq = q)} = HN D(qlp).

Pour le deuxiéme :

I(qlpk) = {(0 € D(qlpk)) (o induit I'identité sur Og/q)}
= {(c € D(qp) N H) (o induit l'identité sur Og/q)}
= I(glp)nH O

Si p est non ramifié dans E/F alors pg est non ramifi¢ dans E/K et
Frob(q|pk) = Frob(q|p)/ PxIP) - en effet c’est 'unique élément de D(q|pk)
qui agisse sur OF/q par x — z/O%/Pk| et il en va de méme pour Frob(q|p),
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d’ou le résultat cherché par multiplicativité des degrés dans une tour d’ex-
tensions.

Considérons la situation suivante :

E q
)
G| K PK
Jorr |
F p

ou G — Gal(K/F) a pour noyau H.

Proposition 2.4.2.
1. D(pk|p) est l'image de D(q|p) dans Gal(K/F)
2. I(pk|p) est l'image de I(q|p) dans Gal(K/F)

Démonstration.

1. Soit o un élément de I'image de D(q|p) dans Gal(K/F). Alors oq = q
et cK = K, donc opg = 0(qNK) =ocqgnoK = gN K = pk, donc
olk € D(pk|p)-

Inversement, soit o € G tel que opk = pK-

L’idéal oq est alors un idéal maximal de Og au-dessus de px. Mais
H = Gal(E/K) agit transitivement sur les idéaux maximaux de Og
au-dessus de px. On a alors : (37 € H)(oq = 7q), d’'out 7~ toq = q, soit
o € D(qlp).

Les morphismes o et 77 '0 ont méme image dans G/H donc o est
image dans G/H d’un élément de D(q|p).

1

2. Soit o € I(q|p), on voit de méme que précédemment que opr = PK
donc ok € D(pk|p; de plus o induit I'identité sur Ok /pk donc o|k €
I(px|p)-

Inversement, soit 0 € G dont I'image dans Gal(K/F) est un élément
du groupe d’inertie de px au-dessus de p. On peut supposer que o €
D(qlp), et on sait en plus que o induit l'identité sur Ok /pk.
L’homomorphisme de réduction de D(q|pk) dans Gal (Og/q)/(Ok /pK))
est surjectif.

Il y a donc un 7 € D(q|pk) qui agit comme o sur Og/q, et 7710 €
I(qlpx) C I(qlp). Par conséquent o et 7—'o ont méme image dans
Gal(K/F), ce qui prouve le résultat. O

Proposition 2.4.3. Si p est non ramifié dans E/F alors p est non ramifié
dans K/F et Frob(pk|p) est l’image de Frob(q|p).
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Démonstration. Le morphisme de Frobenius Frob(pk|p) est 'unique élément
p de Gal(K/F) tel que p € D(pk|p) et pz = z!9F/?l mod pyk pour z € Ok.

Considérons 7 = Frob(q|p)|k.

On a 7 € D(pk|p) (par la premiére partie triviale de la proposition)
et 7o = 2I9F/%l mod pk pour xz € Ok, puisque cette égalité est déja réalisée
modulo q pour y € Og.

Donc p=r. O

Remarque 2.4.4. Soient E/F et E'/F' deuz extensions galoisiennes finies
de F de groupes respectifs G et G', et E” un composé de E/F et E'/F’,

/E//\ /CI'/\
E\ E/ q:q//ﬂE q/:q//mE/

N

ENE

F
D(q"|p) a pour image D(qlp) dans G et D(q'|p) dans G'.
I(q"|p) a pour image I(q|p) dans G et I(q'|p) dans G'.
Si p est non ramifié dans E/F et E'/F alors il l’est dans E" /F. Sip est
totalement décomposé dans E/F et E'/F alors il 'est dans E" /F.

2.5 Décomposition dans des extensions non néces-
sairement galoisiennes

E Og q

7 .
K G Ok PK

F Or p

D(alpx) = H N D(qlp)
I(qlpx) = HNI(qlp)

permet le calcul de e(pk|p) et f(px|p).

L’idée pour la suite est que si pj est un idéal maximal de Ok au-dessus
de p et q un idéal maximal de Og au-dessus de px alors q’ est un idéal
maximal de Og au-dessus de p, donc ' = oq pour un o € G.
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Les idéaux maximaux de Ok au-dessus de p sont donc de la forme ogq,
o € G. La connaissance de D(oq|p) = oD(q|p)o~" et I(oqlp) = ol(qlp)o—!
permet de calculer e(pk|p), f(px|p) et le cas échéant Frob(pk|p).

Considérons o, ¢/ € G. Quand a-t-on oq N Ok =o'qN Ok ?

Ce sont tous deux des idéaux maximaux de Ok au-dessus de p. S’ils
sont égaux, alors les idéaux oq et o’q sont deux idéaux maximaux de Og
au-dessus du méme idéal de Ok donc il existe 7 € Gal(E/K) = H tel que
oq = T0q.

Inversement, si 7 € Gal(E/K) = H est tel que oq = 70'q alors cqNK =
adqgnK.

La condition oq N K = ¢’q N K équivaut donc a (37 € H)(oq = 70'q)
ce qui se traduit par (3p € D(q|p))(c = 10'p).

Y

En conclusion, les idéaux maximaux de Ok au-dessus de p sont paramé-
trés par les doubles classes HoD. L’ensemble des doubles classes se note en

général H\G/D.

Remarque 2.5.1. Considérons le cas ot E/F est une cloture galoisienne de
K/F. En termes de groupes ceci se traduit par : l'intersection des conjugués
de H est triviale. En effet, I = NgHg™' est distingué dans G et B/ = E! est
galoisien sur F et contient K.

Supposons que p est totalement décomposé dans K/F : pour px|p, e(px|p) f(pk|p) =

1. Montrons qu’alors p est totalement décomposé dans E/F :

On a | D(qlpk)| = e(alpk) f (alpx) = ZolBllldle

Dire que e(pk|p) = f(px|p) = 1 signifie que D(q|px) = D(qlp). Comme
D(qlpk) = D(qlp) N H cette égalité se traduit donc par D(qlp) C H pour

tout qlpk.

Comme p est totalement décomposé dans K/F c¢’est vrai pour tout choix
de pk, donc pour tout g au-dessus de p on a D(q|p) C H.

Posons D = D(q|p). En fixant q|p on a donc, en appliquant ce qui précede
aux oq, 0 € G :

cDo~! C H donc D C No~'Ho, dou D = {1} et p est totalement
décomposé dans E/F.

2.6 Lien avec les polyndémes

E

finie

F
Soit z € Og un élément primitif : E = F[z] et Op[z] C Og. Soit p un
idéal maximal de Op et § = Op — p.



24 CHAPITRE 2. DECOMPOSITION ET THEORIE DE GALOIS

Soit f le polynéme minimal de x sur F, on a f € Op[t]. On note f
sa réduction dans (Op/p)[t]. On dispose de sa décomposition en facteurs
irréductibles unitaires distincts a coefficients dans le corps résiduel :

7t) = [[o:t)
On fixe une famille (h;) € Op[t] de polynomes unitaires tels que h; = g;.

Proposition 2.6.1. On suppose Og = Og[z]. Alors pOg = [[q;" avec
qi = (p, hi(z)), et les q; deuz a deux distincts.

Comme on le verra dans la démonstration, on utilise seulement que
S71Og = S7'OF|x]. On verra plus loin les critéres pour cette égalité.
Supposons pour le moment Og = Op|x].

Démonstration.

Op =~ Oglt]/f(t)Or]t]

[
Oe/pOr =~ Or[z]/(p)
~ Orlt]/(p, f)
~ Or[t]/(pOr[t] + fOF[t])
~ (Op/p)lt]/(f)

On a donc Og/pOx ~ (Or/p)[t]/(f). Or par le lemme chinois on trouve
(O /p)[t]/f ~ T1(Or/p)[t]/(4")-

Les idéaux maximaux q de Og contenant pOg correspondent de maniére
bijective aux idéaux maximaux de Og/pOg, c’est-a-dire via cette composi-
tion d’isomorphismes aux idéaux maximaux de k[t]/ fk[t], soit aux g;k[t]/ fk[t]
ouk = OE/]JOE

L’idéal g; correspond a l'idéal (p, hi(z)) = q;.

On obtient ainsi un isomorphisme entre corps résiduels k[t]/(g;) ~ Og/4q;,
qui est en particulier un isomorphisme de k-espaces vectoriels, d’ou en com-
parant les dimensions : f(q;|p) = d’g;.

Oc/p0p =~ []Os/d ™"
i=1

k[t]/(fk[t]) =~ H k[t]/g;"[1]

e(qi|p) est le plus petit entier r > 0 tel que, notant ; I'idéal g; réduit
modulo pOg, l'image de ;" soit nulle dans Og/q. De méme «; est le plus
petit entier 7 tel que 'image dans k[t]/g;" (t) de g! soit nulle.

Les deux décompositions se correspondent par I'isomorphisme de O /pOxg
sur k[t]/fk[t] d'ott a; = e(q;|p). O
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Exemple : les corps quadratiques.

Soit d un entier sans facteur carré, d # 0,1. On considére K = Q(v/d).
Alors

O =Z[Vd]sid=2o0u3 mod4
14 Vd
2

Ok =7 sid=1 mod 4

S

On peut alors prendre selon le cas z = V/d et f)=t*—douzx= 1+2
et f(t) =t —t— 23
Pour un nombre premier p fixé on considére f € Fp[t] la réduction de f
modulo p. Alors
— Si f a une racine double alors p est ramifié
Si f a deux racines simples alors pOx = p1p2 avec f(p1|p) = f(pa|p) =
1

~ Si f est irréductible alors pOxk est maximal donc f(pOk|p) = 2.

Les nombres premiers ramifiés dans K sont donc :
2 et les diviseurs premiers de d si d =2 ou 3 mod 4.
— Les diviseurs premiers de d si d =1 mod 4.

On suppose désormais p non ramifié dans K/Q.
f a deux racines simples si et seulement si son discriminant dans IE‘;; est
un carré et est irréductible dans le cas contraire. Donc
f a deux racines simples si et seulement si (%) =1.

f est irréductible si et seulement si (g) =—1.
Ceci vaut si p # 2.
Sip=2, pour d=2o0u3 mod 4 le nombre 2 est ramifié.
Sid=1 mod 4, f seréduit en X?+ X sid=1 mod 8et en X2+ X +1
sid =5 mod 8. Dans le premier cas on a deux racines simples donc 2 est
totalement décomposé, dans 'autre cas le polyndéme est irréductible.

2.7 Rappels sur le discriminant

Soit A un anneau commutatif et 5 une A-algébre libre de type fini comme
A-module.

Pour z € B, m; : y — zy est A-linéaire de B dans B. On définit comme
dans le cas des extensions de corps Trg/4(7) = Tr(m,) € A.

Si (e1,...,eq) est une famille d’éléments de B, on en définit le discrimi-
nant par :

discgsaler, ..., eq) = det(Trp a(eie;))i1<ij<d
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Si fj = > aije; alors discgya(f1,-- -, fa) = (det M)2discg (e, ..., €eq)
ot M = (a;5)1<i,j<d-

Le discriminant de B sur A, disc(B/A), est la classe dans A/(AX)? de
discgsa(et, ..., eq) ot (e1,...,eq) est une base quelconque de B sur A.

Exemple 2.7.1. Si f € A[T] est unitaire de degré d et B= A[T|/f(T) :

discgyA(1,T, ..., T"1) = disc(f)
(ot on considére les classes dans B des T?)

Remarque 2.7.2. Si A € Z, comme (Z*)* = {1} on a discgjz € Z. On
note dg le discriminant d’un corps de nombres ¥, plutét que disc(Op/Z).

Proposition 2.7.3. On suppose que A est un corps. On a équivalence entre :

- diSCB/A 75 0

B est produit d’extensions séparables de A.

Démonstration. (Démonstration partielle, se référer a [5] pour une preuve
compléte)
Si B/A est une extension finie de corps, Trg/4 # 0 si et seulement si
B/A est séparable. Par suite discg/4 # 0 si et seulement si B/.A est
séparable.
- Si B =1]][B; oules B;,i = 1...7 sont des A-algébres de dimension
finie, alors discg/4 = I1 discg, /4. Ceci donne I'implication réciproque.
Prouvons le sens direct :
Si x € B est nilpotent, x # 0, alors I3 est formé d’éléments nilpotents
et (Vy € B)(Trgy(wy) = 0).
On considére une base (eq,...,e,) de B dont les d premiers éléments sont
dans zB. Alors :

0 0 0
discgjaler,...,en) =10 ... 0 ... 0/=0

: 7?7

o ... 0o 7 7

ou seuls les éléments de la matrice carrée (n — d,n — d) représentée par
des points d’interrogation peuvent étre non nuls.

Donc si discgyq # 0 alors B n’a pas d’élément nilpotent non nul, c’est
donc un produit de corps B = [[.A; oi A; est une extension de A.

Justifions ce point :

B = Alt] ~ A[T]/P(T)

Que B n’ait pas d’élément nilpotent signifie que P est produit de fac-
teurs irréductibles distincts P = Py ... P, donc P = [[(A[T]/P;[T]). Donc
discg/a = [ disc, /4 est non nul si et seulement si A;/.A est séparable pour
tout 4. U
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Supposons que A est un anneau de Dedekind de corps des fractions F,
que E/F est une extension finie séparable de degré d, et que B est la cloture
intégrale de A dans E. On sait alors que B est un anneau de Dedekind (cf
[5] par exemple).

L’anneau B est alors un A-module de type fini libre de rang d sur A dés
que A est principal.

discgy 4 est I'idéal de A engendré par les discg) 4(e1, - . ., eq) ol (e1, ..., eq)
est une famille quelconque d’éléments de B. Si B est libre de type fini sur A
on voit que discg, 4 est I'idéal engendré par les discriminants des bases de B
sur A.

Si S est une partie multiplicative de A contenant 1 mais pas 0 alors
diSCS—llg/S—lA = S_ldiSCB/A.

Proposition 2.7.4. Sous les hypothéses précédentes, soit p un idéal mazimal

de A, alors si on pose S=A—p, A/ =S 'A B =S1pp =5"1p:

Ecrivons pB = H qetlp)
alp

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. e(qlp) = 1 pour tout qlp et B/q est une extension séparable de A/p.
2. p ne divise pas disc(B/A).

Cas particulier : E/F est une extension de corps de nombres, p un idéal
maximal de Op, on pose A = Op, B = Og. On note alors disc(E/F) =
disc(Og/OF).
On a équivalence entre :
p est non ramifié dans E/F.
— p ne divise pas disc(E/F).

Démonstration. (voir [5| pour les détails)
En localisant en § = A — p on se rameéne & prouver le résultat demandé

pour A’, B’ et p’. On prend une base (e, ..., eq) de B’ sur A, qui donne une
base (€1,...,¢4) de B'/pB’ sur A'/p et le discriminant de (eq,...,eq) est la
réduction modulo p de discg (€1, .-, eq).

p’ divise discg 4 signifie que discg /o) /(4 ary(€15 -5 €q) = 0.

Par la proposition précédente, B'/p’B’ est un produit d’extensions sépa-

rables de A’/p’. Mais :
p'B = H qe@le)
q'ly
donne B'/p'B' = [ B'/q'¢9' ") Mézalor le fait que B’ /p’ B’ soit un produit

d’extensions séparables de A’/p’ se traduit par e(q’|p’) = 1 pour tout ¢'|p et
B'/q’ est séparable sur A’/p’. O
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Retour sur la situation du corps de nombres :

E 5_10}3
finie
F S‘lOF p

Lemme 2.7.5. Soit p un idéal mazimal de O et S = Op — p.

Supposons E = F[z], x € S~'Og et notons f le polynome minimal de x
sur F. Supposons disc(f) ¢ S~'p (donc est inversible dans S~ O ).

Alors p est non ramifi¢ dans E/F. On a ST'Og = S™'Or[z], on peut
alors appliquer la proposition donnant la décomposition de p en termes de

f € (Op/p)[T].

Démonstration. On a S~'Op[z] € S7!Og, qui admettent pour bases res-
pectivement (1,z,...,2% 1) et (e,...,eq), on d =d f = [E: F].

Alors disc(f) = discs-10g /510 (1,7, . .. , %),

On a vu que discs-10,/s-10x (1,7, . .. , 2971 = a2disc(eq, . .. ,eq) donc
I'idéal (disc(f)) est un multiple de disc(S™'Og/S™1OF).

L’hypothése dit que (disc(f)) = S~'Op donc « est une unité et comme
(e1,...,eq) est une base de S'Og sur S~'OF alors (1,z,...,2%71) en est
aussi une base. Par suite ST'Og = S7!Op[z] d’ott le lemme. O

Remarque 2.7.6. Si E/F est un corps de nombres, E = F[z], x € F,
alors sauf pour un nombre fini d’idéaur mazimauz p de Op on a x € S~'Op

(S=A—p) etdisc(f) ¢ S 'p.

Remarque 2.7.7. Si avec les notations précédentes on a disc(f) ¢ (S~ 1p)?
alors SO = S Or[z] mais p peut étre ramifié dans E/F. En effet on a
toujours :

discs-10g /5105 (1,7, ... 247l = Pdisc(ey, . . . eq)

et ’hypothése implique que o est une unité.

2.8 Corps cyclotomique

227

On se place dans la situation F = Q, E = Q(e™» ) C C. Alors Gal(E/Q) =
(Z/nZ)*. On peut supposer n impair ou multiple de 4.

Théoréme 2.8.1.

1. Les nombres premiers ramifiés dans E/Q sont les diviseurs premiers
de n.

2. Si p est un premier ne divisant pas n alors Frob, est p mod n dans

(Z/nZ)*.
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Démonstration.

1. E est une extension de décomposition de X™ —1 sur Q. Si p est ramifié
dans E/Q alors X™ — 1 a nécessairement une racine double modulo
p: X" —1 € Fy[X] n'est pas premier & sa dérivée nX"~* donc n = 0
mod p : p |n.

Inversement il suffit de montrer que p impair est ramifié dans Q (emTw) /Q,

et 2 est ramifié¢ dans Q (e?™4) = Q(z), déja vu.
227

Traitons le cas ol p est impair : posons ( = e » , racine de ¢, =
1+T+--+TP et onap,(l) =p=T]I[(1-¢, or 1 —¢" est un
multiple de 1 — ¢ dans Og (E = Q(()). p est donc un multiple de
(1 —¢)P~! dans Og.

pOE = [[a et Y e(alp)f(alp) =p—1

qlp qlp

donc (1 —¢)Og est un idéal maximal de O et pOg = ((1 — ¢)Og)P
donc p est ramifié pour p > 3 d’ou le résultat.
2. Si p ne divise pas n, 0 = Frob, € (Z/nZ)* est caractérisé par oq = q.
2
Ceci doit étre vrai en particulier pour ( = e » . Mais X" — 1 € F,[X]
n’a pas de racine double dans une extension. Cela implique que les (¢,
a € (Z/nZ)* sont tous distincts modulo g.

Par suite, pour obtenir ¢ = (P mod ¢ on doit prendre 0 = p mod n
d’otu le résultat. [l

Rappel : Si Frob, € (Z/nZ)* a pour ordre r alors :

(n)/r
pOg = H qi
i=1
avec f(q;/pZ) =r.

2.9 Loi de réciprocité quadratique

K = Q(Vd), d € N, d > 2 sans facteurs carrés. On peut identifier
Gal(K/Q) a {-1,1}.
Les nombres premiers ramifiés dans K/Q sont les diviseurs premiers de
d, plus 2 si d =3 mod 4.
Frob, = (%) si p est impair et ne divise pas d.
— Frobs =1sid=1 mod 8.
Frobg = —1sid=5 mod 8.
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Fixons p premier impair et considérons E = Q <€Z277r). Gal(E/Q) =

(Z/pZ)* donc est isomorphe a Z/(p — 1)Z. On a en particulier un unique
sous-groupe d’indice 2 et E a une unique sous-extension K/Qou [K: Q] = 2

E

Dans E/Q, le seul nombre premier ramifié est p. Il 'est a fortiori dans

K/Q et par conséquent on a K = Q(1/p*) ou p* = (—1)%]) et p* =1
mod 4.

Gal(E/Q) — Gal(K/Q)

p—1
g +—— 0 2

donne

(Z/pZ)" — {*1}

r H—— T 2

Soit ¢ un nombre premier impair distinct de p. F'rob, € Gal(E/Q) s’iden-
tifie a la classe de ¢ dans (Z/pZ)*.
Frob, € Gal(K/Q) est limage de Frob, € Gal(E/Q) et par suite

Frob, € Gal(K/Q) = {£1} n’est autre que <%). Mais on a aussi K =

p

Q(+y/p¥) donc Frob, € Gal(K/Q) = {£1} est <%). Comme p* = (—1)%1]9

()=

Si ¢ =2 on a encore que Froby € Gal(K/Q) et Froby = <%)

On vérifie cette fois-ci la loi par le calcul. Froby € Gal(K/Q) vaut 1 si
p*=1 mod8et-1sip*=5 mod2g, dou:

p mod 8 p* mod 8 Frobg g = Froby
1 1 1
3 ) -1
5 5 -1
7 1 1



Chapitre 3

Techniques analytiques

3.1 Densités

E Ox q

|

F Or p

A p non ramifié dans E/F on associe Frob(q|p) € G. Quelle est la répar-
tition des Frob(qlp) dans G quand p varie?

On «mesure» un idéal maximal p de O par sa norme Np = |Op/p| € pZ.

Soit P un sous-ensemble de Pg, ensemble des idéaux maximaux de F.

Définition 3.1.1. On dit que P a densité arithmétique 6 € [0,1] si

_ HpeP)Np<2)} |
{(p € Pr)(Np < )}
On utilisera plutdt la densité analytique :
Pour s € R, s > 1, on verra que la série ), »(Np)~* converge et définit

une fonction continue sur |1, +oo[ (il y a une singularité au voisinage de 1).

J (x — o00)

ox

Définition 3.1.2. On dit que P a densité analytique 6 € [0,1] si :

ZpeP(Np)_s
ZpePF (Np)—s

On sait (voir [4]) que si un ensemble a densité arithmétique ¢ alors il a
densité analytique . Pour tous les ensembles que nous allons examiner, nous
allons prouver qu’il existe une densité analytique et des théorémes taubériens
donneront l'existence d'une densité arithmétique, on pourra méme obtenir

=0 (s—14)

un terme d’erreur en x.

Attention cependant, il existe des ensembles de nombres premiers ad-
mettant une densité analytique mais non une densité arithmétique. Un tel
ensemble est exhibé dans [6], la preuve est donnée dans [2].

31
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3.2 Le théoréme de Cebotarev

|

F

Soit C une classe de conjugaison de G. On note P¢ I'ensemble des idéaux
maximaux de Op non ramifiés dans E/F tels que Frob(qlp) € C pour tout

qlp.

Théoréme 3.2.1. Pc admet pour densité analytique %

Cas particulier :

F:QE:Q@%)G:@mmK

Alors p premier est non ramifié¢ dans E/F si et seulement si p ne divise
pas n, et F'rob, est la classe de p dans (Z/nZ)*.

Le théoreme de Cebotarev dit : {p ne divisant pas n|p = @ mod n} a
pour densité analytique ﬁ. C’est le théoréme de Dirichlet sur les progres-

sions arithmétiques de nombres premiers.

3.3 Convergence

On considére des sommes ou produits infinis de nombres complexes in-
dexés par un ensemble dénombrable T :

Soit I un ensemble dénombrable, (x;);cs est une famille de nombres com-
plexes. On dit que la famille (x;);c; est sommable de somme x € C si pour
tout e strictement positif il existe un sous-ensemble fini J de I tel que pour
tout J’ fini vérifiant J C J' C I on ait :

On sait que (z;);er est sommable si et seulement si (|z;]);er est sommable
ou, de maniére équivalente, si et seulement siles >, ; |z;| (J C I fini) sont
majorées uniformément en J.

Si la famille est sommable, le x ci-dessus est unique et s’écrit ), ; x; et
1> @] <7 |2s]. On dit aussi que la série > a; est absolument convergente.

Si on a une partition de I en [[, o Ji et si (2;)ier est une famille som-
mable alors pour tout k € K, (x;)icj, est sommable. Si y; est sa somme,

(Yr)rex est sommable et D, o yp = D i T

Fonction ( de Riemann :

Pour R(s) > 1 on définit :
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== I ()
n>1 p premier

Formellement, ceci correspond simplement & 'unicité de la décomposition
des entiers en facteurs premiers. Il convient cependant de donner un sens au
produit infini :

Soit (y;)ier une famille de nombres complexes non nuls. On dit que la
famille (y;);er est multipliable de produit y € C* si pour tout € > 0 il existe
un sous-ensemble fini J de I tel que pour tout sous-ensemble fini J' de I

contenant J :
(H yz) -y
ieJ’

On dit alors que [[;.; y; converge absolument.
On peut transposer le résultat obtenu plus haut pour une partition de
I’ensembles des indices sans difficulté aucune.

<Le€

Proposition 3.3.1. y; = 1+ u;, u; # —1. Alors (y;)icr est multipliable si
et seulement si (x;);er est sommable.

Démonstration. Voir [1], p. 16. O

Remarque 3.3.2. En pratique on considére des ), x; ot z; est de la forme
a;f(n;), n; € N* dépendant de i € I, f : N* — C et i — n; a des fibres
finies.

On peut alors poser

i€ln;=n

Si la famille {a; f(n;)}ier est sommable alors {a(n)f(n)},enx est aussi
et on a :

Zaif(ni) = Z a(n) f(n)

iel neNX

La réciproque est vraie si les a; et les f(n;) sont positifs.

Soit S C C. On se donne une famille sommable de réels positifs (a;)ier
et pour chaque i € I une application «; : S — C telle que |o;(s)| < a; pour
s € S. Alors pour chaque s € S, {a;(s)}ier est sommable et :

Z%’(S) < Zai

i€l i€l

Si les a; sont des fonctions continues de s € S il en est de méme de Y «;.
Si S est une partie ouverte de C et que les o; sont analytiques dans S il en
est de méme de leur somme.
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3.4 Un lemme sur les séries de Dirichlet

Définition 3.4.1. Une série de Dirichlet est une série de la forme
Z ann -F an)n>l € (CN
n>1

Lemme 3.4.2. Soit f(s) = }_,5;ann™° une série de Dirichlet, posons
S(z) = Zlgn@, Q.

On suppose qu’il existe des réels a,b tels que |S(z)| < az® pour x > 1.
Alors f(s) converge uniformément en s dans un secteur de la forme :

R(s) = b+6
R(s —b)

= €
ls—b  ~

pour tous § et £ strictement positifs.
En particulier la série f(s) converge pour R(s) > b.

Démonstration. Soient u et v des entiers avec v >u > 1, a, = S, — Sp_1.
apn ° = — — —
" vs (n+ 1)
n=u

1 1 /"+1 dt
=38 [
n®  (n+41)s n ts+1

d’ot pour 0 = R(s) > b :

v—1 n+1
a a b dt
S po—b + uo—b + Z <‘S‘an /n t0+1>
n=u

or

. o a |s|a
~ Ucr—b uo—b (O' _ b)uo—b
. 2a n als|
S owet (o —b)uob
Or on a :
sl _ls—bl b
co—b ~o—0b oc—>b
Et :
]s—b[ b b
< Z
%(S)>b+5 —b a—b\(5

D’ott une majoration uniforme sur S. U
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Exemple 3.4.3.
- ((s) converge pour R(s) > 1 et la convergence est absolue (S(x) < x).
soitm =2, x : (Z/mZ)* — C un caractére. On définit :

Lix,s)= >, x(mn™*

n>1,(n,m)=1

Si x nest pas le caractére trivial, les sommes S(x) sont uniformément
bornées. Le lemme nous donne donc, avec b = 0, la convergence pour
R(s) > 0, qui est uniforme sur les secteurs comme plus haut.

Si x est le caractére trivial xo on a :

L(xo,s) = | [Tt =p7%) ] ¢(s)

plm

On peut prolonger ¢ en une fonction méromorphe sur le demi-plan ouvert
R(s) > 0 avec un pole simple en s = 1.

On considére f(s) = (1 —217%)((s) = D st G

avec a, = 1 si n est impair et a, = —1 si n est pair.

Les sommes partielles valent 1,0,1,0,... donc sont bornées d’ot1 conver-
gence dans R(s) > 0 vers une fonction holomorphe de s. {(s) est donc mé-
romorphe dans $(s) > 0 dont les poles éventuels sont dans 1 + ﬁ% Z.

En procédant de méme pour g(s) = (1 — 317%)((s) = > n>1bnn”?, on

a b, = —2 si 3|n et b, = 1 sinon, on montre que les poles éventuels de la
fonction ¢ sont dans 1 + ﬁf—g Z.

Donc ¢ n’a de pole qu’en 1, et y a bien un péle car la série harmonique
diverge.
Remarque 3.4.4. sous les hypothéses du lemme, si % — C alors (s —
1)f(s) — C quand s — 1 dans un secteur de la forme déja décrite.

3.5 La fonction ¢ de Dedekind d’un corps de nombres

Soit F un corps de nombres, on pose :
—S
Cr(s) = > (Na)
a idéal non nul de Op
Pour la convergence absolue de cette série on se raméne a la série de

Dirichlet Y a,n™* ou a, est le nombre d’'idéaux de O de norme n.

Lemme 3.5.1. Soit p un nombre premier. Il y a au plus [F : Q] idéaux
maximauz p de Op dont la norme est une puissance de p.
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Démonstration. Si Np = p/ alors p|p et on utilise la formule :

> e(plp) f(plp) = [F : Q]

plp

Cela implique la finitude si n est une puissance d’un nombre premier. Le
cas général s’en déduit en factorisant a en produit d’idéaux premiers. O

On veut appliquer le lemme en estimant S(z) = |{a idéal de Op; Na < z} |

Théoréme 3.5.2. (admis pour le moment)

Quand X — 0o on a S(X) = CFX—G—O(Xl_%) oud=[F:Q]. On a pour
cr une expression ot interviennent le nombre de racines de 'unité dans F,
le nombre de classes d’idéaux de Op et le réqulateur (déterminant construit
a partir des unités de Or).

Corollaire 3.5.3. La fonction (g se prolonge en une fonction méromorphe
sur R(s) > 1— % avec un pole simple en 1 et résidu cp.

Démonstration. On considére f(s) = (r(s)—cr((s) = > ayn™* qui converge
absolument pour R(s) > 1.

SiT(z) =3, <, an on voit que T'(x) < az'~d pour un a > 0 et z > 1.
Par le lemme, f(s) converge pour R(s) > 1—% vers une fonction holomorphe.

O

3.6 Produit eulérien pour la fonction ¢ de Dedekind

On veut établir pour R(s) > 1 'égaliteé :

Gls)= Y (Na)y™= 11 (1—(Np)=)

a idéal de O p idéal maximal de O

Cas particulier : {g(s) = ((s) = Hp premier(l _ p—s)—l

En écrivant ceci formellement on obtient :

1] - H<1+(NP)_S+(Np)—2s+...+(Np)—ks+m)

p idéal maximal p

= Z (Npl)_lﬁs(NpQ)—kzs”.(Npr)—krs

r>0,p; maximaux ,k; >1

L’égalité avec Y (Na)~*® vient de I'existence et de I'unicité de la décom-
position de a en produit d’idéaux maximaux.
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Proposition 3.6.1. Pour R(s) > 1 on a :

w(s) = [T A—@wp™)"!

PEPE

Démonstration.

On fixe s tel que R(s) > 1 et € > 0.

Il existe un ensemble fini A d’idéaux non nuls de Oy tel que si B est un
ensemble fini contenant A d’idéaux non nuls de Op :

<e

Crls) = Y (Na)™*

aeB

Prenons P C Pg fini contenant P4 l’ensemble des idéaux maximaux
apparaissant dans les éléments de A. Posons ky4 le plus grand exposant des
idéaux p € P4 intervenant dans les éléments de A. Alors :

(1= (Np)™)™ = Jim 1+ (Np)~ -+ (Vp) ™

On peut donc trouver k > k4 tel que pour | > k :

[Ta-e)=™) " =TI | D e |<e

peP peP \0<a<l

On a donc :

[T —@p) =)™ = Cr(s)| < 2¢

peP
D’ou le résultat. [l

Remarque 3.6.2. En reprenant la démonstration on voit que la convergence
est uniforme dans les demi-plans R(s) =6 > 1.

Introduisons la série :

OED ID IR

pEPr n>1

qui converge absolument pour $(s) > 0 > 1. En effet il y a au plus
[F : Q] idéaux de Op dont la norme est de la forme p* ot1 p est un nombre
premier fixé et k un entier plus grand que 1 fixé. Cela vient de la formule

>_e(plp)f(plp) = [F : QJ.
On en déduit :
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S lew < e 35

pEPEF n>1 p premier n>l

< d¢(9) pour R(s) =6 >1

On en déduit que la série ng(s) converge absolument dans les demi-plans
R(s) = d > 1 et y deéfinit une fonction holomorphe de s.

Lemme 3.6.3. Si on prend la branche du logarithme complexe réelle pour x

réel on a :
e (s) =logCr(s) = Y _ log ((1— (Np)~*)™)
pEPF
Démonstration.
—s\— 1 —ns
log (1— (Np)™*) ™" =3 ~(p)
n>1 n

pour R(s) =6 > 1 car |(Np)~*| = (Np)~ %) < (Np)~=% < 1 0

La fonction (g se prolonge au demi-plan R(s) > 1 — E vec pole simple
en s = 1. En particulier, quand s — 14 on a (r(s) = 75 + O(1) pour un
¢ # 0. Donc quand s — 14 on a :

m(s) = oz (2 ) + 0l

Rappelons que :

SDIDI-IE DR

pEPr n>1

Posons :

ne(s) = | S0 (Vp) ™ | + gr(s)

PEPE

Lemme 3.6.4. gg(s) définit une fonction holomorphe bornée au voisinage
de 1.

Démonstration. Si R(s) = > 1/2:

|gr (s ZZ I<FQ )] Z%p_"‘s

pEPE n>2 p premier n>2

car il y a au-dessus de p au plus [F : Q] idéaux maximaux de Op. Cette
série converge pour ¢ > 1/2. O
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On a donc, quand s — 14, > (Np)~™® ~ log (ﬁ)
On peut donc dans 'expression de la densité analytique remplacer le

dénominateur par log <$)

Conséquences :

1. Une partie finie P de Pg a densité nulle. En effet la somme qui inter-
viendra au numérateur sera bornée pour s — 14

2. L’ensemble des idéaux maximaux p de Op d’indice d’inertie au-dessus
de Q plus grand que 2 est de densité nulle. En effet, pour p|p, Np:pf(p|p)
p? donc la somme sera bornée.

Remarque 3.6.5. Si P a densité § on peut lui ajouter ou retrancher un
ensemble de densité nulle sans changer 9.

3.7 Deécomposition et densité

Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres de groupe

G.

Théoréme 3.7.1. L’ensemble des idéauxr mazimauzr de O totalement dé-
composés dans E/F a pour densité 5 ou d = [E : F.

Remarque 3.7.2. C’est le cas particulier du théoréme de Cebotarev ou C =

{1c}.

Démonstration. Soit P ’ensemble considéré et Q ’ensemble des idéaux maxi-
maux de Og au-dessus des éléments de P. Alors application de Q@ dans P
donnée par q — g N Op est surjective par définition, et au-dessus de p € P
il y a exactement d éléments de Q. Si qlp, Nq = (Np)7(a®) = Np.

Il s’ensuit :

Z(Np)_s = % Z(Nq)_s pour R(s) > 1
peP qeQ

Considérons ’ensemble Pg — Q. Soit q € Pg — @, notons p = g N Op.
Alors si p est ramifié dans E/F et alors il y a un nombre fini de possibilités
pour de tels p donc pour les q au-dessus de p, et la densité de ’ensemble des
q € Pg — Q au-dessus d’idéaux p ramifiés dans E/F est nulle.

Si p est non ramifié dans E/F mais pas totalement décomposeé, alors
f(gqlp) > 1, et 'ensemble des q € Pg — Q au-dessus d’idéaux p non ramifiés
dans E/F est de densité nulle.

Comme Pg s’écrit comme 'union disjointe de Q et de Pg — Q, et que ce
dernier est de densité nulle on en déduit que Q a densité 1 et donc que P a
densité é. O

WV
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Remarque 3.7.3. Soit K/F une exstension galoisienne finie de corps de
nombres et E/F une cloture galoisienne de K/F. On a vu que les idéauz
mazimauz de Op qui sont totalement décomposés dans K/F sont ceuxr qui
sont totalement décomposés dans E/F.

Il s’ensuit que l’ensemble des idéaur maximauz de Op totalement dé-
composés dans K/F a pour densité [E—lF} Si cette densité vaut [Kl:F

K =E : E est galoisienne sur F.

alors

Proposition 3.7.4. Soit E et K deuz extensions finies d’un corps de nombres
F, E/F étant galoisienne. Si tout idéal mazimal de Oy totalement décomposé
dans E/F est aussi dans K/F alors K est une sous-extension de E/F.

Démonstration. On vient de voir qu’on ne change rien en substituant & K
sa cloture galoisienne. On peut donc supposer K galoisienne sur F.

Soit EK/F un composé de E/F et K/F. Les idéaux maximaux de Op
qui y sont totalement décomposés forment un ensemble de densité [ETlF}
et sont totalement décomposés dans E/F et K/F. Inversement, les idéaux

maximaux totalement décomposés dans E/F ont densité ﬁ le sont aussi

dans K/F par hypothése, donc aussi dans EK/F.
On a donc égalité des densités et [E: F] = [EK: F] : K C E. O

Corollaire 3.7.5. Si E et E' sont deuz extensions finies galoisiennes de F
et que l'ensemble des idéaur mazimaux de O totalement décomposés dans
E/F différe d’un ensemble de densité nulle de ’ensemble analogue pour E'/F
alors E/F ~ E'/F.

On ne sait pas, a F fixé, caractériser les sous-ensembles P C Pg formés
des idéaux maximaux totalement décomposés dans E/F pour une exten-
sion galoisienne finie convenable. En revanche, la théorie du corps de classes
permet de le faire pour les extensions abéliennes.

3.8 Théoréme de Cebotarev : réduction au cas cy-
clique

On va supposer que 'on dispose du théoréme de Cebotarev dans le cas
cyclique et 'en déduire dans le cas général.

Y

G K =E°

e

F
ou C est une classe de conjugaison dans G. On a Gal(E/K) = (o) :
E/K est une extension cyclique. On admet que 'on dispose du théoréme
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de Cebotarev dans le cas des extensions cycliques, donc que I’ensemble des

idéaux maximaux de Ok non ramifiés dans E/F tels que Froby, = o a pour
densité ({E K] = ﬁ

On définit QF comme l’ensemble des idéaux maximaux p de O non ra-
mifiés dans E/F tels que Frob(q|p) = o pour 'un des idéaux maximaux q de
Ogx au-dessus de p. C’est I’'ensemble dont on souhaite estimer la densité. De
méme Qg est 'ensemble des idéaux maximaux de O au-dessus d’idéaux de
Oy non ramifiés dans E/F tels que Frob(qqNOr) = o et Qk ensemble des
idéaux maximaux pg de Ok non ramifiés dans E/K tels que Frob(q|pk) = o
pour un idéal maximal q de Og au-dessus de pk.

On sait déja que la densité de Qg est @

O — OF
q — qNOp

est surjective par définition de Q.

Recherchons la fibre de p € Qp : on impose q|p et Frob(qlp) = 0. Pour un
tel g on cherche les autres éléments de la fibre. Ils s’écrivent 7q o1 7 € G. On
aTq = 7'qsi et seulement si 7(c) = 7/(c), et Frob(rq|p) = 7Frob(qlp)7~! =
ror~!. La condition imposée a 7q est donc 707! = ¢ donc que T appar-
tienne au centralisateur dans G de o, noté Cg(0).

Le cardinal de la fibre de p € O dans Qg est donc %

Siqe Ogonaoc=Frob(qlqgn Or) € Gal(E/K) donc en posant pg =
qN Ok et p=qnNOpon a Frob(q|p) = Frob(qlpk) = o et f(pk|p) = 1. On
vient de montrer que I'application q — q N Ok envoie O dans Qk. Plus
précisément elle envoie Qg sur le sous-ensemble de Qg formé des éléments
pK tels que :

pk est au-dessus de p non ramifié dans E/F.

= flpklp) = 1.

Notons Q’K ce sous-ensemble. Ok — Qk est de densité nulle en tant que
réunion d’'un ensemble fini (correspondant aux idéaux px € Qg au-dessus
d’un idéal p ramifié dans E/F) et d’'un ensemble de densité nulle (pour des
raisons de degré d’inertie). Par conséquent Qk et Qi{ ont méme densité ﬁ

L’application naturelle Qp — Q est surjective.

Si pk € Q. alors Frob(q|p) = o pour q|p. Le groupe de décomposition
D(qlp) est engendré par . Or (o) = Gal(E/K), donc il y a un seul idéal g
au-dessus de pk.

fibres de cardinal 1 ’
QE QK

|G|

fibres de cardinal G

Or
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Ce qui nous intéresse, c’est la densité de O :

> (Np)t = lelie] > (N(@anOp))~*

pEQF ‘G‘ 9€QE
o)||C _
PKEQK
Donc la densité de Qg vaut % fois la densité de Qk, qui est elle-

méme connue et égale a @ On trouve donc que Qp a densité %

3.9 Le théoréme de Frobenius

On admet que (g a un pdle en s = 1. Le but de cette partie est de
démontrer le théoréme de Frobenius, qui est un cas particulier du théoréme
de Cebotarev.

Théoréme 3.9.1 (Théoréme de Frobenius). Soit E/F une extension ga-
loisienne cyclique de corps de nombres de degré d. Soit e > 1 divisant d.
Alors Uensemble des idéauzr mazimauz de Or non ramifiés dans E/F dont

(¢)

le Frobenius est d’ordre e a pour densité ‘pT.

Remarque 3.9.2. Le cas e = 1 correspond auzx idéauz totalement décompo-
sés dans E/F, on a déja vu le résultat précédemment.

Si o € Gal(E/F) a pour ordre e, les autres éléments d’ordre e dans
Gal(E/F) sont les o* ou k € (Z/eZ)* : il y en a @(e) et le théoreme de

Cebotarev donne bien la densité attendue #.

En utilisant la méthode de réduction du théoréme de Cebotarev au cas
cyclique on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.9.3. Soit E/F une extension galoisienne finie de groupe G.
Pour o € G on définit la division de o, D(o), comme étant ’ensemble des
conjugués dans G des o® ou k est premier a Uordre de o. Alors U'ensemble des
idéaur mazimauz p de O non ramifiés dans E/F tels que Frob(q|p) € D(o)

pour q|p a pour densité %.

Démonstration du théoréme de Frobenius. Soit p un idéal maximal de Op
non ramifié dans E/F. Dire que F'rob, a pour ordre e signifie qu'il engendre
'unique sous-groupe G, de cardinal e de G donc fixe K, = ECe :

E

&
G K.

d
e

e

F
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En particulier I'idéal p est totalement décomposé dans K./F. Plus pré-
cisément, ceci équivaut a «l’ordre de Frob, divise e».

La densité de ces idéaux maximaux est 5. En utilisant la fonction de
Moebius pour inverser cette relation, on trouve finalement que la densité des

idéaux maximaux de Op non ramifiés dans E/F d’ordre exactement e est
e(e)
T O

3.10 Théoréme de Cebotarev : fonctions L galoi-
siennes

Soit E/F une extension finie abélienne de corps de nombres de groupe
de Galois G. On dit que x : G — C* est un caractére de G si c’est un
morphisme de groupes. Si x est un caractére on considére :

L(s,x) = H (1- X(FTObp)(NP)_S)_l

p non ramifiés

Comme |x(F'roby)| = 1 pour tout p on a convergence absolue pour R(s) >
0 > 1 donc on obtient une fonction holomorphe sur le demi-plan R(s) > 1.

Cas particulier : Si y = xp on a :
L(s,x0) = Gr(s) [ (1—(Vp)™)
p ramifié

Proposition 3.10.1. On a :

Ls,x)= Y  x(a)(Na)™

a idéal #{0}
avec x(a) = 0 si a est divisible par un idéal ramifié dans E/F, et x(a) =
[1x(pi) si a=T]]pi ou les p; sont non ramifiés dans E/F.

On montrera plus tard le résultat suivant :

Théoréme 3.10.2. Six : G — C* est un caractére non trivial alors L(s, )
se prolonge au voisinage de s = 1 en une fonction holomorphe non nulle.

On va en déduire le théoreme de Cebotarev dans le cas abélien, donc a
fortiori dans le cas cyclique dont on a remarqué qu’il suffit & démontrer le
cas général.

On définit :

INOESEDY Z X(Froby)(Np)™™* = log (L(s, x))

p non ramifié n>1

pour R(s) > 1. Par le théoréme, 7, (s) est borné au voisinage de s = 1.
On pose :
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m(s) = > x(Frob)(Np)~* + gy(s)

p non ramifié

et comme tout a I’heure g, (s) converge absolument pour R(s) > § donc
2 p non ramific X (£'70bp) (Np) ™% est bornée au voisinage de s = 1. Si x = xo

on a - xo(Frobp)(Np)~* = log <5T11) + O(1) au voisinage de 1.

On utilise ensuite 'orthogonalité des caractéres : pour g € G, ZX x(g) =
0sig#1g, |G]sig=1g.

Si p est un idéal maximal de O non ramifi¢ dans E/F et si g € G :

Z X(Froby)x *(g) = 0si g # Froby , |G| si G = Frob,

x caractére de G

On fixe g € G et on considére :

> M) X wEren) e e tog ()

x caractére de G p non ramifié

Ceci est aussi égal a :

> (Z X(Fmbp)x(g)‘l) (Np)~* = |G| 3 (Np)~*

p non ramifié p non ramifié, Froby=g
On en déduit :
_ 1 1
Z (Np)™* ~smn 1G] log <s——1
p non ramifié, F'rob, =g

Donc en passant & la densité on obtient le théoréme de Cebotarev.



Chapitre 4

Corps valués

Le corps, dans ce chapitre, s’appellera K.

4.1 Valeurs absolues

Définition 4.1.1. Une valeur absolue sur K est une fonction de K dans R}
vérifiant :

1. |z| =0 si et seulement si x =0

2. |xy| = |z||ly| pour z,y € K.

3. |z +y| < |z|+ |y| pour z,y € K.

elle est dite ultramétrique sil’on a la condition plus forte |x+y| < max(|z|, |y|).
Une valeur absolue est dite archimédienne si elle n’est pas ultramétrique, tri-
viale si elle vaut 1 pour tout x # 0.

On a |1] =1, | — 1| = 1 et plus généralement | — z| = |z|. On montre
facilement l'inégalité |z —y| > ||z| — |y]|.

Proposition 4.1.2. Soit | | une valeur absolue ultramétrique, prenons x,y €
K tels que |z| # |y|. Alors |z + y| = |z — y| = max(|z|, |y|)

Démonstration. Supposons |z| < |y|. On a donc |z + y| < |y|. D’autre part,
ly| = |z + vy — x| < max(|z + y|, |x|), donc on a aussi |y| < |z + y| d’ou le
résultat. g

Ainsi en ultramétrique tout triangle est isocéle!

Définition 4.1.3. Une valuation discréte sur K est une application v sur-
jective de K* dans 7 telle que :

v(zy) = v(z) +o(y)

v(z +y) = min(v(x),v(y)) quand x +y #0."

'On peut aussi prolonger v & Z U {co} en posant v(0) = oo.

45
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Si v est une valuation discréte sur K alors pour a« € R, a > 1 on obtient
une valeur absolue ultramétrique sur K par :
~ o =o0.
2] = a~® pour z # 0.
L’ensemble des valeurs de cette valeur absolue, |[K*|, est o”, discret dans

Ri. Inversement, si | | est une valeur absolue ultramétrique sur K de groupe
z _ log|z]

log

des valeurs o, a > 1, on peut poser v(x) = et on obtient ainsi une

valuation sur K.

Exemple 4.1.4.

1. Sur K =R on dispose de la valeur absolue usuelle, notée | |~, qui est
archimédienne. Idem si K = C.

2. Si F est un corps et 0 : F — R ou C est un plongement, alors x +—
|o(x)| est une valeur absolue archimédienne sur F.

3. Si p est un nombre premier on a une valeur absolue | |, sur Q définie
par :
- |0], = 0.
!%!p = p~W(a)=wp(0)) 4y vp(n) est l'exposant de p dans la décompo-

sition de n en facteurs premiers®.

4. Soit K un corps de nombres, p un idéal mazimal de Ok, v € K*. 2Ok
est un idéal fractionnaire de Ox. On peut donc 'écrire de maniére
unique :

20k = H per

P idéal mazimal

ot (ap) est un entier nul pour presque tout p. On pose alors vp(z) = .
vp est une valuation sip est principal : en effet 1 est alors atteint et le
groupe des valeurs est Z entier. S’il ne lest pas, l'une de ses puissances
lest puisque le groupe de classes d’idéaux est fini, d’ordre noté h. On
a alors que vy(K*) est un sous-groupe de Z contenant hZ donc un dZ
avec d|h, d > 0. Alors x — va(x) est une valuation. On obtient ainsi
une valeur absolue sur K donnée par :

], = (Np) @)

4.2 Topologie associée a une valeur absolue

Si | | est une valeur absolue sur K, (z,y) — |z — y| définit une distance
sur K sui hérite ainsi d’une structure d’espace métrique. La valeur absolue
triviale donne la topologie discréte sur K.

2A titre d’exercice, on pourra vérifier que c'est une valuation indépendante du repré-
sentant choisi, et qui vaut 1 en p.
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Définition 4.2.1. On dit que deuz valeurs absolues sur K sont équivalentes
si elles définissent la méme topologie.

Proposition 4.2.2. Soient | | et | | deux valeurs absolues sur K. Elles sont

équivalentes si et seulement si il existe a > 0 tel que |x|" = |x|* pour tout
z e K*.

Remarque 4.2.3. Attention, il n’est pas vrai en général que x — |x|* soit
une valeur absolue quand | | en est une.

Démonstration. Sil’égalité est vérifiée il est clair que les topologies induites
sont les mémes.

Supposons que | | et | |" soient équivalentes. Prenons x € K, z # 0. On a
|z| < 1 si et seulement si 2™ tend vers 0 pour la topologie induite par | |. On
voit donc que |z] < 1 si et seulement si |x|" < 1, et de méme on a équivalence
entre [z] =1et [z| =1, |z| > 1 et |z > 1.

En particulier si 'une des valeurs absolues est triviale, ’autre 'est aussi.
Supposons-les donc toutes deux non triviales. On choisit y € K* tel que
ly| > 1. On a alors |y| > 1.

Soit x € K*. Pour m et n entiers, m > 1 on a :

m |’

<1

Y

xm
‘—' < 1 si et seulement si
yn

1 1 P . . .
Donc 12?';‘ t 12?\;" définissent la méme coupure de Dedekind : ils sont

. P 1
égaux. On en déduit que lo(;g ||i||, est constant. En notant a sa valeur, on a
pour tout z # 0 : |z|" = |z|* O

4.3 Valeurs absolues ultramétriques

Proposition 4.3.1. Soit K un corps, | | une valeur absolue non triviale.
Alors | | est ultramétrique si et seulement si elle est bornée sur le sous-anneau
premier.

Démonstration. Soit n € N. On a |nlk| = |1k + -+ + 1k| (n fois). On a
donc |nlk| < |1k| = 1. Ceci reste trivialement vrai pour n € Z donc la
valeur absolue est bornée.

Réciproquement supposons que | | est bornée sur le sous-anneau premier
de K par N € N. Prenons z,y € K tels que |z| < |y|. Prouvons que |z+y| <
ly|. On sait déja que |z + y| < |z| + |yl

Pour k € N* :

(z+y)f =2 (f) T

k
=0
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D’ot 'on déduit par inégalité triangulaire :

k
eyl < Y

7a\
=
|'M
=

|z +y|

VAN/ANNV/AN
=
=
+
=
=
=

ly| en faisant tendre n vers l'infini [

Corollaire 4.3.2. Si K est de caractéristique non nulle alors toute valeur
absolue sur K est ultramétrique : en effet le sous-anneau premier est alors

fini.

Lemme 4.3.3. Soit | | une valeur absolue ultramétrique sur K. On note :
R={ze K, |z| <1}
-P={zeK,|z| <1}
Alors R est un anneau local d’idéal maximal P et de corps des fractions
K. Sila valeur absolue est discréte alors R est un anneau local principal dont
les idéauz non nuls sont les P* k # 0.

Démonstration. On a pour z,y € K, : |zy| = |z||ly| et |z + y| < max(|z|, |y|)
donc R est bien un sous-anneau de K et P en est bien un idéal. Siz € K—R
alors |z| > let |27} < 1donc 27! € P C R. K est ainsi le corps des fractions
de R.

Un élément z € K est dans R — P si et seulement si |z| = 1. Alors
|z=1] € R —P. On voit donc que RX = R — P ce qui implique que P est un
idéal maximal de R et que c’en est le seul.

Supposons que |[K*| = aZ avec a > 1. Choisissons m € P tel que |r| =
a~ 1, alors tout élement z € K* s’écrit de facon unique z = 7Fu ou k € Z
et u € R*. Le reste du lemme en découle facilement : soit Z C P un idéal
non nul de R. Soit £ un élément de valeur absolue maximale de Z, posons
x = 7Fu. Pour tout y € P*, on peut écrire y = 7lv on 1 > k et v € RX, ce
qui montre que y est un multiple de & donc qu’il est dans Z et finalement

que 7 = (z) = P*. O

Remarque 4.3.4.
— Supposons que la valeur absolue est discréte. Soit v : K* — Z la
valuation correspondante. Un élément m de K de valuation 1 est appelé
une uniformisante de K.
R est appelé 'anneau des entiers de K.
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4.4 Valeurs absolues sur Q

Proposition 4.4.1. Une valeur absolue non triviale sur Q est équivalente
50it 4 | |oo s0it a | |, pour un nombre premier p. Ces valeurs absolues sont
deux & deux non équivalentes. De plus on a la formule du produit :

2] 00 H |z|, = 1 pour tout x € Q™

p premier

Démonstration. La formule du produit est immédiate & partir de la décom-
position de x en facteurs premiers.

Soit p premier. On a [plos > 1, |p|p, < 1 et |p|g = 1 pour ¢ un nombre pre-
mier différent de p. Ceci suffit & montrer que les valeurs absolues considérées
sont deux a deux non équivalentes.

Soit | | une valeur absolue non triviale sur Q. Soient m,n > 1 deux
entiers. Ecrivons m en base n :

m=ag+an+---+an,0<a <n,a #0

On a |a;| < n, r < 11%gg77?,et en posant N = max(1, |n|) on obtient :
10 m logm
Im| < <1+ s >nN1°ggn
logn

En remplacant m par m® on trouve :

m|* < <1+sllogm>nzv8ﬁ2§’lf
ogn

log m fracls 1 logm
m| < 1+81g ns N Togn
ogn

logm

< NToen en faisant tendre s vers 'infini.

Deux cas sont a étudier :
Il existe n > 1 avec |n| < 1. On choisit un tel n, pour lequel N = 1.
Alors |m| < 1 pour tout m > 1 donc pour m € Z. La valeur absolue
est donc ultramétrique, non triviale par hypotheése.
Soit Pz l'idéal de Z formé des entiers relatifs de valeur absolue stricte-
ment inférieure a 1. Pz # {0} (sinon la valeur absolue serait triviale).
Avec les notations R et P adoptées précédemment, Pz = ZNP. Z C R
donc on a un morphisme injectif d’anneaux Z /Py — R/P. Pz est donc
un idéal premier non nul de Z, donc de la forme pZ pour un unique
nombre premier p.
Pour m € Z — pZ, on a donc |m| = 1, et pour 2 € Z on a |z| = [p|*»®
(pour & # 0), ce qui reste vrai pour x € Q. La valeur absolue est
donc équivalente a la valeur absolue p-adique.
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— n > 1 entraine |n| > 1. Alors, avec n,m comme précédemment on a
1 1
N = max(1,|n|) = |n| donc |m|lem < |n|le pour m,n > 1.
1 1
On a donc égalité |m|lem = |n|lel"l = ¢ > 1 et pour x € Q* on a
1 P N
x = o8zl — |28 donc la valeur absolue est équivalente a la valeur
absolue usuelle.

O

4.5 Approximation faible

Théoréme 4.5.1 (Théoréme d’approximation faible). Soit K un corps et
| l1,---,] |n n valeur absolue sur K non triviales deur & deuz non équiva-
lentes. Soite > 0 et x1,...,x, € K. Alors il existe y € K tel que |[y—x;]; < e
pour 1 <1< n.

Lemme 4.5.2. [l existe a € K* tel que |aly > 1 et |al; < 1 pour i > 1.

Démonstration du lemme. On procéde par récurrence sur n, le cas n = 2
étant acquis (c’est une conséquence immédiate de la non-équivalence des
valeur absolue considérées.).

Supposons le résultat acquis jusqu’an —1 2> 2. On aun b € K tel que :

|b|1 > 1, |b|2 <I,... |b|n—1 <1

Fixons un ¢ € K tel que [¢|; > 1 et |¢|, < 1. Alors :
- Si |b], < 1, a = b convient.
Si |bl, =1, a = ¢b" convient pour 7 assez grand.
- Sifblp,>1,a= cbrﬁ convient pour r assez grand.
Seul le dernier cas mérite démonstration :

_elufbly
k= 1+

Or |b]] 2|1 +0"1 = |b]f —1donc [14+b"|; ~ |b]f et |a]; > 1 a partir
d’un certain 7.

Pour 2 <i<n—1,|b]1 <1 eton trouve de méme que |a|; — 0. Pour
¢ = n on fonctionne de méme. O

Démonstration du théoréeme. On choisit pour chaque valeur absolue un élé-
ment a; € K tel que |a;|; > 1 et |a;|; < 1 pour i # j.
Pour r entier, quand r tend vers l'infini :

a” a®
P | £ J 0 et J 1 0
our i 7 J Tra| % |Tva | T
i J
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En prenant y défini par :

n ar
— J .
y_z 1+a§$.7

J=1

Pour r assez grand on aura bien |y — z;|; < € pour tout ¢ d’ou le résultat.

0

4.6 Complétés

Soit K un corps muni d’une valeur absolue | [k. On considére I’ensemble
des suites de Cauchy (zp)nen & valeurs dans K, noté C, muni de la mul-
tiplication et de I'addition composante par composante. C’est un anneau.
L’enemble Cy des suites convergeant vers 0 en est un idéal (les suites de
Cauchy étant bornées). Cet idéal est maximal :

Soit s = (s5,) € C ne convergeant pas vers 0. Il existe donc £ > 0 tel que
pour tout N > 0 il existe n > Npour lequel |s,| > . La suite s étant de
Cauchy il existe N > 0 tel que pour p,q > N on ait |s, — s4| < 5. Fixant
de tels € et IV, ainsi que n > N tel que |s,| > ¢, on trouve que |s,| > Spour
p = N. On pose t, = sljl pour p > N et t, = 1 pour p < N. Alors, pour

p.qg = N, |t, —tg| = ‘T;;ZT' < ;%\sp — 54l|. La suite s étant de Cauchy il en
est donc de méme de la suite ¢, et (s,t,) est congrue a la suite constante
de valeur 1 modulo Cy. La suite s est donc inversible modulo Cy et 'anneau

quotient C/Cy est bien un corps.

Définition 4.6.1. Le corps C/Cy est appelé le complété de K pour la valeur
absolue | |. On le note en général K.

Si & x € K on associe la suite constante de valeur x on obtient un
plongement de K dans K qui est un homomorphisme de corps. Pour s € C la
suite des |s,,| est de Cauchy dans R donc converge vers un élément |s| € R. On
vérifie facilement que [s+t| < |s|+]|t[, d’ou I'on déduit que |[s+t| = |s—t| = |s]
si t € Cp. La fonction valeur absolue passe donc au quotient et on obtient
ainsi sur K une valeur absolue qui étend celle de K, donc une métrique.
Remarquons que K est dense dans son complété K.

Proposition 4.6.2. (admise)
Pour cette métrique, K est complet.

Exemple 4.6.3.
K=Q,||=] e le complété est R.

— Si p est un nombre premier le complété de Q pour la valeur absolue
| |p est noté Q, et s’appelle le corps des nombres p-adiques. Il est muni
d’une valeur absolue discréte a valeurs p”. La valuation correspondante
se note v, : Q) — Z et vérifie vp(p) = 1. L’anneau des x € Q,, tels que
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|z|, < 1 se note Zy, et s’appelle l'anneau des entiers p-adiques. C’est
un anneau local d’idéal mazimal pZ,.

Remarque 4.6.4. Si on remplace la valeur absolue sur K par une valeur
absolue équivalente les complétés sont topologiquement isomorphes.

On peut interpréter le théoréme d’approzimation faible en disant que si
l’on a des valeur absolue sur K deux a deur non équivalentes, alors en notant
K; le complété de K pour | |i le plongement :

est d’image dense.

4.7 Places des corps de nombres — cas archimédien

Définition 4.7.1. Une place d’un corps de nombres F est une classe d’équi-
valence de valeurs absolues non triviales sur . Une telle place est dite ar-
chimédienne ou infinie si les valeurs absolues dans la classe le sont, ultra-
métrique ou finie dans le cas contraire.

Soit F un corps de nombres, notons o1,...,0, ses plongements réels et
OptlyOptls-- -y Orts, Orts ses plongements complexes. On a [F : Q] = r 4+ 2s.

Pour chaque tel plongement ¢ on a une valeur absolue sur F définie par
|z|s, = |0iz|oo et ces valeurs absolues ne sont pas deux a deux équivalentes :

Supposons que les valeurs absolues attachées a o et 7 (plongements de F
dans R ou C) sont équivalentes. En ce cas les complétés F, et F, sont iso-
morphes en tant que corps topologiques. Ces complétés sont R ou C suivant
que les plongements sont réels ou complexes, de sorte que les complétés sont
nécessairement tous deux R ou tout deux C.

Or le seul isomorphisme de corps topologique de R sur lui-méme est
Iidentité. Les seuls automorphismes de corps topologique de C sont 'identité
et la conjugaison complexe. ¢ est donc l'identité ou la conjugaison complexe
dans le diagramme suivant :

F&—F
\ ¢
F,

On a ainsi produit r + s places infinies de F : r places «réellesy (une
par plongement réel) et s places «complexes» (une par paire de plongements

F,

complexes).

Proposition 4.7.2. Ce sont les seules places archimédiennes de F. (On
connait déja le résultat pour F = Q.)
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Démonstration. On se donne une valeur absolue non triviale | | sur F, et
on considére le complété F de F pour cette valeur absolue, ainsi que le
complété Q de Q dans F. Clest un sous-corps de F dans lequel Q est dense.
Comme | | restreinte & Q est archimédienne elle est équivalente a | |« et on a
un isomorphisme de corps topologiques entre @ et R prolongeant l’identité.
On identifie Q a R, de sorte que F est vu comme une extension de R, en
particulier comme un R-espace vectoriel.

L’homomorphisme de corps de F dans F correspond & I’homomorphisme
d’algébres :

9:FogR — F
TN = T

L’algebre F ®g R est de dimension finie [F : Q] sur R donc ¢(F ®qg R)
est un R-sous-espace vectoriel de dimension finie de F. Le corps F est muni
d’une valeur absolue | | et sa restriction a I'image de ¢ y définit sa topologie
d’espace vectoriel de dimension finie.

L’image de ¢ est une partie compléte donc fermée de F. Mais F est dense
dans F donc a fortiori 'image de ¢ l'est. On a donc que p(F ®gR) = f‘, et
F peut se décrire en tant qu’extension de R comme un quotient de 'algébre :

F®QR:<HR>X II c

o réel 0,0 complexes

On peut ainsi décrire la R-algébre F ®g R comme un produit de corps
F; : soit x € F un élément primitif de polynéme minimal f. Alors F =

Q[T)/f(T), donc :

T

F g R = R[T]/f(T) ~ [ [RIT]/fi(T)

i=1

T
ou f = Hfz est 'écriture de f comme produit d’irréductibles.
i=1
En notant ¥; = R[T]/fi(T) on a F; = R si f; est un facteur linéaire,
auquel cas on obtient un plongement réel, F; = C si f; est un facteur qua-
dratique, auquel cas on obtient une paire de plongements complexes.
Suivant que F; = R ou C en tant que R-espace vectoriel de dimension
finie donc en tant qu’espace vectoriel topologique sur R on obtient par le
plongement de F dans F un plongement de F dans R ou C. En effet, un
plongement de F dans F~F ®qg R se factorise a travers l'isomorphisme
entre F ®g R et [[F;. La topologie usuelle sur R ou C est aussi celle qui
provient de la valeur absolue de F donc | | est équivalente a la valeur absolue
associée au plongement considéré. O
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Remarque 4.7.3. Soit x € F. La multiplication par x vue comme endo-
morphisme du Q-espace vectoriel F a méme polynéme caractéristique S que
la multiplication par x ® 1 vue comme endomorphisme du R-espace vectoriel
F ®@g R (Pour le voir il suffit de considérer une base de F sur Q.).

Or F ®g R ~ [[F; et le polynome S est le produit des polynémes ca-
ractéristiques S; de la mumtiplication par x dans F; vu comme R-espace
vectoriel.

On en déduit :

r+s
=1

r+s
Npjg(z) = H Ng, q(x)
=1

On peut généraliser ces raisonnements : si E/F est une extension de corps
de nombres et que ’'on se donne une place infinie de F pour laquelle on note
F le complété correspondant, on cherche & déterminer les places infinies de
E «au-dessusy» de celles de F. On dira qu'une place de E est au-dessus d’une
place de F si les valeurs absolues de la place considérée sur E donnent par
restriction & F des valeurs absolues de la place considérée sur F.

On procéde comme précédemment : on forme E Qg Fo, que l'on écrit
comme un produit de corps E;, et alors chaque E; correspond a exactement
une place de E au-dessus de celle donnée sur F. On a les mémes résultats
sur les normes et les traces :

i=1

Nejglz) = []Ner(@)
i=1

4.8 Places des corps de nombres — cas fini

Proposition 4.8.1. Soit F un corps de nombres et | | une valeur absolue
ultramétriqgue non triviale sur ¥. Alors il existe un unique idéal maximal p
de Or tel que | | soit équivalente a | |p.

Démonstration. La restriction de | | & Op est non triviale (sinon elle serait
triviale sur le corps des fractions de O, a savoir F). Un élément = de O
est entier sur Z donc racine d’un polynéme unitaire f € Z[T] :

xd:alxd_1+---+ad ou a; € Z
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Cela implique que |z| < 1:sion a |z| > 1alors |2|? > |z|* pour 0 < i < d,
et comme la valeur absolue est ultramétrique |z|¢ > |a;z? ! + -+ + ay| (en
effet |a;| < 1 pour ag € Z), en contradiction avec ’hypothése. On a donc
|z| < 1 donc z € Op. O

4.9 Calcul dans les corps complets non archimé-
diens

4.10 Espaces vectoriels de dimension finie sur un
corps complet non archimédien

4.11 Extensions finies d’un corps complet ultramé-
trique

4.12 Complétés ultramétriques des corps de nombres
4.13 Formule du produit

4.14 Cas galoisien
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