
Une construction d'ondelettes de Daubechies
Fran�cois Maillot
5 mars 2006

1



Table des mati�eres
1 La transform�ee en ondelettes 41.1 Un outil indispensable : la transform�ee de Fourier . . . . . . . 41.2 La transform�ee en ondelettes discr�ete . . . . . . . . . . . . . . 41.3 Les analyses multir�esolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2 Construction des ondelettes de Daubechies 72.1 Les ondelettes de Daubechies . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.2 �Equation d'�echelle et fonction d'�echelle . . . . . . . . . . . . . 82.3 Un proc�ed�e it�eratif de repr�esentation des ondelettes de Dau-bechies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3 Application �a la d�ecomposition d'un signal 143.1 D�ecomposition et reconstruction partielle de trois signauxparticuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143.2 Traitement d'un signal r�eel : un son au format .wav . . . . . . 183.3 Des pistes pour une am�elioration des algorithmes pr�esent�es . 19
4 Annexes 21
5 Notes - Remerciements 23

2



Introduction
La transform�ee en ondelettes est un outil math�ematique particuli�erementperformant dans des domaines aussi divers que la sismologie, la compressionde signaux ou le traitement des images (compression, d�ebruitage, recon-naissance de contours). �A la crois�ee de di��erents domaines de la science,apparaissant dans ses formes primitives sous divers aspects, rigoureusementformalis�ee sur le tard, elle a accompagn�e et symbolise particuli�erement bienla profonde �evolution des sciences math�ematiques induite par l'introductionde l'outil informatique.Le cas particulier de la transform�ee en ondelettes unidimensionnelle seratrait�e dans ce travail. En premier lieu, les bases th�eoriques de la trans-form�ee en ondelettes seront pos�ees, dans le but d'aboutir �a la constructionmath�ematique d'une des familles d'ondelettes les plus c�el�ebres et perfor-mantes : les ondelettes de Daubechies, puis de les impl�ementer �a l'aide del'outil informatique pour �etudier sous un angle plus pratique leurs qualit�eset leurs limites lors du traitement de plusieurs types de signaux.
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1 La transform�ee en ondelettes
1.1 Un outil indispensable : la transform�ee de FourierLa transform�ee de Fourier associe �a une fonction f absolument int�egrable1la fonction f̂ . Elle s'interpr�ete ainsi : si f est fonction du temps, sa trans-form�ee de Fourier donne la composition en fr�equence de f . Elle s'�ecrit2 :

f̂(!) = 1p2�
Z
R
f(t)e{!tdt

et s'inverse en :
f(t) = 1p2�

Z
R
f̂(!)e�{!td!

Les principales propri�et�es de la transform�ee de Fourier sont :
En posant fk(x) = f(x� k) on a f̂k(!) = e{k!f̂(!)En posant f r(x) = f �xr � on a f̂ r(!) = rf̂(r!)
Si f est de classe Cp alors ^f (p)(!) = ({!)pf̂(!)

1.2 La transform�ee en ondelettes discr�eteLa transform�ee en ondelettes discr�ete consiste �a caract�eriser une fonctionde carr�e int�egrable par ses produits scalaires avec une famille d�enombrablede fonctions de carr�e int�egrable : les ondelettes. De plus, les ondelettes sontd'int�egrale nulle et se d�eduisent toutes par dilatation et translation d'unefonction appel�ee ondelette-m�ere. Ainsi, on consid�ere la famille3 :� m;n : x 7�! 1p2m 
�x� 2mn2m

��
(m;n)2Z2Il est int�eressant de consid�erer des familles orthogonales d'ondelettesformant une base hilbertienne de L2(R) car alors toute fonction f de carr�eint�egrable s'�ecrit :

f =X fm;n m;n

1On peut prolonger la transform�ee de Fourier �a L2(R)
2Il y a plusieurs conventions, on utilise ici celle adopt�ee par Daubechies qui pr�esente

l'avantage de faire de la transform�ee de Fourier une isom�etrie de L1(R)\L2(R) sur L2(R)
pour la norme k k2, ce qui justi�e le prolongement �evoqu�e dans la note pr�ec�edente.

3On peut choisir un pas de translation di��erent de 1, et un pas de dilatation di��erent
de 2, mais ce choix est le plus souvent fait car c'est celui impos�e par les analyses mul-
tir�esolution
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o�u les fm;n = hf j m;ni sont appel�es coe�cients d'ondelettes associ�es �af4.
1.3 Les analyses multir�esolution : un outil de constructionde bases d'ondelettesA�n de construire des bases d'ondelettes orthonorm�ees, Mallat et Meyeront introduit la notion d'analyse multir�esolution. Une analyse multir�esolutionest une suite fVjgj2Z de sous-espaces ferm�es de L2(R) v�eri�ant :

(i) 8(j; k) 2 Z2; f 2 Vj , f(�� 2jk) 2 Vj(ii) 8j 2 Z; Vj+1 � Vj((iii) 8j 2 Z; f 2 Vj , f � �2� 2 Vj+1
(iv) limj!1Vj = \

j2Z
Vj = 0

(v) limj!�1Vj = [
j2Z

Vj = L2(R)
(vi) Il existe une fonction � telle que f�(�� n)gn2Zforme une base orthonorm�ee de V0

Interpr�etons ces propri�et�es :
Les espaces Vj forment une suite de sous-espaces embô�t�es de L2(R). Ennotant Pj la projection orthogonale sur l'espace (ferm�e) Vj , on d�eduit de lapropri�et�e (iv) que pour toute fonction f de carr�e int�egrable, Pj(f)!j!�1 0,et de même on d�eduit de (v) que Pj(f) !j!+1 f : la suite Pj(f) est unesuite d'approximations de f d'autant plus �nes que j est grand5. La propri�et�e(i) traduit l'invariance de V0 par translation d'un pas entier.
La fonction � est appel�ee fonction d'�echelle associ�ee �a l'analyse mul-tir�esolution. La donn�ee de � est �equivalente �a celle de l'analyse multir�esolution.En e�et, par (vi), � d�etermine V0. Par (iii) et (vi) on en d�eduit une baseorthonorm�ee de Vj pour tout entier relatif j : � permet donc de connâ�trela suite fVjgj2Z et ainsi l'analyse multir�esolution qui lui est associ�ee. Onpeut alors d�e�nir une ondelette associ�ee �a cette analyse multir�esolution : ce

4Notons l'analogie avec la th�eorie des s�eries de Fourier.
5En e�et, la projection orthogonale de f sur Vj est la fonction de Vj la plus proche de f

au sens de la norme k k2. La croissance de (Vj)j2Z implique la d�ecroissance de kf�Pj(f)k2,
et la compl�etude (v) de l'analyse multir�esolution implique la nullit�e de la limite pour toute
fonction f de carr�e int�egrable.
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sera toute fonction  qui forme avec ses translat�ees enti�eres une base ortho-norm�ee de W0, suppl�ementaire orthogonal de V1 dans V0. En e�et il d�ecoulede la d�e�nition de Wj que
L2(R) =M

j2Z
Wj

et donc que� 1p2m 
�

�� 2mn2m
��

(m;n)2Z2 forme une base orthonorm�ee de L2(R)
Le probl�eme revient alors �a expliciter une fonction d'�echelle � et uneondelette-m�ere  . Deux approches sont possibles : on peut partir d'unefonction d'�echelle convenable et en d�eduire l'ondelette-m�ere, ou bien prendrepour point de d�epart les propri�et�es d�esir�ees pour la fonction d'�echelle. C'estcette deuxi�eme approche qui est adopt�ee pour construire les ondelettes deDaubechies.
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2 Construction des ondelettes de Daubechies
2.1 Des ondelettes �a support compact et n moments nuls :les ondelettes de DaubechiesLa math�ematicienne Ingrid Daubechies a cherch�e dans ses travaux �aconcilier deux contraintes restrictives : l'orthogonalit�e de la base d'ondeletteset la compacit�e du support de l'ondelette-m�ere (ce qui implique que touteondelette de la base est �a support compact). De plus, elle a impos�e �a sesondelettes une troisi�eme condition : avoir n moments nuls. Explicitons cesdeux derni�eres propri�et�es :

{ Une fonction est dite �a support compact si elle s'annule en-dehors d'uncompact6 de R.{ Une fonction f a n moments nuls si elle est orthogonale �a l'espace
Rn[X] des polynômes de degr�e n ou moins, i.e. si :

8k 2 f0; : : : ; ng hf jtki = Z
R
tkf(t)dt = 0

Une ondelette ayant beaucoup de moments nuls est int�eressante car ellepermet une reconstruction rapide de fonctions r�eguli�eres. En e�et, supposonsque la fonction f est de classe Dn+1 et que l'ondelette  a n moments nuls.�Ecrivons la formule de Taylor-Lagrange pour f �a l'ordre n au point x0 :
8x 2 Supp( a;b)9c 2 Supp( a;b)

f(x) = nX
k=0

(x� x0)kk! f (k)(x0) + (x� x0)n+1(n+ 1)! f (n+1)(c)
En remarquant que si l'ondelette  a n moments nuls il en est de même detoutes ses translat�ees et dilat�ees7 on obtient :
hf j a;bi = Z

R

 nX
k=0

(x� x0)kk! f (k)(x0) + (x� x0)n+1(n+ 1)! f (n+1)(c)! a;b(x)dx
Soit, en pro�tant de la nullit�e des n premiers moments de  a;b :

hf j a;bi = Z
R
(x� x0)n+1(n+ 1)! f (n+1)(c) a;b(x)dx

Supposons maintenant que la fonction f est �a support dans [x0 � � ; x0 + �]8.En utilisant k a;bk1 = 1 :
6Donc d'un segment, il su�t de consid�erer l'enveloppe convexe du compact choisi
7Par un simple changement de variable dans l'int�egrale qui exprime la nullit�e du k-i�eme

moment
8Cette condition n'est pas tr�es restrictive : les fonctions g�en�eralement consid�er�ees sont

assez concentr�ees autour d'une valeur x0.
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jhf j a;bij � 2(�� x0)n+2(n+ 2)! sup
c2[x0��;x0+�] jf (n+1)(c)j

Ce qui indique que les coe�cients d'ondelette seront tr�es petits donc quela reconstruction �a partir d'un nombre restreint de coe�cients d'ondelettessera proche de la fonction originale.
2.2 �Equation d'�echelle et fonction d'�echelle pour l'ondelettede Daubechies DB2Cherchons des ondelettes �a support compact et n moments nuls, ouplutôt cherchons �a caract�eriser les analyses multir�esolution qui permettraientd'en construire. Ceci, on l'a remarqu�e, est �equivalent �a d�eterminer une fonc-tion d'�echelle convenable. On cherche pour l'instant une fonction d'�echelle �asupport compact9.

� �etant une fonction d'�echelle, on a :{ � 2 V0{ V1 � V0{ f�(�� n)gn2Z est une base hilbertienne de V0
De plus, on a 1p2�( �2) 2 V110, donc en exprimant cette fonction dansla base orthonorm�ee de V0 rappel�ee ci-dessus on obtient l'�egalit�e suivante,appel�ee �equation d'�echelle :

1p2�( �2) =Xn2Zhn�(�� n)
o�u hn = D 1p2� � �2� j�(�� n)E
�Ecrivons l'�egalit�e des transform�ees de Fourier des deux membres del'�equation d'�echelle : �̂(2�) = 1p2 ĥ(�)�̂(�)o�u ĥ =X

n2Z
hne{n�

h est appel�e le �ltre d'�echelle associ�e �a �. Dans le cas particulier d'unefonction d'�echelle �a support compact, les supports de � � �2� et �(�� n) sontdisjoints sauf pour un nombre �ni d'entiers n, donc seul un nombre �ni dehn est non nul et ĥ est un polynôme trigonom�etrique.
9La forme que l'on trouve pour l'ondelette permet de d�eduire de la compacit�e de la

fonction d'�echelle celle de l'ondelette-m�ere qu'on en d�eduit.
10Le facteur 1p2 est mis pour normaliser l'ondelette dilat�ee
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Cherchons maintenant �a exprimer un �ltre d'�echelle convenable. Pour cefaire, d�emontrons d'abord le th�eor�eme suivant :
Th�eor�eme 1 : (condition de quadrature)���ĥ(�)���2 + ���ĥ(� + �)���2 = 2
D�emonstration :{ Les translat�ees enti�eres de la fonction d'�echelle formant une base or-thonorm�ee de V011 :

�0;k = Z
R
�(t)��(t� k)dt

= Z
R
e{k! ����̂(!)���2 d!

=X
l2Z

Z 2�(l+1)
2�l e{k! ����̂(!)���2 d!

=X
l2Z

Z 2�
0 e{k! ����̂(! + 2�l)���2 d!

= Z 2�
0 e{k!  X

l2Z

����̂(! + 2�l)���2! d!
Donc en observant que ce dernier terme est le -k-i�eme coe�cient deFourier de la fonction 2�-p�eriodique Pl2Z j�̂(� + 2�l)j2, on d�eduit :X

l2Z

����̂(� + 2�l)���2 = 1
{ Partons de cette derni�ere �egalit�e et de la transform�ee de Fourier del'�equation d'�echelle : �̂(2�) = 1p2 ĥ(�)�̂(�)Pour obtenir : X

l2Z

���ĥ� �2 + �l����2 ����̂� �2 + �l����2 = 2
Soit, en s�eparant les l pairs et impairs :X
l2Z

���ĥ� �2 + 2�l����2 ����̂� �2 + 2�l����2+X
l2Z

���ĥ� �2 + 2�l + �����2 ����̂� �2 + 2�l + �����2 = 2
11L'�egalit�e des deux produits scalaires en premi�ere et deuxi�eme ligne provient des pro-

pri�et�es d'isom�etrie sur L2(R) de la transform�ee de Fourier.

9



Puis, par 2�-p�eriodicit�e de ĥ , et en r�eexploitant l'�egalit�e trouv�ee dansle point pr�ec�edent, on arrive �a la condition de quadrature :���ĥ(�)���2 + ���ĥ(� + �)���2 = 2
On peut maintenant montrer un nouveau th�eor�eme, mais nous devonsd'abord connâ�tre une forme possible pour l'ondelette-m�ere que l'on asso-ciera �a l'analyse multir�esolution. On admettra12 la proposition suivante :
Proposition 1 :

 ̂(�) = 1p2e�{�ĥ� � �2 + �� �̂� �2�
d�e�nit une13 ondelette-m�ere associ�ee �a la fonction d'�echelle �.

Montrons maintenant le th�eor�eme suivant :
Th�eor�eme 2 : Les deux propositions suivantes sont �equivalentes :

L'ondelette-m�ere  a n moments nuls8k 2 f0; : : : ; ng ĥ(k)(�) = 0
D�emonstration :
Remarquons d'abord le r�esultat suivant : une ondelette admet n momentsnuls si et seulement si les n premi�eres d�eriv�ees14 de sa transform�ee de Fouriersont nulles en 0. Celui-ci d�ecoule directement de l'expression de la d�eriv�eed'une transform�ee de Fourier et de la d�e�nition de la nullit�e des moments.Alors on sait que  admet n moments nuls si et seulement si :

8k 2 f0; : : : ; ng ̂(k)(0) = 0�e�{�ĥ� � �2 + �� �̂� �2��(k) (0) = 0
(On a ici utilis�e la proposition 1) Pour la suite de la d�emonstration, raison-nons par r�ecurrence. Montrons d'abord le r�esultat recherch�e pour k = 0. Lesremarques pr�ec�edentes garantissent  ̂(0) = 0 donc :

12Le sch�ema de d�emonstration est tr�es semblable �a celui adopt�e pour d�eterminer la
forme de la fonction d'�echelle

13Il n'y a pas unicit�e, ne serait-ce que parce qu'un changement de phase permet d'obtenir
une autre ondelette-m�ere convenable.

14On utilise pour prouver l'existence des d�eriv�ees le fait que la transform�ee de Fourier
d'une fonction �a support compact est de classe C1
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ĥ�(�)�̂(0) = 0Or �̂(0) = 115 donc on a bien le r�esultat recherch�e.Supposons maintenant le r�esultat d�emontr�e pour tout entier l � k < n.Alors il est vrai au rang k + 1 car le d�eveloppement de la d�eriv�ee par laformule de Leibniz donne, une fois les simpli�cations permises par la nullit�ede ĥ(l)(�) pour l � k e�ectu�ees :
(ĥ�)(k+1)(�)�̂(0) = 0Et le même raisonnement permet de conclure au caract�ere h�er�editaire dela propri�et�e, ce qui valide la r�ecurrence et prouve le th�eor�eme.On peut maintenant s'attaquer �a la construction des ondelettes de Dau-bechies �a deux moments nuls.

Construction des ondelettes :
On ne va pas chercher directement les ondelettes, ni même la fonctiond'�echelle, mais les construire �a partir du �ltre d'�echelle. On va donc chercher�a d�eterminer un �ltre d'�echelle h convenable avec ĥ de degr�e minimal16.Le th�eor�eme 2, appliqu�e au cas pr�esent n = 2, garantit que l'on peutfactoriser ĥ sous la forme :

ĥ = p2�1 + e�{�2
�R �e�{��

o�u R est un polynôme. Comme on cherche une fonction d'�echelle �a valeursr�eelles, il en est de même de h donc de hk. Alors ���ĥ���2 = ĥĥ� = ĥ(�)ĥ(��) estun polynôme trigonom�etrique pair donc peut s'�ecrire comme un polynômeen cos(�), ou de mani�ere �equivalente en sin2 � �2� ce qui justi�e l'�ecrituresuivante : ���ĥ���2 = 2 cos� �2�4 P �sin2 � �2��avec P un polynôme. En posant y = sin2 � �2�, la condition de quadrature(th�eor�eme 1) se traduit par :
(1� y)2P (y) + y2P (1� y) = 1

Le th�eor�eme de B�ezout garantit l'existence et l'unicit�e d'un polynôme uni-taire du premier degr�e satisfaisant �a cette condition. On trouve facilementP (y) = 1 + 2y.
15On ne le prouve pas ici, mais on pourra le v�eri�er une fois la fonction d'�echelle

construite.
16On rappelle que ĥ est un polynôme trigonom�etrique
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R �etant �a coe�cients r�eels on a :��R(e{�)��2 = R(e{�)R(e{�)� = R(e{�)R(e�{�) = P �sin2 � �2�� = 2� e{� + e�{�2En �etendant au plan complexe, on cherche R tel que R(z)R(z�1) =2 � z+z�12 . Les racines du membre de droite sont racines de X2 � 4X + 1.L'�equation �etant invariante par z 7! z�1, les deux racines sont inverses l'unede l'autre, et on choisit celle de plus petite valeur absolue. On obtient :
R(z) = z +p3� 2p3� 1 et ĥ(�) = 3X

k=0 hke�ik�

avec h0 = 1�p34p2 h1 = 3�p34p2 h2 = 3 +p34p2 h3 = 1 +p34p2On d�eduit une expression de la fonction d'�echelle17 :
�̂(�) = �̂(0) 1Y

p=1
ĥ(2�p�)p2

�A l'aide de la proposition 1, on en d�eduit une expression de la transform�eede Fourier de l'ondelette-m�ere :
 ̂(�) = 1p2 ĥ� � �2 + �� �̂� �2�ce qui est �equivalent �a :
 (�) = p2 1X

k=�2h1�k�(2 ��k)
2.3 Un proc�ed�e it�eratif de repr�esentation des ondelettes deDaubechiesLe proc�ed�e utilis�e pour tracer les ondelettes de Daubechies d�ecoule dufait que si l'on connâ�t les valeurs prises par la fonction d'�echelle sur 2�pZpour un entier naturel p donn�e, alors l'�equation d'�echelle permet d'en d�eduireses valeurs sur 2�(p+1)Z. En e�et, en y injectant la valeur 2�pk on obtientl'�egalit�e :

�(2�(p+1)k) = p2 3X
l=0 hl�(2�pk � l)

17On it�ere la transform�ee de Fourier de l'�equation d'�echelle pour obtenir ce r�esultat, la
convergence du produit in�ni �etant justi��ee par la condition de quadrature, qui impose
que chacun des facteurs du produit est plus petit que 1. On utilise �egalement la continuit�e
de la fonction d'�echelle en 0.
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On a alors, par it�erations successives, un algorithme qui permet d'obte-nir la valeur de � en tout point de coordonn�ees dyadiques donn�ees, et un�echantillonnage de pr�ecision arbitraire. Une fois la fonction d'�echelle connuesur 2�(p+1)Z, on connâ�t l'ondelette-m�ere sur 2�pZ (voir l'expression reliantla fonction d'�echelle �a l'ondelette-m�ere, en �n de partie pr�ec�edente). Reste �aconnâ�tre les valeurs de � sur Z a�n de pouvoir initialiser l'algorithme. Onadmettra que � est �a support dans [0; 3]. Alors par continuit�e :
�(0) = �(3) = 0et en exploitant l'�equation d'�echelle on trouve :

�(2) = 1�p31 +p3�(1)On peut alors lancer l'algorithme avec une valeur arbitraire non nullepour �(1) , et normer ensuite l'�echantillonnage obtenu. Voici le r�esultat, avecla fonction d'�echelle (en brun) et l'ondelette-m�ere (en bleu), cette derni�eretranslat�ee sur [0; 3].
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3 Application �a la d�ecomposition d'un signal
Principe des algorithmes : On d�etermine un �echantillonnage de lafonction d'�echelle �a l'aide de l'algorithme pr�esent�e en �n de partie pr�ec�edente.On utilise cet �echantillonnage pour calculer une approximation des coe�-cients d'ondelettes des signaux �a d�ecomposer : ceux-ci �etant continus parmorceaux et �a support compact [0; 3], la somme :

1N
NX
i=0 f

�3iN
� a;b

�3iN
�

converge vers 
f j a;b� quand N !1 (c'est une somme de Riemann).
On calcule avec cette m�ethode les coe�cients d'ondelettes associ�es �af pour les ondelettes de W0;W1; : : : dont le support rencontre [0; 3] ainsiqu'avec la fonction d'�echelle et ses translat�ees qui rencontrent [0; 3]. Ainsion obtient des sommes partielles (0 � a � n) de la s�erie :

1X
b=�1

Df j�0;bE�0;b + 1X
a=0

1X
b=�1

Df j a;bE a;b

qui converge vers f pour la norme k k2 (c'est la suite des projections ortho-gonales de f sur les Va+1 pour cette norme).
3.1 D�ecomposition et reconstruction partielle de trois si-gnaux particuliersLes pages suivantes pr�esentent pour trois signaux particuliers les graphesdu signal, puis de ses projections successives sur V0, V�1, jusqu'�a celle surV�6...{ Signal de fr�equence variable :
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{ Signal 1-p�eriodique sur [0; 3] :
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{ Signal constant par morceaux :
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Observations :Dans le cas du premier signal, les projections successives permettent deconstater que les ondelettes sont aveugles aux signaux qui oscillent trop vitepour elles : ainsi, les parties du signal qui oscillent faiblement seront plus vitereconstitu�ees de mani�ere correcte. Notons que la somme ici utilis�ee convergeau sens L2. On aurait aussi bien pu, a priori, utiliser pour la d�ecompositionet la reconstruction du signal une somme faisant uniquement intervenir desondelettes (c'est bien l�a le principe initial, les ondelettes formant une baseorthonorm�ee de L2(R)). Voyons ce qui se passe avec une telle d�ecomposition,
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dans le cas du deuxi�eme signal :Ici, la fonction reconstitu�ee ressemble bien �a la fonction initiale, mais estd�ecal�ee vers le bas et l�eg�erement d�eform�ee. L'origine de ce paradoxe est que laconvergence de la somme se fait au sens L2, mais que le signal ici reconstitu�eest somme d'ondelettes, donc d'int�egrale nulle. Il est alors �etal�e autour del'axe des abscisses. Dans le cas d'une fonction d'int�egrale faible, comme lapremi�ere fonction par exemple, la di��erence de qualit�e de reconstructionest imperceptible. La fonction d'�echelle a pour e�et d'absorber la valeurmoyenne du signal.
On note sur le dernier signal une sorte d'analogue au ph�enom�ene deGibbs : des sauts autour des discontinuit�es.

3.2 Traitement d'un signal r�eel : un son au format .wavLes algorithmes de d�ecomposition et reconstruction ont �et�e appliqu�es �aun signal r�eel, en l'occurrence un son au format .wav. Le plus gros du travaila �et�e de convertir en donn�ees utilisables par les algorithmes d�ej�a �ecrits le�chier .wav trait�e. Les algorithmes utilis�es �etant loin d'être optimaux, lareconstruction n'a pu être pouss�ee tr�es loin mais donnait d�ej�a un son audiblebien que d�eform�e.
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Les deux images ci-dessus repr�esentent le même son, visualis�e �a des�echelles de temps di��erentes (la dur�ee du signal repr�esent�e est de respec-tivement 0.05 et 0.01 secondes).
3.3 Des pistes pour une am�elioration des algorithmes pr�esent�esLes algorithmes pr�esent�es sont une impl�ementation na��ve de la construc-tion par Ingrid Daubechies des ondelettes �a support compact et n momentsnuls. Il existe des algorithmes rapides (d'un coût en N logN) qui permettentd'e�ectuer la transform�ee en ondelettes. Cependant, leur impl�ementation estmoins visuelle que celle r�ealis�ee pr�ec�edemment. Leur principe est de faire desregroupements astucieux des termes impliqu�es dans le calcul des coe�cientsd'ondelette, �a l'instar de l'algorithme de transform�ee de Fourier rapide.
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Conclusion
L'�etude math�ematique de la transform�ee en ondelettes discr�ete a per-mis d'expliciter sous une forme plutôt inhabituelle (ni la fonction d'�echelleni l'ondelette utilis�ees n'ont d'expression analytique �nie) une base ortho-norm�ee de l'espace L2(R). L'impl�ementation informatique des r�esultats decette �etude math�ematique permet de comprendre de mani�ere visuelle le fonc-tionnement de la transform�ee en ondelettes et d'appr�ehender les possibilit�esimmenses o�ertes par cet outil math�ematique. Par exemple, en �eliminantles faibles coe�cients d'ondelette, on alt�ere peu le signal reconstitu�e : c'estune piste int�eressante pour des applications de compression destructrice dedonn�ees, exploit�ee entre autres dans le format JPEG2000. Les ondelettespeuvent �egalement être utilis�ees pour �eliminer les composantes gênantes d'unsignal, que ce soit un craquement sur un disque vinyle ou les perturbationsinduites par les turbulences atmosph�eriques dans le cas d'observations as-tronomiques (cas du logiciel IRIS).Cette introduction aux ondelettes de Daubechies s'est voulue une ou-verture �a une science math�ematique moderne, pluridisciplinaire, s'appuyantsur la puissance de calcul o�erte par l'informatique.
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4 Annexes
Code-source Maple :

> restart:

D�eclaration des variables globales

> Digits:=20:

> ordre:=10:

> prec:=2^ordre:

Calcul des coe�cients cn(= p2hn) -Calcul de la fonction d'�echelle

et de l'ondelette - a�chage des deux fonctions.

> Ech:=array(0..3*2^ordre):

> Ech[0]:=0.: Ech[2^ordre]:=1:

Ech[2*2^ordre]:=(1-c[1])/c[0]: Ech[3*2^ordre]:=0.:

> for i from 1 to ordre do

l:=ordre-i:

for j from 2^l by 2^(l+1) to 3*2^ordre-2^l do

Ech[j]:=0.:

for k from ceil(max(0,2*j/2^ordre-3)) to

floor(min(3,2*j/2^ordre)) do

Ech[j]:=Ech[j]+c[k]*Ech[2*j-2^ordre*k] end do:

end do:

end do:

> Integ:=sum(Ech[z],z=0..3*2^ordre)/(2^ordre):

> for i from 0 to 3*2^ordre do

Ech[i]:=Ech[i]/Integ end do:

> Ond:=array(-2^ordre..2*2^ordre):

> for i from -2^ordre to 2*2^ordre do

Ond[i]:=0. end do:

> for n from -2 to 1 do

for i from max(2^ordre*n/2,-2^ordre) to

min(2^ordre*(n+3)/2,2*2^ordre) do

Ond[i]:=Ond[i]+(-1)^n*c[1-n]*Ech[2*i-n*2^ordre]

end do:

end do:

> OndDec:=array(0..3*2^ordre):

> for i from 0 to 3*2^ordre do

OndDec[i]:=Ond[i-2^ordre] end do:
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> ech := x -> piecewise(x>=0 and x<=3,Ech[round(x*2^ordre)],0):

> ond := x -> piecewise(x>=-1 and x<=2,Ond[round(x*2^ordre)],0):

> onddec:= x -> piecewise(x>=0 and x<=3,OndDec[round(x*2^ordre)],0):

> CalcCoeffs:=proc(fun,Tab,Ondelette,Echelle,ord)

local a,b,i,j,k,mult,Fonc:

Fonc:=array(0..3*prec):

for i from 0 to 3*prec do

Fonc[i]:=evalf(fun(i/prec)) end do:

for b from -3 to 3 do

Tab[-1,b]:=(sum(Fonc[j]*Echelle[j-b*prec],j=max(0,b*prec)..

(min(3*prec,(3+b)*prec))))/prec

end do:

for a from 0 to ord do

mult:=evalf(sqrt(2**a)):

for b from -3 to 3*2**a do

Tab[a,b]:=mult*(sum(Fonc[k]*Ondelette[2**a*k-b*prec],

k=max(0,b*prec/2^a)..(min(3*prec,(3+b)*prec/2^a))))/prec

end do;

end do;

end proc:

> recons:=proc(Tab,t,ondelette,echelle,ord)

local a,b,r:

r:=0.:

for b from -3 to 3 do

r:=r+Tab[-1,b]*echelle(t-b) end do:

for a from 0 to ord do

for b from -3 to 3*2**a do

r:=r+Tab[a,b]*ondelette(2**a*t-b)*evalf(sqrt(2**a))

end do:

end do:

r;

end proc:

Bibliographie :{ Une exploration des signaux en ondelettes, St�ephane Mallat (�Editionsde l'�Ecole Polytechnique, 2000){ Ondes et ondelettes, Barbara Burke Hubbard (�Editions Belin/Pour laScience, 1995){ Ten lectures on wavelets, Ingrid Daubechies (�Editions SIAM, 1992)
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