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Ce texte correspond aux notes du cours donné à l’université de Neuchâtel au premier semestre
2025-2026. La référence principal du cours est le livre d’Alain Robert, a course in p-adic analysis
([Rob00]).

1. Introduction

1.1. Les nombres p-adiques. Les nombres p-adiques ont été introduit par Kurt Hensel au début
du 20ème siècle. Il s’agit d’un espace topologique obtenus à partir des nombres entiers en utilisant
une métrique provenant de l’arithmétique qui dépend d’un nombre premier p. Bien que la topologie
de ces espaces est très différente de la topologie réelle, on peut faire de l’analyse dessus. Les es-
paces p-adiques sont maintenant fondamentaux en théorie algébrique des nombres et en géométrie
arithmétique.

Notons Zp l’espace des nombres p-adiques. Il est en particulier totalement discontinu. On peut
par exemple sur Zp avoir des fonctions localement constante qui ne sont pas constantes ! Il faudra
donc définir la bonne notion de fonctions analytiques sur cette espace. Une fois cela fait nous pour-
rons retrouver des théorèmes classiques de l’analyse complexe comme par exemple le théorème des
zéros isolés. Un avantage essentiel des nombres p-adiques est que sur cet espace, une série converge
si et seulement si son terme général tend vers zéro. Cela permet de démontrer les théorèmes d’ana-
lyse du type Cauchy-Lipschitz ou inversion locale de façon beaucoup plus simple que dans le cas
réel ou complexe.
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1.2. Arithméticité des temps de passages. Dans ce cours, nous allons introduire la notion de
nombres p-adiques et la théorie analytique que l’on peut faire dessus. Nous verrons des applications
de cette théorie à des problèmes de dynamique algébrique. Commençons par énoncer le résultat
suivant. Une progression arithmétique dans N est un ensemble de la forme

tak ` b : k ě 0u (1)

où a,b P N et a ‰ 0.

THÉORÈME 1.1 (Skolem, Mahler, Lech, [Lec53]). Soit punq une suite récurrente linéaire sur C,
i.e qui vérifie une relation de la forme

@n ě 0, un`d “

d´1
ÿ

k“0

akun`k (2)

où ak P C et a0 ‰ 0, alors l’ensemble

tn ě 0 : un “ 0u (3)

est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

Ce théorème fut d’abord démontrer par Skolem pour une suite récurrente linéaire sur Q en uti-
lisant les nombres p-adiques. Il fut ensuite généraliser par Mahler pour tout corps de nombre (c’est
à dire une extension finie de Q) et enfin par Lech pour C. Nous allons démontrer dans ce cours une
généralisation de ce résultat dû à Bell, Ghioca et Tucker. Définissons quelques objets d’abord. Une
transformation polynomiale de Cn est une application

f “ p f1, . . . , fnq : Cn
Ñ Cn (4)

telle que chaque fi est un polynôme complexe à n variables. Un automorphisme polynomial de Cn est
une application polynomiale f : Cn Ñ Cn inversible et telle que l’inverse est également polynomial.

EXEMPLE 1.2. Tout application affine x P Cn ÞÑ Ax ` b avec A P MnpCq,b P Cn est une transfor-
mation polynomiale. C’est un automorphisme polynomial si et seulement si A est inversible.

EXERCICE 1.3. Montrer que un automorphisme polynomial de C est nécessairement une appli-
cation affine.

EXEMPLE 1.4. Il existe des automorphismes polynomiaux de Cn qui ne sont pas affines pour
n ě 2. En effet, regardons par exemple

z1, . . . ,zn ÞÑ pz1 ` Ppz2, . . . ,znq,z2, . . . ,znq (5)

avec Ppz2, . . . ,znq P Crz2, . . . ,zns. C’est un automorphisme polynomial pour tout polynôme P.

Une sous-variété algébrique de Cn est un ensemble V Ă Cn défini par un ensemble d’équations
polynomiales. C’est à dire qu’il existe P1, . . . ,Pr P Crz1, . . . ,zns tels que

V “ tpz1, . . . ,znq P C : P1pz1,znq “ ¨ ¨ ¨ “ Prpz1, . . . ,znq “ 0u . (6)

On peut maintenant énoncer le théorème de Bell, Ghioca, Tucker.
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THÉORÈME 1.5 (Bell, Ghioca, Tucker, [BGT08]). Soit f : Cn Ñ Cn un automorphisme polyno-
mial, V Ă Cn une sous variété algébrique et x P Cn. L’ensemble

tn P Z : f n
pxq P V u (7)

est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

Ce théorème généralise bien le résultat de Skolem-Mahler-Lech car si punq est une suite récur-
rente linéaire d’ordre d et x “ pu0, . . . ,ud´1q est le vecteur des conditions initiales, alors on a

@n ě 0,

¨

˚

˝

un
...

un`d´1

˛

‹

‚

“ An

¨

˚

˝

u0
...

ud´1

˛

‹

‚

(8)

où

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1
0 1

. . .
. . .

0 1
a0 a1 ¨ ¨ ¨ ad´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (9)

La matrice A est bien inversible car son polynôme caractéristique est donné par Xd ´
řd´1

i“0 aiX i

et a0 ‰ 0. Donc l’application f : p P Cn ÞÑ Ap est un automorphisme polynomial et on regarde
l’intersection de l’orbite de x sous f avec la sous-variété

V “ tz1 “ 0u . (10)

2. Les nombres p-adiques

2.1. Distance p-adique. Soit p un nombre premier. Pour tout entier x P Zzt0u, on définit la
valuation p-adique de x de la façon suivante. Par le théorème de factorisation des entiers, on peut
écrire de façon unique

x “ pαm1 (11)
avec α ě 0 et p ∤ m1. On définit alors

vppxq “ α. (12)
Et par convention on définit vpp0q “ `8.

EXERCICE 2.1. Montrer que pour tout x P Z,

vppxq “ max
!

k ě 0 : pk
| x
)

. (13)

Ce résultat permet d’interpréter la valuation p-adique de la facon suivante.

COROLLAIRE 2.2. L’écriture en base p d’un entier x se termine par exactement vppxq zéros.
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De même pour les nombres rationnels, le théorème de factorisation des entiers dit qu’iol existe
une unique écriture de x P Q de la forme

pα a
b

(14)

avec a et b premiers entre eux et non divisible par p. On définit alors vppxq :“ α. C’est bien compa-
tible avec la définition pour les entiers.

LEMME 2.3. On a les propriétés suivantes.

(1) @x,y P Q,vppxyq “ vppxq ` vppyq.

(2) @x,y P Q,vppx ` yq ě minpvppxq,vppyqq.

DÉMONSTRATION. Si x “ 0 ou y “ 0, alors les deux propriétés sont évidentes donc on suppose
x,y ‰ 0. Soit α “ vppxq et β “ vppyq. Écrivons

x “ pα ax

bx
, y “ pβ

ay

by
(15)

avec p ∤ axbxayby. Alors

xy “ pα`β
axay

bxby
. (16)

Ce qui prouve la première propriété. Pour la deuxième, on peut supposer quitte à intervertir x et y
que β ě α, on a alors

x ` y “ pα
p
ax

bx
` pβ´α

ay

by
q “ pα

˜

axby ` pβ´αay

bybx

¸

. (17)

Comme β ´ α ě 0, le numérateur est bien un entier. La fraction n’est peut être pas sous forme
réduite mais le dénominateur n’est pas divisible par p ce qui implique bien que vppx ` yq ě α “

minpα,βq. □

REMARQUE 2.4. Il est possible que vppx ` yq ą minpvppxq,vppyqq. Par exemple si x “ ´y, alors
vppx ` yq “ `8.

On définit la valeur absolue p-adique de x P Q par

|x|p :“ p´vppxq. (18)

Par le lemme 2.3, elle vérifie les propriétés suivantes.

PROPOSITION 2.5. (1) |x|p “ 0 ô x “ 0.

(2) @x,y P Q, |x ¨ y|p “ |x|p ¨ |y|p.

(3) @x,y P Q, |x ` y|p ď max
´

|x|p , |y|p

¯

.
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EXERCICE 2.6. On définit la fonction suivante :

@x,y P Q,dppx,yq “ |x ´ y| . (19)

Montrer que dp est une distance et qu’elle vérifie l’inégalité suivante

@x,y,z P Q, dppx,zq ď maxpdppx,yq,dppy,zqq . (20)

On appelle cette inégalité, l’inégalité ultramétrique. On appelle dp la distance p-adique.

EXERCICE 2.7. Montrer que la suite ppnq converge vers 0 pour la distance p-adique.

2.2. Complétion.

DÉFINITION 2.8. Soit pX ,dq un espace métrique. Une suite pxnq dans X est de Cauchy si

@ε ą 0,Dn0 ě 0,@n,m ě n0, dpxn,xmq ă ε. (21)

On dit que X est complet si toute suite de Cauchy est convergente.

THÉORÈME 2.9. Soit pX ,dq un espace métrique, il existe un unique espace métrique complet pX
tel que

(1) Il existe une isométrie injective ι : X ãÑ pX.

(2) ιpXq est dense dans pX.

On dit que pX est le complété de X pour la distance d.

PROPOSITION 2.10. L’espace métrique pQ,dpq n’est pas complet pour tout p premier.

DÉMONSTRATION. Supposons p ě 5 impair. Soit 1 ă a ă p´1 une entier. Considérons la suite
xn “ apn

. Cette suite est de Cauchy car

xn`1 ´ xn “ apn`1
´ apn

“ apn
´

apnpp´1q
´ 1

¯

. (22)

Or pnpp´1q est le cardinal du groupe pZ{pn`1Zqˆ donc on a que apnpp´1q ´1 est divisible par pn`1

et donc
|xn`1 ´ xn|p ď

1
pn`1 ă

1
pn . (23)

Par un argument téléscopique on obtient que

@m ě n, |xm ´ xn|p
1

pn`1 ă
1
pn . (24)

Donc, c’est une suite de Cauchy. Supposons qu’elle converge vers un nombre rationnel x P Q. On a
par construction que

xp
“ x (25)

et donc que xp´1 “ 1. Donc x est une racine p ´ 1-ième de l’unité. On a donc que x “ ˘1. De plus,
en appliquant (24) avec n “ 0 et en faisant tendre m vers `8, on obtient que

|x ´ a|p ă 1. (26)
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Ce qui implique que x ‰ ˘1 car a ‰ 1, p ´ 1.
Pour p “ 2,3, On verra plus tard le lemme de Hensel qui permettra de construire dans Q2 et

Q3 (les complétés de Q pour la distance 2 et 3-adique respectrivement) des racines de polynômes
irréductibles sur Q ce qui prouve que Q ‰ Q2,Q3 □

On définit Qp comme le complété de Q pour la distance p-adique. La valeur absolue p-adique
|¨|p s’étend de façon naturelle à Qp en effet, on a |x|p “ dppx,0q. Par définition, tout élément x P Qp
est une limite d’entiers xn. Les propriétés énoncées dans 2.5 sont encore vraies dans Zp. On définit

@x,y P Qp, x ` y “ lim
n

xn ` yn, xy “ limxnyn. (27)

On définit également Zp comme le complété de Z pour la distance p-adique. On a Zp Ă Qp.

PROPOSITION 2.11. L’addition et la multiplication définies par (27) sont bien définies. En par-
ticulier, elle ne dépend pas du choix des suites pxn,ynq. En particulier, Qp est un corps et Zp est un
anneau.

DÉMONSTRATION. On montre tout d’abord que les suites pxn ` ynq et pxnynq sont de Cauchy.
On a

@n,m, pxm ` ymq ´ pxn ` ynq “ pxm ´ xnq ` pym ´ ynq (28)
De sorte que si pxnq et pynq sont de Cauchy, leur somme aussi. Maintenant pour le produit

xmym ´ xnyn “ xmpym ´ ynq ` ynpxn ´ xmq. (29)

De sorte que

|xmym ´ xnyn| ď max
´

maxp|xk|pq |ym ´ yn| ,maxp|yl|pq |xm ´ xn|p

¯

. (30)

De sorte que cette suite est également de Cauchy (les suites pxkq,pylq sont convergentes donc les
suites p|xk|q,p|yl|q le sont aussi et les deux maximums sont bien définis). On peut donc prendre la
limite de ces suites. On montre maintenant que le résultat ne dépend pas des suites choisies. Si
pxnq,px1

nq,pynq,py1
nq sont des suites d’entiers qui approximent x et y respectivement, alors on a

ˇ

ˇpxn ` ynq ´ px1
n ` y1

nq
ˇ

ˇ ď max
´

ˇ

ˇxn ´ x1
n
ˇ

ˇ

p ,
ˇ

ˇyn ´ y1
n
ˇ

ˇ

p

¯

. (31)

Comme xn ´ x1
n et yn ´ y1

n tendent vers zero on a bien que limn xn ` yn “ limn x1
n ` y1

n.
Pour le produit on a

xnyn ´ x1
ny1

n “ xnpyn ´ y1
nq ` ynpx1

n ´ xnq. (32)
Encore une fois, cette suite tend vers zéro. On a donc à ce stade que Qp et Zp sont des anneaux. Pour
montrer que Qp est un corps il faut montrer que tout élément non nul a un inverse. Soit x P Qpzt0u

et pxnq une suite de rationnels convergeant vers x. Comme |x| ‰ 0, à partir d’un certain rang, tous les
xn sont non nuls. Montrons que la suite 1

xn
converge vers l’inverse de x. Montons d’abord qu’elle est

de Cauchy. On a
1

xm
´

1
xn

“
xn ´ xm

xnxm
. (33)
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Ce qui montre que la suite est de Cauchy car pour tout n assez grand |xn| ą
|x|

2 ą 0. On définit yn “ 1
xn

et y “ limyn. On a alors
1 “ limxnyn “ xy. (34)

D’où y “ 1
x . □

COROLLAIRE 2.12 (Corollaire de la preuve). Les applications d’addition

` : px,yq P Qp ˆ Qp ÞÑ x ` y P Qp, (35)

de multiplication
ˆ : px,yq P Qp ˆ Qp ÞÑ xy P Qp (36)

et d’inversion

inv : x P Qˆ
p ÞÑ

1
x

P Qp. (37)

sont continues.

PROPOSITION 2.13. Soit punq une suite de Qp, alors
ÿ

un (38)

converge dans Qp si et seulement si un Ñ 0.

DÉMONSTRATION. Soit Sn “
řn

k“0 uk. On a un “ Sn`1 ´ Sn donc si Sn converge alors un tend
vers 0. Réciproquement, supposons que un converge vers 0. Cela signifie que pour tout ε ą 0 il existe
n0 tel que @n ě n0, |un| ă ε. Maintenant, on a pour tout m ě n ě n0

|Sm ´ Sn| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

k“n`1

uk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε (39)

où la dernière inégalité est obtenue par l’inégalité ultramétrique. On a donc que la suite pSnq est de
Cauchy et donc elle converge. □

EXERCICE 2.14. Soit u P Qp tel que |u| ă 1. Montrer que |1 ´ u| “ 1. (Indice : écrire 1
1´u “

ř

kě0 uk et montrer que la série est convergente.)

COROLLAIRE 2.15. Si x,y P Qp avec |x| ă |y|, alors

|x ` y| “ |y| . (40)

DÉMONSTRATION. On a que

|x ` y| “ |y| ¨

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 `
x
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (41)

Or par construction on a que
ˇ

ˇ

ˇ

x
y

ˇ

ˇ

ˇ
ă 1 donc par l’exercice, on a que

ˇ

ˇ

ˇ
1 ` x

y

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1. □
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PROPOSITION 2.16. L’image du morphisme de groupes

x P Qˆ
p ÞÑ log |x|p P R (42)

est le sous-groupe discret Z ¨ log p.

DÉMONSTRATION. Pour tout x P Q, on a |xp| “ p´vppxq. Donc l’image log
ˇ

ˇQˆ
ˇ

ˇ “ Z ¨ log p.
Comme Q est dense dans Qp cela donne le résultat. □

PROPOSITION 2.17. On a les propriétés suivantes.
(1) Zp est l’adhérence de Z dans Qp.
(2) Zp “ tx P Qp : |x| ď 1u.

(3) Zˆ
p “ tx P Qp : |x| “ 1u.

(4) Qp est le corps des fractions de Zp.
(5) tx P Zp : |x| ă 1u est l’unique idéal maximal de Zp, c’est l’idéal engendré par p.
(6) Zp est intégralement clos dans Qp.

DÉMONSTRATION. L’assertion (1) vient du fait que Zp est le complété de Z. Montrons (2), soit
x P Qp avec |x| ď 1. Par la proposition 2.16, cela implique qu’il existe une suite de rationnels xn
avec |xn| ď 1 qui converge vers x (le seul cas où on doit utiliser la proposition est si |x| “ 1). On va
montrer qu’on peut remplacer xn par une suite d’entiers. On écrit

xn “
an

bn
. (43)

Le fait que |xn| ď 1 signifie que bn est premier avec p. Il suffit alors de montrer que pour tout
entier m P Z premier avec p, il existe une suite d’entiers mk qui converge vers 1{m pour la distance
p-adique. Montrons ce résultat à l’aide du théorème de Bézout. Soit k ě 1, comme m et pk sont
premiers entre eux il existe par le théorème de Bézout des entiers u,v P Z tels que

um ` pkv “ 1. (44)

On a alors
u ´

1
m

“ pk v
m
. (45)

Et
ˇ

ˇ

ˇ
pk v

m

ˇ

ˇ

ˇ
ď p´k (46)

car |m| “ 1 et le résultat est démontré. Les assertions (3) et(4) viennent du fait que si x ‰ 0,
ˇ

ˇ

1
x

ˇ

ˇ “ 1
|x|

.
Pour (5), il est clair par l’inégalité ultramétrique que t|x| ă 1u est un idéal de Zp. Il est maximal car
par (3), tout élément en dehors de cet idéal est inversible dans Zp. Par la proposition 2.16, si |x| ă 1
et x ‰ 0, il existe k ě 1 tel que |x| “ 1

pk . Et alors

x “ p ¨
1
p

x (47)
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et 1
px P Zp. D’où le fait que cet idéal est principal, engendré par p.
Montrons enfin que Zp est intégralement clos dans Qp. Soit z P Qp tel que z est solution d’une

équation
zN

` aN´1zN´1
` ¨¨ ¨ ` a1z ` a0 “ 0 (48)

avec ai P Zp. On a alors
zN

“ ´
ÿ

kďN´1

akzk (49)

et donc
|z|

N
ď maxp|ak| |z|

k
q. (50)

Or si |z| ą 1, alors pour tout k “ 0, . . . ,N ´ 1, comme ak ď 1, on a

|z|
N

ą

ˇ

ˇ

ˇ
zk
ˇ

ˇ

ˇ
ą |ak|

ˇ

ˇ

ˇ
zk
ˇ

ˇ

ˇ
. (51)

Ce qui est une contradiction. □

PROPOSITION 2.18. Tout idéal de Zp est principal, engendré par une puissance de p. De plus,
on a

pkZp “

"

x P Qp : |x| ď
1
pk

*

(52)

et
Zp{pkZp “ Z{pkZ. (53)

DÉMONSTRATION. Soit I Ă Zp un idéal. Si I “ Zp, alors I “ p1q et il n’y a rien à démontrer.
Sinon, soit k “ mintvppiq : i P Iu. On a que k ě 1 car tout élément de valuation p-adique zéro est
inversible dans Zp. Soit u P I tel que vppuq “ k, alors u{pk P Zp et donc pk “ pk ¨ u{pk P I. Ainsi,
pkZp Ă I. Réciproquement, si i P I, alors vppiq ě k, donc i{pk P Zp et i P pkZp. Construisons l’appli-
cation quotient Zp Ñ Z{pkZ.

LEMME 2.19. Soit x P Zp, pour toute suite d’entiers xn convergeant vers x, on a que la suite
´

xn mod pk
¯

Ă Z{pkZ (54)

est stationnaire et sa limite ne dépend que de x.

DÉMONSTRATION. Par construction la suite xn ´xm est de Cauchy. Donc pour n,m assez grand,
pk divise xn ´xm et donc xn “ xm mod pk. Si yn est une autre suite d’entiers convergeant vers x, alors
xn ´ yn converge vers zéro et donc pour n assez grand on a que xn “ yn mod pk. □

Ce lemme permet de construire le morphisme d’anneaux

φk : Zp Ñ Z{pkZ (55)

par
φkpxq “ lim

n
xn mod pk (56)
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avec xn une suite d’entiers. On a que le morphisme est surjectif car φkpZq “ Z{pkZ. Montrons que
son noyau est pkZp. On a que

φkpxq “ 0 ô lim
n

φkpxnq “ 0 ô @n " 1, pk
|xn ô |x| ď

1
pk ô x P pkZp. (57)

□

On peut parler de divisibilité dans Zp et on a alors à nouveau

@x P Zp, vppxq “ max
!

k ě 0, pk
|x
)

. (58)

De même, la valuation p-adique d’un élément x P Qp et l’unique entier k tel que

x “ pku (59)

avec u P Zˆ
p .

2.3. Topologie de Qp. Comme vous avez pu le voir en exercice, la topologie de Qp est très
différente de la topologie de R.

DÉFINITION 2.20. On définit les disques ouverts, fermés et les cercles comme ceci. Soit x P

Qp,r ě 0,

Dpx,rq “

!

z P Qp : |x ´ z|p ă r
)

,Dpx,rq “

!

z P Qp : |x ´ z|p ď r
)

(60)

and
Cpx,rq “ tz P Qp : |x ´ z| “ ru . (61)

PROPOSITION 2.21. Pour tout x P Qp,r ą 0, les espaces Dpx,rq,Dpx,rq,Cpx,rq sont ouverts et
fermés.

DÉMONSTRATION. Il est clair que Dpx,rq est ouvert et que Dpx,rq et Cpx,rq sont fermés car ils
sont définis par des conditions respectivement ouvertes et fermés. Le disque ouvert Dpx,rq est fermé
car si k P Z est le plus petit entier tel que p´k ă r, alors Dpx,rq “ Dpx, p´kq. Il est à noter que k est
bien défini car l’ensemble des valeurs de la valeur absolue p-adique est discret par la proposition
2.16.

Le fait que Dpx,rq et Cpx,rq soient fermés vient du corollaire 2.15. □

On dira d’un espace qui est à la fois ouvert et fermé qu’il est clopen (contraction de closed et
open).

REMARQUE 2.22. Attention cela signifie que l’adhérence de Dpx,rq est lui-même et non pas
Dpx,rq.
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On va s’intéresser maintenant plus particulièrement à la topologie de Zp. Soit k ě 1 et x,y P Zp,
on a que

y P Dpx, p´k
q ô |x ´ y| ď

1
pk ô pk

|x ´ y ô x “ y mod pk. (62)

Mais on a vu que Zp{pkZp “ Z{pkZ est fini. Il y a donc exactement pk disques de rayon 1
pk dans Zp

et ils sont tous disjoints. Autrement dit

Zp “

pk´1
ğ

t“0

Dpt, p´k
q. (63)

Que se passe-t-il si on passe de k à k ` 1? On sait que les pk`1 disques de rayons p´pk`1q sont
paramétrés par les entiers 0, . . . , pk`1. Pour savoir dans quel disque de rayon 1

pk ils sont contenus, il

suffit de regarder la congurence modulo pk. On a

@t P

!

0, . . . , pk`1
´ 1

)

, Dpt, p´pk`1q
q Ĺ Dpt mod pk, p´k

q. (64)

On peut faire le dessin suivant où en bleu on a les p disques de rayons 1{p indexés par 0, . . . , p´1 et
dans le disque Dp0, 1

pq on a dessiné en rouge les p disques de rayons 1
p2 indexés par 0, p,2p, . . . ,pp´

1qp. On voit donc que chaque disque de rayon 1
pk il y a exactement p disques de rayon 1

pk . Plus

précisément si D “ Dpu, p´k avec u P
␣

0, . . . , pk ´ 1
(

, alors les p disques de rayons 1
pk`1 contenus

dans D sont
Dt,u :“ Dpt ¨ pk

` u,
1

pk`1 q (65)

pour t “ 0, . . . , p ´ 1. On peut donc définir l’application φ : Zp Ñ
␣

0, . . . , p´1
(N qui à toute x P Zp

définie la suite pxiq de la façon suivante.

x1 “ x mod p. (66)

On peut noter que x P Dpx1,
1
pq. Supposons avoir construit xk pour k ě 1 tel que si on définit uk “

řk
l“1 xl pl´1, alors x P Dpuk,

1
pk q. On définit alors xk`1 par la propriété

x P Duk,xk`1 “ Dpxk`1 ¨ pk
` uk,

1
pk`1 q. (67)

On peut noter que pour tout k ě 0, |x ´ uk| ď 1
pk , de sorte que uk Ñ x. On munit l’espace t0, . . . , p ´ 1u

N

de la métrique définie par
d ppxkq,ykq “ p´pminplě0:xl‰ylq´1q. (68)

EXERCICE 2.23. Montrer que la topologie induite par cette distance est la topologie produit sur
0, . . . , p ´ 1N.

PROPOSITION 2.24. L’application φ : Zp Ñ t0, . . . , p ´ 1u
N est une isométrie bijective.



2. LES NOMBRES p-ADIQUES 13

FIGURE 1. Les disques de rayons 1{p et 1{p2 dans Zp

DÉMONSTRATION. Montrons d’abord que c’est une bijection. Si pxkq est une suite, alors on
définit pour tout n ě 0

un “

n
ÿ

k“0

xk pk
P Zp. (69)

On a que punq est une suite de Cauchy car pour tout m ě n

|um ´ un| ď
1

pn`1 . (70)

Soit x sa limite, on a bien que φpxq “ xk. C’est une isométrie car si x,y P Zp telle que

|x ´ y| “
1
pk (71)

alors x et y appartiennent au même boule de rayons 1
pl pour ℓ “ 1, . . . ,k et donc on a

@l “ 1, . . . ,k,xl “ yl. (72)
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□

En particulier, pour les entiers z P N, on retrouver l’écriture en base p de x.

COROLLAIRE 2.25. L’espace Zp est un Cantor : il est totatement discontinu et a la même car-
dinalité que R.

DÉMONSTRATION. Le fait que Zp est totalement discontinu vient du fait que l’image de la
valeur absolue est discrète et a été vu en exercice. Le fait que Zp a la même cardinalité que R vient
du fait que t0, . . . , p´1uN a la cardinalité de R. En effet, cela vient du fait que tout nombre y P r0,1r

peut être écrit de façon unique sous la forme

y “

`8
ÿ

k“1

yk

pk (73)

où yk P 0, . . . , p ´ 1 et pykq ne stationne pas à la valeur p ´ 1. □

On peut également définir un autre homéomorphisme. Pour tout m ě n on a l’homomorphisme
d’anneaux canonique

πm,n : Z{pmZ Ñ Z{pnZ. (74)

Soit W Ă
ś`8

i“1 Z{piZ tel que

W “
␣

pxiq P Z{pi
{Z : @m ě n,πm,npxmq “ xn

(

. (75)

On dit que W est la limite projective des Z{piZ. On note traditionnellemment

W “ lim
ÐÝ

iÑ`8

Z{piZ. (76)

On peut munir l’espace produit
ś

i Z{piZ de la topologie produit (en prenant la topologie discrète
pour chacun des Z{piZ). Et on peut restreindre cette topologie à W .

EXERCICE 2.26. Montrer que si m ě n1 ě n, alors

πm,n “ πn1,n ˝ πm,n1 . (77)

En déduire que dans la définition de W , on peut se contenter d’imposer

πn`1,npxn`1q “ xn. (78)

PROPOSITION 2.27. On définit l’application ψ : Zp Ñ W par

@x P Zp, ψpxq “ px mod pi
q. (79)

Alors ψ est un homéomorphisme.
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DÉMONSTRATION. Montrons que ψ est bijective. Soit pxkq P W . On définit zk P Zp de la façon
suivante : zk est l’unique entier dans

␣

0, . . . , pk ´ 1
(

tel que xk “ zk mod p. Montrons que la suite zk
est de Cauchy et converge vers z P Zp tel que ψpzq “ pxkq. Pour tout m ě n, on a par construction que

zm “ zn mod pn (80)

et donc |zm ´ zn| ď 1
pn . Donc la suite est de Cauchy et a une limite z. Pour tout n ě 1, on a |z ´ zn| ď 1

pn .
Donc z mod pn “ zn mod pn “ xn. D’où ψpzq “ x. Montrons que ψ est continue. Une base de la
topologie sur W est donné par les ouverts de la forme

@n ě 1,@xn P t0, . . . , pn
´ 1u , Wn,xn “ tpykq P W : yn “ xn mod pn

u . (81)

En effet, la condition yn “ xn mod pn fixe les n-premières valeurs par la compatibilité des projections.
Or on a

ψ
´1

pWn,xnq “ Dpxn,
1
pn q. (82)

En effet, ψpzq P Wn,xn si et seulement si z “ xn mod pn si et seulement si pn|z ´ xn si et seulement si
z P Dpxn,

1
pn q. □

EXERCICE 2.28. Écrire une formule pour l’application φ ˝ ψ´1 : W Ñ t0, . . . , p ´ 1u
N.

PROPOSITION 2.29. L’espace Zp est compact, l’espace Qp est localement compact.

DÉMONSTRATION. On sait par la proposition 2.17 que Zp “ Dp0,1q. Maintenant une base de la
topologie de Qp est donné par les disques Dpx, 1

pk q “ x` pkZp donc si on montre que Zp est compact
on a que Qp est localement compact.

Comme Zp est un espace métrique, pour montrer qu’il est compact il suffit de montrer que
toute suite admet une valeur d’adhérence. Notons que par la proposition 2.24, on a que Zp est
homéomorphe à un produit d’espaces compacts donc est compact par le théorème de Tychonoff.
Cependant nous donnons une preuve plus élémentaire ici. Soit pznq une suite de Zp. On construit par
récurrence une fonction φ : N Ñ N strictement croissante telle que

@n ě 1,
␣

m ą φpnq : zm “ zφpnq mod pn( (83)

est infini et pour tout n1 ď n,zφpnq “ zφpn1q mod pn1

. est infini. Commencons par φp1q. La suite
pzn mod pqně1 est une suite de Z{pZ donc il existe k P Z{pZ telle que Λk “ tn ě 1 : zn mod p “ ku

est infini. On pose φp1q “ minΛk. Supposons avoir construit φp1q, . . . ,φpnq qui vérifie les propriétés
énoncées précedemment et construisons φpn ` 1q. Par hypothèse, l’ensemble

An “
␣

m ą φpnq : zm “ zφpnq mod pn( (84)

est infini. Considérons la suite pzm mod pn`1qmPAn . C’est une suite de Z{pn`1Z donc il existe k P

Z{pn`1Z tel que l’ensemble Λk défini par

Λk,n “
␣

m P An : k “ zm mod pn`1( (85)
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est infini. On définit φpn ` 1q :“ minΛk,n, on a bien φpn ` 1q ą φpnq. Toutes les propriétés sont bien
vérifiées car φpn ` 1q P An donc zφpn`1q “ zφpnq mod pn.

Montrons que la sous-suite pzφpnqq est convergente. Il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Par
construction on a que pour tout m ě n,zφpmq “ zφpnq mod pn et donc

ˇ

ˇzφpmq ´ zφpnq

ˇ

ˇ

p ď
1
pn . (86)

C’est bien une suite de Cauchy. □

EXERCICE 2.30. Refaire la preuve de la compacité de Zp mais en utilisant plutôt l’homéomor-
phisme de la proposition 2.24. Quels devraient être les équivalents des ensembles Λk,n et An ?

3. Le lemme d’Hensel

Ce dont Hensel s’est rendu compte est qu’on pouvait utiliser l’algorithme itératif de Newton sur
les nombres p-adiques pour construire des solutions d’équations polynomiales. Avant cela, énonçons
le premier principe d’Hensel.

PROPOSITION 3.1. Soit P P ZprX1, . . . ,xns un polynôme à n variables, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(1) P “ 0 admet une une solution dans Zn
p.

(2) pour tout k ě 1,P “ 0 admet une solution dans Z{pkZ.

DÉMONSTRATION. La preuve sera faite en exercice. □

Rappelons brièvement comment fonctionne l’algorithme de Newton sur R. Soit f : R Ñ R une
fonction C1. On cherche à trouver une solution de f pxq “ 0. On part d’un point x0 P R. On définit
par induction la suite pxnq par

xn`1 “ xn ´
f pxnq

f 1pxnq
. (87)

On définit la fonction N f pxq “ x ´
f pxq

f 1pxq
. L’idée est que si a est un zéro de f et que f est C2, alors on

a par Taylor-Lagrange

0 “ f paq “ f pxq ` f 1
pxqpa ´ xq ` f 2

pξq
pa ´ xq2

2
(88)

pour ξ Psa,xr. Soit M2 “ maxra,xs | f 2| et m1 “ minra,xs | f 1|, alors
ˇ

ˇN f pxq ´ a
ˇ

ˇ ď
2M2

m2
|x ´ a|

2 . (89)

De sorte que par récurrence, on a si K “
2M2
m1

que

K |xn ´ a| ď pK |x0 ´ a|q
2n
. (90)
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C’est donc un algorithme qui converge très rapidement. On voit que si on cherche la solution sous
forme dyadique, on double le nombre de décimales connues après chaque itération. Hensel applique
l’équivalent de l’algorithme de Newton pour les nombres p-adiques. Rappelons que si P est un
polynôme, on peut toujours écrire

PpX ` hq “ PpXq ` hP1pX ,hq “ PpXq ` hP1
pXq ` h2P2pX ,hq (91)

où P1,P2 sont des polynômes à deux variables à coefficients dans Zp.

PROPOSITION 3.2. Soit P P ZprXs un polynôme et x P Zp tel que Ppxq “ 0 mod pn (donc x n’est
pas trop loin d’une racine de P). Si k “ vpP1pxqq ă n{2, alors si px “ NPpxq “ x ´

Ppxq

P1pxq
, alors

(1) Pppxq “ 0 mod pn`1 (on a une meilleure approximation de la racine).

(2) px “ x mod pn´k (px n’est pas trop loin de x).

(3) vpP1ppxqq “ vpP1pxqqp“ kq (on peut itérer).

DÉMONSTRATION. On écrit Ppxq “ pny avec y P Zp et P1pxq “ pku avec u P Zˆ
p , alors

px ´ x “ ´
Ppxq

P1pxq
“ ´pn´k y

u
. (92)

Ce qui montre bien que |px ´ x| ď 1
pn´k . Ensuite, on a par (91) que

Pppxq “ Ppx ` ppx ´ xqq “ Ppxq ´
Ppxq

P1pxq
P1

pxq ` ppx ´ xq
2t “ ppx ´ xq

2t. (93)

Comme k ă n{2, on a que 2pn ´ kq ą n donc 2pn ´ kq ě n ` 1 et

|Pppxq| ď
1

pn`1 . (94)

Enfin on applique la formule d’expansion de Taylor pour P1 :

P1
ppxq “ P1

px ` ppx ´ xqq “ P1
pxq ` ppx ´ xq ¨ s (95)

avec s P Zp. Comme n ´ k ą n{2, on a que
ˇ

ˇP1
ppxq

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇP1
pxq

ˇ

ˇ “ p´k. (96)

□

On peut maintenant énoncer le théorème de Hensel.

THÉORÈME 3.3. Soit P P ZprXs et x P Zp tel que

Ppxq “ 0 mod pn. (97)

Si k “ vppP1pxqq ă n{2, alors il existe une unique racine ξ de P dans Zp tel que

ξ “ x mod pn´k et vppP1
pξqq “ vpP1

pxqq. (98)
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DÉMONSTRATION. Commençons par l’existence. On définit une suite pxlq de Zp par x0 “ x et
xl`1 “ NPpxlq. Montrons que cette suite est bien définie. Par la proposition 3.2, on a que

x1 “ x0 mod pn´k, Ppx1q “ 0 mod pn`1, vppP1
px1qq “ vppP1

px0qq “ k ă n{2. (99)

On voit donc par récurrence avec la proposition 3.2 que

xl`1 “ xl mod pn`l´k, Ppxl`1q “ 0 mod pn`l`1, vppP1
pxl`1qq “ k. (100)

On a donc que pour tout m ě l

|xm ´ xl| ď
1

pn`l´k (101)

C’est donc une suite de Cauchy et si ξ et sa limite, on a que

|Ppxlq|p ď
1

pn`1`l (102)

et donc Ppξq “ 0.
Montrons maintenant l’unicité. Si ξ1,ξ2 sont deux racines de P qui vérifient les propriétés énon-

cées dans le théorème, alors par la formule de Taylor on a

Ppξ2q “ Ppξ1q ` P1
pξ1qpξ2 ´ ξ1q ` pξ2 ´ ξ1q

2a (103)

avec a P Zp. Ce qui donne

pξ1 ´ ξ2q
`

P1
pξ1q ` pξ1 ´ ξ2qa

˘

“ 0. (104)

Or

|ξ1 ´ ξ2| ď maxp|ξ1 ´ x| , |ξ2 ´ x|q ď
1

pn´k ă
1
pk . (105)

Donc le terme entre parenthèse dans (104) n’est pas nul ce qui impose ξ1 “ ξ2. □

On réénonce la version du théorème de Hensel avec n “ 1, car c’est celle plus utilisée en pratique.

THÉORÈME 3.4. Soit P P ZprXs un polynôme et x P Zp tel que

Ppxq “ 0 mod p et P1
pxq ‰ 0 mod p (106)

alors il existe une unique racine ξ P Zp de P telle que

|x ´ ξ| ď
1
p

et P1
pξq ‰ 0 mod p. (107)
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3.0.1. Application aux racines de l’unité. Soit p un nombre premier. Supposons que ξ P Qp soit
une racine de l’unité. On a donc que ξn “ 1 pour un certain entier n et alors |ξ|

n
“ 1 ñ |ξ| “ 1 donc

ξ P Zˆ
p . Ceci implique qu’on a une application de réduction modulo p bien définie

µpQpq Ñ Fˆ
p . (108)

Supposons p impair et prenons le polynôme P “ X p´1 ´ 1. Pour tout x P Zˆ
p on a que

Ppxq “ 0 mod p (109)

et P1pXq “ pp ´ 1qX p´2 donc P1pxq ‰ 0 mod p. On peut donc appliquer le théorème de Hensel avec
tout x P Zˆ

p . En particulier, en l’appliquant avec 1, . . . , p´1 on construit les pp´1q-racines de P. On
a donc que

µp´1 Ă Zˆ
p Ă Qˆ

p . (110)
Avec µp´1 le groupe des racines pp ´ 1q-ième de l’unité qui est un groupe cyclique de taille p ´ 1.

PROPOSITION 3.5. Soit p un nombre premier impair, alors le groupe µpQpq des racines de
l’unité de Qp est exactement µp´1.

DÉMONSTRATION. On a l’application de réduction µpQpq Ñ Fˆ
p . On a vu qu’elle était surjective

par le théorème de Hensel. Montrons qu’elle est injective. Soit ξ P µpQpq une racine de l’unité telle
que ξ “ 1 mod p. On écrit ξ “ p1 ` ptq et on a qu’il existe n ě 2 telle que

p1 ` ptqn
“ 1. (111)

Ce qui donne

t
ˆ

n `

ˆ

n
2

˙

pt `

ˆ

n
3

˙

p2t2
¨ ¨ ¨ ` pn´1tn´1

˙

“ 0. (112)

Si p ∤ n, alors le terme entre parenthèse est ‰ 0 et donc t “ 0 et ξ “ 1. Sinon, on a que n est divisible
par p. On écrit donc n “ pn1 et on a

ξ
n

“ pξ
p
q

n1

“ 1 (113)
et ξp “ 1 mod p. En réitérant on voit que si on écrit n “ pkn1 avec p ∤ n1, alors on a que

ξ
pk

“ 1. (114)

et ξ “ 1 mod p. On montre que ξ “ 1. Cela découle du lemme suivant.

LEMME 3.6. Si ω P Zˆ
p est tel que ωp “ 1 et ω “ 1 mod p, alors ω “ 1.

DÉMONSTRATION. On écrit ω “ p1 ` ptq et on a p1 ` ptqp “ 1 ce qui donne

t
ˆ

p `

ˆ

p
2

˙

pt ` ¨¨ ¨ ` pp´1t p´1
˙

. (115)

Or les coefficients binomiaux
`p

k

˘

sont divisibles par p donc le terme entre parenthèse est de la forme
p ` up2 avec u P Zp, il est donc ‰ 0 et on a t “ 0. □
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On montre que cela conclut. On a ξpk
“ 1 et ξ “ 1 mod p. Si k “ 0 ou k “ 1 on a bien ξ “ 1 par

le lemme 3.6. Ensuite si le résultat est vrai pour k ´ 1 avec k ě 2, on a

ξ
pk

“ 1 ñ pξ
pk´1

q
p

“ 1. (116)

Par le lemme 3.6 on a que ξpk´1
“ 1 et par récurrence cela implique que ξ “ 1. □

4. Analyse p-adique

On peut maintenant commencer à faire de l’analyse p-adique. Il faut d’abord définir la bonne
notion de fonctions analytiques. En effet, la définition traditionnelle est la suivante : Une fonction
analytique est une fonction localement développable en série entière avec un rayon de convergence
strictement positif. Cette définition fonctionne bien sur R ou C car ce sont des espaces connexes.
Mais sur Qp cette définition ne va pas. En effet, prenons la fonction qui vaut zéro sur t|x| ă 1u

et 1 sur t|x| ě 1u. C’est une fonction localement constante, donc localement développable en série
entière mais qui n’est pas constante. Or sur C ou R on sait qu’une fonction analytique localement
constante doit être constante. On veut le même genre de résultats sur Qp. C’est à dire qu’on veut un
théorème des zéros isolés.

4.1. L’algèbre de Tate. On définit l’algèbre de Tate à 1 variable sur Qp comme l’ensemble des
séries formelles à une variable

f “
ÿ

iě0

ait i (117)

avec ai P Qp et ai Ñ 0 pour i Ñ `8. On la note Qpxty. On la munit de la norme de Gauss :

|| f || :“ max
i

|ai| . (118)

On notera également Zpxty Ă Qpxty le sous-ensemble composé des séries formelles à coefficients
dans Zp. On a en particulier que

Zpxty “ t f P Qpxxy : || f || ď 1u . (119)

LEMME 4.1. Pour tout f ,g P Qpxty, on a

|| f g|| ď || f || ¨ ||g|| . (120)

DÉMONSTRATION. Si f “
ř

ait i et g “
ř

bit i, alors

f g “
ÿ

cit i (121)

avec
ci “

ÿ

k`l“i

akbl (122)

et le lemme suit. □
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On a également que || f ` g|| ď maxp|| f || , ||g||q ď || f || ` ||g||. Ainsi, Qpxxy munit de la norme
de Gauss est une algèbre de Banach grâce au lemme suivant.

LEMME 4.2. L’algèbre Qpxxy muni de la norme de Gauss est complète.

DÉMONSTRATION. Soit p fiq une suite de Cauchy dans Qpxxy. On écrit

fi “
ÿ

j

ai, jt j. (123)

Montrer que pour tout j, la suite pai, jqi est de Cauchy. En effet, on a
ˇ

ˇai, j ´ ai1, j
ˇ

ˇ ď || fi ´ fi1 || . (124)

C’est donc une suite de Cauchy. On note a j “ limi ai, j et f “
ř

j a jt. Montrons que f P Qpxxy. Il faut
montrer que a j Ñ 0 quand j Ñ `8. Soit ε ą 0. Il existe i0, tel que pour tout i, i1 ě i0, || fi ´ fi1 || ď ε.
Maintenant, il existe j0 tel que pour tout j ě j0, on a |ai0, j| ď ε. Ce qui implique que

@i ě i0,@ j ě j0,
ˇ

ˇai, j
ˇ

ˇ ď max
`

|ai0, j|,
ˇ

ˇai, j ´ ai0, j
ˇ

ˇ

˘

ď ε. (125)

En effet, la dernière inégalité vient du fait que
ˇ

ˇai, j ´ ai, j0

ˇ

ˇ ď || fi ´ fi0 || ď ε.
Maintenant, comme la suite p fiq est de Cauchy on a

@ j,@i, i1 ě i0,
ˇ

ˇai, j ´ ai1, j
ˇ

ˇ ď ε. (126)

En faisant tendre i1 Ñ `8 on a que

@ j ě 0,@i ě i0,
ˇ

ˇa j ´ ai, j
ˇ

ˇ ď ε. (127)

Cela implique que pour tout i ě i0, || f ´ fi|| ď ε et donc que p fiq converge vers f . □

Pour tout f P Qpxxy, on a que f “
ř

i ait i définit une fonction

f : Zp Ñ Qp. (128)

En effet, si z P Zp, alors |z| ď 1 et alors

ai |z|
i
ÝÝÝÝÑ
iÑ`8

0. (129)

On dira qu’une fonction f : Zp Ñ Qp est analytique si elle est donnée par un élément de Qpxxy.

REMARQUE 4.3. Attention, il est vrai que si f P Zpxxy, alors f pZpq Ă Zp mais la réciproque
n’est pas vrai. Prenez par exemple

f ptq “
t p ´ t

p
. (130)

On a que f pZpq “ Zp car dans Z{pZ,xp “ x.
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PROPOSITION 4.4. Soit f P Zpxxy et a P Zp, alors il existe g P Zpxxy tel que

f “ f paq ` pt ´ aqg. (131)

Si de plus on définit Np f q par

Np f q :“ maxtn ě 0 : |an| “ || f ||u , (132)

alors
Npgq ď Np f q ´ 1. (133)

dès lors que Np f q ě 1.

DÉMONSTRATION. On a

f ptq ´ f paq “
ÿ

iě0

aipt i
´ ai

q “
ÿ

iě0

aipt ´ aq
`

t i´1
´ t i´2a ` ¨¨ ¨ ` p´1q

i´1ai´1˘ . (134)

Cette somme est égale à
pt ´ aq

ÿ

iě0

bit i (135)

avec
bi “

ÿ

kě1

ai`kp´aq
i`k´1. (136)

et on a que bi P Zp et que
|bi| ď max

jěi`1

ˇ

ˇa j
ˇ

ˇ . (137)

Si Np f q ě 1, alors cela implique que ||g|| “ || f || et que Npgq “ Np f q ´ 1. En effet, on a que

bNp f q´1 “ aNp f q `
ÿ

kěNp f q`1

akp´aq
k´1. (138)

Donc
ˇ

ˇbNp f q´1
ˇ

ˇ “ || f || et pour tout l ě Np f q, |bl| ď maxnąNp f q |an| ă || f ||. □

On va retrouver maintenant un des résultats classiques d’analyse complexe. Le principe des zéros
isolés.

THÉORÈME 4.5 (Strassman, principe des zéros isolés). Soit f P Qpxxyzt0u. On définit Np f q “

maxpi ě 0 : |ai| “ || f ||q, alors f a au plus Np f q zéros dans Zp (comptés avec multiplicités).

DÉMONSTRATION. On montre le résultat par récurrence sur Np f q. On peut supposer que || f || “

1 quitte à multiplier f par la bonne puissance de p. Cela ne change pas la valeur de Np f q. Si Np f q “ 0,
alors

f ptq “ a0 ` pgptq (139)
avec |a0| “ 1 et g P Zpxxy. Ainsi, pour tout z P Zp, on a que

| f pzq| “ |a0| “ 1 (140)



4. ANALYSE p-ADIQUE 23

et donc f n’a pas de zéros dans Zp. Supposons le résultat vrai pour Np f q “ k avec k ě 0 et prenons
f P Zpxxy tel que Np f q “ k ` 1. On suppose toujours que || f || “ 1. Si f n’a pas de zéros dans Zp,
alors il n’y a rien à démontrer. Soit z0 un zéro de f dans Zp. On a par la proposition 4.4 que

f ptq “ pt ´ z0qgptq. (141)

avec Npgq ď Np f q ´ 1. Par hypothèse de récurrence, g a au plus Npgq zéros dans Zp et f a donc au
plus Np f q zéros dans Zp. □

COROLLAIRE 4.6. Soit f ,g P Qpxxy. On a que si les fonctions induites par f et g sont égales,
alors f “ g dans Qpxxy.

4.2. À plusieurs variables. Sur Qd
p on définit la norme par

||px1, . . . ,xdq|| “ maxp|xi|q . (142)

On a en particulier que Zd
p est la boule unité sur Qd

p et Qd
p est également complet pour cette norme.

Soient x1, . . . ,xn des variables. On note x l’ensemble de ces variables et on définit la notation
suivante : si I “ pi1, . . . , inq est un n-uplet d’entiers alors on pose

xI
“ xi1

1 ¨ ¨ ¨xin
n . (143)

On note |I| “ max i j et on définit l’algèbre de Tate à n variables Qpxx1, . . . ,xny “: Qpxxy comme
l’ensemble des séries formelles

f “
ÿ

I

aIxI (144)

où aI P Qp et aI Ñ 0 lorsque |I| Ñ `8. On définit de même l’ensemble Zpxxy. On la munit égale-
ment de la norme de Gausse donné par

|| f || “ max
I

|aI| . (145)

EXERCICE 4.7. Montrer que Qpxxy est une algèbre de Banach. C’est à dire qu’elle est complète
et que

|| f ` g|| ď maxp|| f || , ||g||q et || f g|| ď || f || ||g|| . (146)

DÉFINITION 4.8. Une fonction Zd
p Ñ Qp est analytique si elle est donnée par un élément de

Qpxxy. Une fonction Zd
p Ñ Qm

p est analytique si chaque projection sur les coordonnées est analy-
tique.

PROPOSITION 4.9. Soit f P Qpxxy, alors pour tout z P Zd
p on a

| f pzq| ď || f || ||z|| . (147)

Et pour tout x,y P Zd
p, on a

| f pxq ´ f pyqq| ď || f || ¨ ||x ´ y|| . (148)
En particulier, f : Zd

p Ñ Qp est || f ||-Lipschitz.
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DÉMONSTRATION. La première assertion est claire. On montre la deuxième par récurrence sur
d. Si d “ 1, alors

| f pxq ´ f pyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

n
anpx ´ yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
n

p|an| |x ´ y|
n
q ď || f || |x ´ y| . (149)

Supposons le résultat vrai pour d ě 1 et montrons le résultat pour d ` 1. Soit f P Qpxx1, . . . ,xd`1y,
alors par l’exercice 4.12 on peut écrire

f “
ÿ

ně0

fnpx1, . . . ,xdqxn
d`1. (150)

On a en particulier que || fn|| ď || f || pour tout n ě 0. De sorte que

f pxq ´ f pyq “ f0px1, . . . ,xdq ´ f0py1, . . . ,ydq `
ÿ

ně1

fnpx1, . . . ,xdqxn
d`1 ´ fnpy1, . . . ,ydqyn

d`1. (151)

Le premier terme a sa valeur absolue majorée par || f0|| |x ´ y| par hypothèse de récurrence. On
majore ensuite chacun des termes de la somme comme suit. On note px pour px1, . . . ,xdq et de même
pour py.

fnppxqxn
d`1 ´ fnppyqyn

d`1 “ fnppxqpxn
d`1 ´ yn

d`1q ` yn
d`1p fnppxq ´ fnppyqq. (152)

Comme pxn
d`1 ´yn

d`1q “ px´yqu avec u P Zp on a que le premier terme a une valeur absolue ď || fn|| ¨

||px|| ¨ |xd`1 ´ yd`1| ď || f || ¨ ||x ´ y||. Le second terme a une valeur absolue majorée par hypothèse de
récurrence par

ď || f || ¨
ˇ

ˇyn
d`1

ˇ

ˇ ||px ´py|| ď || f || ¨ ||x ´ y|| . (153)
□

PROPOSITION 4.10. Soit g P Qpxxy et f “ p f1, . . . , fdq P Zpxxyd , alors

g ˝ f “ gp f1pxq, . . . , fdpxqq P Qpxxy. (154)

Et de plus,
||g ˝ f || ď ||g|| ¨ || f || . (155)

DÉMONSTRATION. On écrit g “
ř

I aIxI , alors on a formellement

gp f1, . . . , frq “
ÿ

I

aI f i1
1 ¨ ¨ ¨ f id

d . (156)

On pose hk “
ř

|I|ďk aI f i1
1 ¨ ¨ ¨ f id

d . C’est un élément de Qpxxy car c’est un polynôme en les f1, . . . , fd

et Qpxxy est une algèbre de Banach. Comme l’algèbre est complète il suffit de montrer que hk est
une suite de Cauchy. Or, pour tout m ě n, on a

||hm ´ hn|| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

n`1ď|I|ďm

aI f i1
1 ¨ ¨ ¨ f id

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
|I|ěn`1

|aI| . (157)
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La dernière inégalité vient de l’exercice 4.7 et du fait que pour tout j “ 1, . . . ,d,
ˇ

ˇ f j
ˇ

ˇ ď 1. Comme
max|I|ěn`1 |aI| Ñ 0 quand n Ñ `8, c’est bien une suite de Cauchy. L’inégalité sur la norme de

Gauss vient du fait que comme || f || ď 1 on a que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
f i1
1 ¨ ¨ ¨ f i j

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
ď || f || . □

EXERCICE 4.11. Montrer que la proposition est fausse si par exemple f est la translation par un
élément de norme ą 1.

EXERCICE 4.12. Montrer que si z1, . . . ,zr P Zp avec r ď d, alors on a une application d’évalua-
tion Qpxx1, . . . ,xdy Ñ Qpxxr`1, ¨ ¨ ¨ ,xdy donnée par

f pz1, . . . ,zr,xr`1, . . . ,xdq “
ÿ

I

aIz
i1
1 ¨ ¨ ¨zir

r xir`1
r`1 ¨ ¨ ¨xid

d . (158)

Montrer également qu’on peut écrire

f “
ÿ

kě0

fkpx1, . . . ,xd´1qxk
d (159)

avec fk P Qpxx1, . . . ,xd´1y.

PROPOSITION 4.13. Si f : Zd
p Ñ Qp est analytique et nulle sur un ouvert, alors f “ 0. En

particulier, si deux éléments f ,g P Qpxxy induisent la même fonction sur Zd
p, alors f “ g.

DÉMONSTRATION. Soit f P Qpxxy. On montre le résultat par récurrence. Soit U un ouvert sur
lequel f s’annule. Soit d “ 1, on peut supposer quitte à translater que 0 P U par la proposition 4.10.
On a alors que f ptq “ 0 pour tout t de valeur absolue assez petite et par le théorème 4.5 on a que
f “ 0. Maintenant supposons d ě 2 et que le résultat soit vrai pour d ´ 1, alors on écrit

f “
ÿ

kě0

fkpx1, . . . ,xd´1qxk
d. (160)

On peut supposer quitte à translater que p0, . . . ,0q P U . Il existe donc ε ą 0 tel que que f pz1, . . . ,zdq “

0 pour tout zi P Zp tel que |zi| ď ε. Prenons z1, . . . ,zd´1 P Zp de valeur absolue ď ε. On a

f pz1, . . . ,zd´1,xdq “
ÿ

kě0

fkpz1, . . . ,zd´1qxk
d P Qpxxdy. (161)

Cette fonction analytique va de Zp dans Zp et est nulle sur le disque Dp0,εq. Par Strassman on a
que pour tout k ě 0, fkpz1, . . . ,zd´1q “ 0. On a donc que pour tout k ě 0, la fonction analytique
fk : Zk´1

p Ñ Zp est nulle sur le polydisque Dp0,εqd´1. Par hypothèse de récurrence on a que pour
tout k ě 0, fk “ 0 et donc f “ 0.

La deuxième assertion de la proposition vient du fait que f ´ g induit la fonction nulle sur
Zd

p. □
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4.3. Difféomorphismes analytiques. Par la proposition 4.10 on a une application de composi-
tion bien définie

Zpxx1, . . . ,xny
m

ˆ Zpxy1, . . . ,ymy
l

Ñ Zpxx1, . . . ,xny
l. (162)

En prenant n “ m “ l on obtient un monoide pour la loi de composition. Un difféomorphisme ana-
lytique est un élément inversible dans ce monoide. C’est à dire que f : Zd

p Ñ Zd
p est un difféomor-

phisme analytique si f P Zpxxyd et il existe g P Zpxxyd tel que f ˝g “ g˝ f “ id. On note DiffanpZd
pq

l’ensemble des difféomorphismes analytiques de Zd
p.

PROPOSITION 4.14. Soient f ,g,h P Zpxxyd , alors

(1) ||g ˝ f || ď ||g||.

(2) Si f P DiffanpZd
pq, alors ||g ˝ f || “ ||g||.

(3) ||g ˝ pid`hq ´ g|| ď ||h||.

(4)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ f ´1 ´ id
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ “ || f ´ id|| si f P DiffanpZd
pq.

DÉMONSTRATION. On a que si g P Zpxxyd , alors g
||g||

P Zpxxyd et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g
||g||

˝ f
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1. (163)

On a donc la première assertion. La deuxième assertion vient du fait que g “ g ˝ f ˝ f ´1. Pour
l’assertion (3), on écrit h “ ph1, . . . ,hdq avec ||hi|| ď ||h|| et on a

g ˝ pid`hq “ g ` A1phq `
ÿ

kě2

Akphq (164)

où Ak est un polynôme homogène de degré k à d variables à coefficients dans Zp. D’où

||g ˝ pid`hq ´ g|| ď ||h|| . (165)

Enfin pour la dernière assertion on a par (2) que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ f ´1 ´ id
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ “ ||id´ f ||. □

Soit c ą 0, on définit

Diffan
c pZd

pq “

"

f P Diffan
pZd

pq : || f ´ id|| ď
1
pc

*

. (166)

PROPOSITION 4.15. Pour tout c ą 0, on a que Diffan
c pZd

pq est un sous-groupe distingué de
DiffanpZd

pq.

DÉMONSTRATION. Cela découle de la proposition 4.14. □

PROPOSITION 4.16. Pour tout f P DiffanpZd
pq on a que || f || “ 1 et pour tout x,y P Zd

p on a

|| f pxq ´ f pyq|| “ ||x ´ y|| . (167)

En particulier, DiffanpZd
pq agit par isométrie sur Zd

p.
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4.4. Expansion de Mahler. Lorsqu’on a une série entière à une variable f pzq “
ř

n anzn, on
sait que

an “
f pnqp0q

n!
. (168)

Mahler s’est inspiré de cette écriture pour obtenir une formule équivalent en p-adique. On définit
l’opérateur de différentiation discrète de la façon suivante. Pour toute fonction f : Zp Ñ Qp

∇ f pxq “ f px ` 1q ´ f pxq. (169)

Considérons également les fonctions tirés des coefficients binomiaux. On définit

@x P Zp,

ˆ

x
n

˙

“
xpx ´ 1q ¨ ¨ ¨ px ´ n ` 1q

n!
. (170)

Notez que
`x

n

˘

P Qpxxy car c’est une fonction polynomiale et de plus pour tout k P N, la fonction
`x

n

˘

évaluée en k vaut bien
`k

n

˘

. On a de plus que φpNq Ă N pour φ “
`x

n

˘

. De plus on a la formule

∇

ˆ

x
i

˙

“

ˆ

x
i ´ 1

˙

, i ě 1 et ∇

ˆ

x
0

˙

“ 0. (171)

En effet, nous sommes en train d’écrire une égalité de fonctions analytiques. Ces relations sont vraies
lorsque x P N Ă Zp. Comme N est infini on a par le principe des zéros isolés que ces deux fonctions
analytiques coincident.

PROPOSITION 4.17. Soit M un groupe abélien et f : N Ñ M une fonction quelconque. Il existe
une unique suite pmiq Ă M telle que

f pxq “
ÿ

iě0

mi

ˆ

x
i

˙

. (172)

De plus on a mi “ ∇i f p0q.

DÉMONSTRATION. Notons tout d’abord que pour tout i ě x,
`x

i

˘

“ 0 donc ces sommes sont
finies. En évaluant en 0 on a

f p0q “ m0. (173)

On voit de plus que

∇
k f pxq “

ÿ

iěk

mi

ˆ

x
i ´ k

˙

. (174)

De sorte que mk “ ∇k f p0q. Donc les mk sont entièrement caractérisés par f , ceci prouve l’unicité.
Réciproquement soit f : N Ñ M, on pose g “

ř

kě0 ∇k f p0q
`x

k

˘

et on montre que f “ g. Posons
φ “ f ´ g. On a par construction que φp0q “ 0 et pour tout k ě 1

∇
k
φp0q “ ∇

k f p0q ´ ∇
kgp0q “ 0. (175)
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On en déduit que φp1q ´ φp0q “ φp1q “ 0. Montrons que φpkq “ 0 par récurrence sur k. On montre
par récurrence que pour tout k ě 0,

∇
k
φpxq “ φpx ` kq `

k´1
ÿ

l“0

blφpx ` lq (176)

avec bl P Z. En effet, c’est vrai pour k “ 0,1. Et on a

∇
k`1

φpxq “ ∇
k
φpx ` 1q ´ ∇

k
φpxq “ φpx ` k ` 1q `

k´1
ÿ

l“0

blφpx ` 1 ` lq ´ φpx ` kq ´

k´1
ÿ

l“0

blφpx ` kq

“ φpx ` k ` 1q `

k
ÿ

l“0

ckφpx ` lq.

(177)

Donc la formule est vraie par récurrence. Supposons avoir montré que pour tout l ď k,φplq “ 0, alors
par la formule (176) on a

0 “ ∇
k`1

φp0q “ φpk ` 1q. (178)

D’où le résultat. □

EXERCICE 4.18. Montrer que si φ : N Ñ M est une fonction vers un groupe abélien, alors

@k ě 0,∇k
φp0q “

k
ÿ

i“0

ˆ

k
i

˙

p´1q
i
φpk ´ iq. (179)

On énonce maintenant les deux théorèmes de Mahler.

THÉORÈME 4.19. Soit f : Zp Ñ Qp une fonction continue et définissons ak “ ∇k f p0q, on a alors
que |ak| Ñ 0 et la série

ř

k ak
`

¨

k

˘

converge uniformément vers f sur Zp. De plus,

sup
Zp

| f | “ sup
kě0

|ak| . (180)

THÉORÈME 4.20. Soit f : N Ñ Qp une fonction. On définit ak “ ∇k f p0q. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(1) |ak| Ñ 0 quand k Ñ `8.

(2) La série de Mahler
ř

kě0 ak
`

¨

k

˘

converge uniformément sur Zp.

(3) f admet un prolongement continu f : Zp Ñ Qp.

(4) f est uniformément continue (pour la topologie p-adique sur N).

(5) supN
ˇ

ˇ∇k f
ˇ

ˇ Ñ 0 quand k Ñ `8.
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4.5. Flots et théorème de Bell-Poonen. On définit maintenant la notion de flot comme en géo-
métrie différentielle. Soit d ě 1 un entier. Un flot analytique sur Zd

p est une fonction analytique
Φ P Zpxt,xyd : Zp ˆ Zd

p Ñ Zd
p telle que

(1) Φp0, ¨q “ id.
(2) Pour tout s, t P Zp,Φps ` t, ¨q “ Φps,Φpt, ¨qq “ Φpt,Φps, ¨qq.

Pour t P Zp on notera Φt :“ Φpt, ¨q P Zpxxyd . On a en fait pour tout t P Zp,Φt P DiffanpZd
pq car

Φt ¨ Φ´t “ id. Et si f “ Φ1, on a que

@k P Z, f k
“ Φk. (181)

On va montrer maintenant le théorème de Bell-Poonen qui énonce le fait suivant : si f : Zd
p Ñ Zd

p
est une fonction analytique qui n’est pas très loin de l’idendité, alors f est un difféomorphisme et il
existe un unique flot analytique Φ1 “ f .

THÉORÈME 4.21. Soit c ą 1
p´1 et soit f P Zpxxyd tel que || f ´ id|| ď |p|

c, alors f P Diffan
c pZd

pq

et il existe un unique flot analytique Φ P Zpxt,xyd tel que

Φ1 “ f . (182)

DÉMONSTRATION. Montrons tout d’abord l’unicité. Soit x P Zd
p et soit Φ1,Φ2 deux flots qui

vérifient le théorème. Alors on a pour tout k P N

Φ1pk,xq “ Φ2pk,xq “ f k
pxq. (183)

Donc la fonction analytique t P Zp ÞÑ Φ1pt,xq ´ Φ2pt,xq vaut l’origine une infinité de fois. Par le
principe des zéros isolés cette fonction est constante égale à l’origine. Donc pour tout t P Zp,x P Zd

p

Φ1pt,xq “ Φ2pt,xq. (184)

Ceci implique l’égalité des séries associées par la proposition 4.13. Montrons l’existence maintenant.
Pour trouver comment construire Φ on va se baser sur les séries de Mahler. Si on fixe x P Zd

p, alors
on veut construire une fonction φ : Zp Ñ Zd

p telle que pour tout k P N,φpkq “ f kpxq et φp0q “ x. Par
la proposition 4.17 cette fonction a une unique écriture sous la forme

φptq “
ÿ

kě0

∇
k
φp0q

ˆ

t
i

˙

. (185)

Analysons les coefficients de cette somme. On a φp0q “ x, puis ∇φp0q “ φp1q ´ φp0q “ f pxq ´ x.
Ensuite ∇2φp0q “ φp2q ´ 2φp1q ´ φp0q. Définissons l’opérateur ∆ qui vaut

@g P Zpxxy
d,∆gpxq “ gp f pxqq ´ gpxq. (186)

LEMME 4.22. Pour tout x P Zd
p, si φx : N Ñ Zd

p est définie par φxplq “ f lpxq, alors

@k ě 0, ∇
k
φxp0q “ ∆

k
pidqpxq. (187)
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DÉMONSTRATION. En effet, c’est vrai pour k “ 0,1. Montrons le résultat par récurrence. On a

∇
k
φxp0q “ ∇p∇

k´1
φxqp0q “ ∇

k´1
φxp1q ´ ∇

k´1
φxp0q. (188)

Soit ψ : N Ñ Zd
p définie par ψplq “ φxpl ` 1q, alors on a que

∇
k´1

φxp1q “ ∇
k´1

ψp0q. (189)

Mais ψ “ φ f pxq et on a donc par récurrence que

∇
k´1

ψp0q “ ∆
k´1

pidqp f pxqq. (190)

Et donc
∇

k
φxp0q “ ∆

k´1
pidqp f pxqq ´ ∆

k´1
pidqpxq “ ∆

k
pidqpxq. (191)

Ce qui donne le résultat. □

En définissant ∆kpxq :“ ∆kpidqpxq, il est donc naturel de poser

Φpt,xq “
ÿ

kě0

∆
k
pxq

ˆ

t
k

˙

. (192)

Chaque terme est un élément de Zpxt,xy, il faut montrer que la série est convergente.

LEMME 4.23. On a pour tout k ě 0,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
∆

k
pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
pkc (193)

DÉMONSTRATION. C’est vrai si k “ 0,1. Montrons le résultat par récurrence. Posons h “ ∆k´1pxq.
On a alors que h “ pmg avec m ě pk ´ 1qc et g P Zpxxyd . Et alors

∆
k
pxq “ hp f pxqq ´ hpxq “ pm

pgp f pxqq ´ gpxqq . (194)

Maintenant on peut écrire f pxq “ x ` pawpxq avec a ě c et w P Zpxxyd . Écrivons

gpxq “ A0 ` A1pxq `
ÿ

lě2

Alpxq (195)

où Ai est la partie homogène de degré i. On a alors

gp f pxqq “ A0 ` A1pxq ` paA1pwpxqq `
ÿ

lě2

Alpx ` pawpxqq “ gpxq ` paupxq (196)

avec u P Zpxxyd . On a donc que gp f pxqq ´ gpxq “ paupxq et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
∆

k
pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
ď
ˇ

ˇpm`aˇ
ˇ ď

1
pkc . (197)

□



4. ANALYSE p-ADIQUE 31

On a de plus que pour tout k ě 1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

p´ k
p´1

. (198)

En effet, on a vu en exercice que

vppn!q “
ÿ

kě1

Z

n
pk

^

ď
ÿ

kě1

n
pk “

n
p ´ 1

. (199)

Maintenant si || f ´ id|| ď 1
pc avec c ą 1

p´1 on a par le lemme 4.23 que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∆kpxq

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

pkpc´ 1
p´1 q

ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

0. (200)

On a donc que la série définissant Φpt,xq est convergente et définit bien une fonction analytique de
Zp ˆ Zd

p Ñ Zd
p. Montrons que c’est un flot. Soit x P Zd

p et n P N, on a que

Φpn,xq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n
k

˙

∆
k
pidqpxq “ pid`∆q

n
pidqpxq “ f n

pxq. (201)

On a donc que pour tout s, t P N entiers

Φps ` t,xq “ f s`t
pxq “ f s

p f t
pxqq “ f t

p f s
pxqq. (202)

Donc
Φps ` t,xq “ Φps,Φpt,xqq “ Φpt,Φps,xqq. (203)

Si on fixe la variable s, on a deux fonctions analytiques de t qui coincident pour tout t P N donc
les fonctions sont égales sur Zp. Maintenant à t P Zp fixé, on a une égalité entre deux fonctions
analytiques de la variable s qui est vrai sur N qui est infini donc par les zéros isolés, l’égalité est
vraie pour s P Zp. Et on a bien également que pour tout x P Zd

p,Φp0,xq “ x. En particulier on obtient
que f P Diffan

c pZd
pq car Φ1 “ f et Φ´1 “ f ´1. □

On dira que f P DiffanpZd
pq est contenu dans un flot s’il existe un flot analytique φt tel que φ1 “ f .

REMARQUE 4.24. On remarque que si p ě 3, alors la condition est que c ą 1
p´1 ě 1

2 . En parti-
culier, c “ 1 vérifie les hypothèses et on a donc que tout élément de Diffan

1 pZd
pq est contenu dans un

flot.

COROLLAIRE 4.25. Soit f P DiffanpZd
pq un difféomorphisme contenu dans un flot, si f ‰ id alors

f est d’ordre infini. En particulier si p ě 3, alors Diffan
1 pZd

pq est sans torsion.

DÉMONSTRATION. Soit φt le flot analytique tel que φ1 “ f . Supposons que f N “ id pour un
certain N ‰ 0. Soit x P Zd

p, on considère l’application analytique

evx : t P Zp ÞÑ φtpxq. (204)
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On a que evxpNZq “ txu, par le principe des zéros isolés cela implique que evx est constante égale à
x et donc f pxq “ evxp1q “ x.

Si p ě 3, alors par le théorème de Bell-Poonen on a que tous les éléments de Diffan
1 pZd

pq sont
contenus dans un flot et donc sans torsion. □

On montre maintenant que la condition de congruence n’est pas restrictive.

PROPOSITION 4.26. Soit G Ă DiffanpZd
pq un sous-groupe, il existe G0 Ă G1 un sous-groupe d’in-

dice fini tel que G0 fixe toutes les boules U de rayons 1{p de Zd
p et de plus pour chaque boule U on

peut trouver des coordonnées sur U » Zd
p tel que G0|U Ă Diffan

1 pUq.

DÉMONSTRATION. On a que G agit sur les boules de rayon 1
p2 . De plus, pour tout g P G et pour

x P t0, . . . , p ´ 1u
d , on peut regarder la différentielle Dxpgq de g en x. Cela donne un homomorphisme

de groupes
G Ñ BijppZ{p2Zq

d
q ˆ

ź

t0,...,p´1u
d

GLdpZ{pZq (205)

dont l’image est un groupe fini. Soit G0 le noyau de ce morphisme, c’est un sous-groupe d’indice fini
et G0 fixe toutes les boules de rayon 1{p2 et donc aussi celle de rayon 1{p. Soit U “ Bpx0,

1
pq “ pZp

avec x0 P t0, . . . , p ´ 1u
d , en conjugant G0 par la translation par x0 et en notant yi ` x0piq “ xi on a

que dans les coordonnées y1, . . . ,yd “ y, tout g P G0 est de la forme

gpyq “ p2B0 ` A1pyq `
ÿ

kě2

Akpyq (206)

avec Ai la partie homogène de degré i. On a alors que

1
p

gppyq “ pB0 ` A1pyq `
ÿ

kě2

pk´1Akpyq. (207)

On voit donc que gpUq “ U et de plus si on note zi “ pyi les coordonnées sur U on voit que g : U Ñ U
est analytique en les coordonnées z1, . . . ,zd . On voit de plus que g|U “ id|U mod p. □

Ceci conclut la partie du cours sur l’analyse p-adique ou en tout cas tout a été introduit pour
prouver les principaux résultats du cours.

5. Des automorphismes polynomiaux aux difféomorphismes analytiques

Les théorèmes qu’on cherche à démontrer concerne les automorphismes polynomiaux de l’es-
pace affine Cn. Il faut donc montrer comment on passe de transformations polynomiales sur C à des
transformations analytiques sur Zd

p. On va tout d’abord montrer que tout corps de type fini sur Q
se plonge dans Qp pour une infinité de nombres premiers p. Pour cela on va utiliser le lemme de
Hensel, mais nous avons besoin d’introduire la notion de discriminant.
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5.1. Le discriminant d’un polynôme. Soit A un anneau et P,Q P ArXs de degré n et m respec-
tivement. On note ArXsďl l’ensemble des polynômes de degré ď l, c’est un A-module (i.e stable par
multiplication par A et stable par somme). On note φP,Q l’application linéaire

φP,Q P pU,V q P ArXsďm´1 ˆ ArXsďn´1 ÞÑ UP `V Q P ArXsn`m´1. (208)

Si on considère au départ la base
`

pXm´1,0
q, . . . ,p1,0q,p0,Xn´1

q, . . . ,p0,1q
˘

(209)

et à l’arrivée la base
`

Xn`m´1, . . . ,1
˘

(210)

alors la matrice de φP,Q est donnée par

MP,Q :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

an 0 ¨ ¨ ¨ 0 bm 0 ¨ ¨ ¨ 0

an´1 an
. . .

...
... bm

. . .
...

... an´1
. . . 0

...
. . . 0

...
...

. . . an b1 bm

a0 an´1 b0
. . .

...
...

0
. . .

... 0
. . . b1

...
...

. . . a0
...

...
. . . b0 b1

0 ¨ ¨ ¨ 0 a0 0 ¨ ¨ ¨ 0 b0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (211)

On définit le résultant RpP,Qq comme le déterminant de cette matrice. On a que

RpP,Qq “ p´1q
nmRpQ,Pq. (212)

LEMME 5.1. Soit A un anneau et I un idéal de A et P,Q P ArXs de sorte que si on note P et Q
leur image dans A{IrXs, alors degP “ degP et degQ “ degQ. On a la relation suivante entre les
résultats et le passage au quotient :

RA{IpP,Qq “ RApP,Qq mod I. (213)

DÉMONSTRATION. Il est clair que la matrice de φP,Q est MP,Q. Le résultat vient du fait que le
déterminant est un polynôme en les coefficients de la matrice. □

PROPOSITION 5.2. Si A est un anneau factoriel, on a que RpP,Qq ‰ 0 si et seulement si P et Q
sont premiers entre eux.
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DÉMONSTRATION. Notez que si A est factoriel, alors Arxs est factoriel on peut donc parler de
polynômes premiers entre eux. Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, alors ils ont un facteur
commun C et on a que

φP,Q pQ{C,´P{Cq “ 0. (214)
L’application linéaire φP,Q n’est donc pas injective et son déterminant est donc nul. Réciproquement,
si le résultant est nul, alors φP,Q n’est pas injective et donc on peut écrire

UP “ V Q (215)

avec UV ‰ 0. Si P et et Q était premiers entre eux, on aurait alors par le lemme de Gauss que P
divise V mais c’est absurde car degV ă degP. □

Soit A un anneau intègre et soit P P ArXs un polynôme de degré n et tel que degP1 “ n ´ 1, on
définit le discriminant de P par

∆pPq :“ p´1q
npn´1q

2 RpP,P1
q (216)

5.2. Un théorème de changement de base. On va maintenant montrer que tout corps de type
fini sur Q se plonge dans une infinité de Qp. On commence par le lemme suivant.

LEMME 5.3. Soit P P Zrxs un polynôme à coefficients entiers, alors il existe une infinité de
nombres premiers p tel que P a une racine modulo p.

DÉMONSTRATION. En effet si ce n’était pas le cas, alors il existerait un nombre fini de nombres
premiers p1, . . . , pr tel que pour tout n P Z,Ppnq “ p´1qεpnq pα1pnq

1 ¨ ¨ ¨ pαrpnq
r . Soit M ą 0, on a alors

qu’il existe une constante C tel que

|PpZq X r´M,Ms| ď C degPplogMq
r. (217)

En effet, on a

|Ppnq| ď M ñ @i,αipnq ď
1
pi

logM. (218)

Comme chaque point z P C a au plus degP préimages cela donne bien la borne voulue. Maintenant
P est de la forme

Ppxq “ cxdegP
` a1xdegP´1

` ¨¨ ¨ ` adegP. (219)
On voit donc que lorsque M Ñ `8, on a

|PpZq X r´M,Ms| ě βM1{degP (220)

avec β ą 0 ce qui est absurde. □

THÉORÈME 5.4. Soit K un corps de type fini sur Q et S Ă K une partie finie. Il existe une infinité
de nombres premiers p tels que

(1) Il existe un plongement ιp : K ãÑ Qp.

(2) ιppSq Ă Zp.
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DÉMONSTRATION. Soit d “ tr.degK{Q. Par le théorème de l’élément primitif il existe t1, . . . , td P

K algébriquement indépendant et θ P K tel que

K “ Qpt1, . . . , tdqpθq. (221)

Soit f pxq “ f pt1, . . . , td;xq P Qpt1, . . . , tdqrxs le polynôme minimal de θ sur Qpt1, . . . , tdq, quitte à
multiplier par les dénominateurs, on peut supposer que f pxq P Zrt1, . . . , tdsrxs. Soit ∆pt1, . . . , tdq P

Zrt1, . . . , tds le discriminant de f par rapport à la variable x. Pour tout s P S, on a que s “ gspθq avec
gspxq P Qpt1, . . . , tdqpxq. On choisit des polynômes Bspt1, . . . , tdq P Zrt1, . . . , tds de sorte que Bsgs P

Zrt1, . . . , tdsrxs. On note également As P Zrt1, . . . , tds le résultant Rp f ,Bsgsq par rapport à la variable
x.

On choisit des entiers a1, . . . ,ad de sorte que

(1) ∆pa1, . . . ,adq ‰ 0 ;

(2) f pa1, . . . ,ad,xq est un polynôme non constant.

(3) Bspa1, . . . ,adq ‰ 0 pour tout s P S.

(4) Aspa1, . . . ,adq ‰ 0 pour tout s P S.

On choisit un nombre premier p tel que

(1) Bspa1, . . . ,adq ‰ 0 mod p pour tout s P S.

(2) ∆pa1, . . . ,adq ‰ 0 mod p.

(3) Aspa1, . . . ,adq ‰ 0 mod p.

(4) f pa1, . . . ,ad;xq a une racine modulo p et a le même degré modulo p.

Les trois premières conditions sont vérifiées dès que p est assez grand et la dernière est vérifiée pour
une infinité de nombres premiers p par le lemme précédent.

Comme Zp n’est pas dénombrable on peut trouver µ1, . . . ,µd P Zp algébriquement indépendants.
Posons alors

gpxq “ f pa1 ` pµ1, . . . ,ad ` pµd;xq P Zprxs. (222)

On a que g a une racine modulo p. Comme ∆pa1, . . . ,adq ‰ 0 mod p et que le degré ne chute pas
modulo p on a par le lemme 5.1 et la proposition 5.2 que g mod p et g1 mod p n’ont pas de racine
communes. Par le lemme de Hensel on a alors que g admet une racine θ̃. On définit le plongemnet
ιp : K ãÑ Qp par

ιpptiq “ ai ` pµi, ιppθq “ θ̃. (223)

Enfin les conditions sur As et Bs impliquent que les éléments de s sont envoyés dans Zp. En effet, on
a

s “ Bspt1, . . . , tdq
´1Bspt1, . . . , tdqgspθq. (224)

On a que ιpBsq P Zˆ
p car il est ‰ 0 mod p et comme As ‰ 0, on a que θ̃ n’est pas une racine de gs ce

qui donne bien que s P Zp. □
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5.3. Preuve du théorème 1.5. On peut maintenant démontrer le théorème de Bell, Ghioca et
Tucker énoncé au début de ce cours.

THÉORÈME 5.5. Soit f P AutpCdq un automorphisme polynomial, soit x P Cd et V Ă Cd une
sous-variété. L’ensemble

tn P Z : f n
pxq P V u (225)

est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

DÉMONSTRATION. La sous-variété V Ă Cd est définie par des polynômes P1, . . . ,Pr. Soit S Ă C
l’ensemble fini contenant les coefficients de f et de f ´1, les coefficients des polynômes Pi et les
coordonnées de x. On considère un nombre premier p ě 3 et un plongement du corps K “ QpSq

dans Qp donné par le théorème 5.4 de sorte que S Ă Zp. On a alors que le sous-groupe engendré par
f est contenu dans DiffanpZd

pq. Par la proposition 4.26, il existe un entier N0 tel que f ˘N0 préserve
toutes les boules U de rayon 1{p et tel que en changeant les coordonnés on a que x f N0y Ă Diffan

1 pUq.
Pour k “ 0, . . . ,N0 ´ 1, on note Uk la boule de rayon 1{p contenant f kpxq. Soit z “ z1, . . . ,zn des
coordonnées sur Uk telles que x f N0y Ă Diffan

1 pZd
pq. Par le théorème de Bell-Poonen, il existe un

unique flot analytique Φkpt;zq qui interpole les itérés de f N0 sur Uk. Soit φk : t P Zp ÞÑ Φkpt, f kpxqq,
c’est une fonction analytique de Zp Ñ Zd

p. On a pour tout ℓ P Z,

f ℓN0`k
pxq P V ô @i “ 1, . . . ,r, Pipφkpℓqq “ 0. (226)

Mais pour tout i “ 1, . . . ,r, t ÞÑ Pipφkptqq est une fonction analytique de Zp vers Qp donc elle n’a
qu’un nombre fini de zéros ou bien elle est constante égale à zéro par le principe des zéros isolés.
On voit donc que

Γk :“ tm P ℓZ ` k : f m
pxq P V u (227)

est ou bien fini ou bien la progression arithmétique ℓZ ` k. Comme

tm P Z : f m
pxq P V u “

ď

kP0,...,N0´1

Γk (228)

on a le résultat. □

6. Application pour l’étude de l’action de groupes sur des variétés algébriques

6.1. Champs de vecteurs analytiques. On a vu en exercice l’opérateur de dérivation par rap-
port à la i-ème variable Bi : Qpxxy Ñ Qpxxy. Un champ de vecteurs analytiques sur Zp est un objet
X de la forme

Xpxq “
ÿ

i

uipxqBi (229)

avec uipxq P Zpxxy. On écrit ΘpZd
pq pour l’espace des champs de vecteurs analytiques sur Zd

p, c’est
un Zp-module (ou un Qp-espace vectoriel). Un champ de vecteurs induit une dérivation sur Qpxxy
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par
Xp f q “

ÿ

i

uipxqBi f pxq. (230)

C’est à dire que
Xp f ` gq “ Xp f q ` Xpgq et Xp f gq “ gXp f q ` f Xpgq. (231)

EXERCICE 6.1. Montrer que si deux champs de vecteurs induisent la même dérivation, alors ils
sont égaux. C’est à dire que si pour tout f P Zpxxyd,Xp f q “ Y p f q, alors X “ Y .

EXERCICE 6.2. Montrer que pour tout x P Zd
p,

Xp f qpxq “
d
dt |t“0

f px1 ` tu1pxq, . . . ,xd ` tudpxqq . (232)

Montrer en fait que pour toute fonction analytique ϕ : Zp Ñ Zd
p telle que φp0q “ x et φ1p0q “

pu1pxq, . . . ,udpxqq on a

Xp f qpxq “
d
dt |t“0

f pφptqq. (233)

6.1.1. Crochet de Lie. On définit le crochet de Lie de deux champs de vecteurs par si X “
ř

i uiBi
et Y “

ř

i viBi, alors
rX ,Y s “

ÿ

j

w jB j (234)

où

w j “

d
ÿ

i“1

ˆ

ui
Bv j

Bxi
´ vi

Bu j

Bxi

˙

. (235)

EXERCICE 6.3. Montrer que si f : Zd
p Ñ Zp est une fonction analytique, alors

rX ,Y sp f q “ XpY p f qq ´Y pXp f qq. (236)

On dit que X et Y commutent si rX ,Y s “ 0. C’est équivalent à ce que les applications de dériva-
tions associées commutent.

6.1.2. Champs de vecteurs associés à un flot. Soit Φ : Zp ˆZd
p Ñ Zd

p un flot analytique, on peut
définir le flot associé à φ par

XΦpxq :“
BΦt

Bt |t“0
pxq. (237)

Plus précisement si on écrit Φpt,xq “ pφ1pt,xq, . . . ,φdpt,xqq, alors

Xφpxq “
ÿ

i

Btφip0,xqBi. (238)
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On a alors la formule suivante :

@x P Zd
p,@t P Zp, XpΦtpxqq “

B

Bt
Φtpxq. (239)

Autrement dit, le long de la courbe analytique t ÞÑ Φtpxq, le champ de vecteur X en Φtpxq est donné
par le vecteur tangent à la courbe.

Soit ϕ P DiffanpZd
pq, alors ϕ agit sur les champs de vecteurs par tiré-en-arrière :

ϕ
˚Xpxq “ Dϕpxqϕ

´1
pXpϕpxqqq. (240)

Pour établir cette formule on fait l’identification suivante. On a que ΘpZd
pq “ Zpxxyd et si g P Zpxxyd ,

l’application différentielle qui à x P Zd
p associe la matrice Dxg est donnée par

Dxg “ pBi f jpxqq1ďi, jďd. (241)

En particulier, c’est une application analytique de Zd
p vers MdpZpq » Zd2

p .

EXERCICE 6.4. Montrer que pour toute fonction analytique f ,

ϕ
˚Xp f qpxq “ Xp f ˝ ϕ

´1
qpϕpxqq. (242)

PROPOSITION 6.5. Soit ϕ un difféomorphisme analytique et X ,Y deux champs de vecteurs, alors

ϕ
˚
rX ,Y s “ rϕ

˚X ,ϕ˚Y s . (243)

DÉMONSTRATION. On a vu que pour toute fonction analytique f , on a

ϕ
˚Xp f q “ Xp f ˝ ϕ

´1
q ˝ ϕ. (244)

On a donc

ϕ
˚
rX ,Y sp f q “ rX ,Y sp f ˝ ϕ

´1
q ˝ ϕ “ X

`

Y
`

f ˝ ϕ
´1˘˘

˝ ϕ ´Y
`

X
`

f ˝ ϕ
´1˘˘

˝ ϕ. (245)

Analysons le premier terme, on a

X
`

Y
`

f ˝ ϕ
´1˘˘

˝ ϕ “ X
`

Y
`

f ˝ ϕ
´1˘

˝ ϕ ˝ ϕ
´1˘

˝ ϕ “ X
`

ϕ
˚Y p f q ˝ ϕ

´1˘
˝ ϕ “ ϕ

˚X pϕ
˚Y p f qq .

(246)
De même le second terme vaut ´ϕ˚Y pϕ˚pXqp f qq. □

PROPOSITION 6.6. Soit ϕ un difféomorphisme analytique et soit X un champ de vecteurs asso-
ciés à un flot Φ, alors

@x P Zd
p, ϕ

˚Xpxq “
d
dt |t“0

ϕ
´1

˝ Φt ˝ ϕpxq. (247)

Autrement dit le flot associé à ϕ˚X est le flot ϕ´1 ˝ Φt ˝ ϕ et on a pour tout x, t,

ϕ
˚Xpϕ

´1
˝ Φt ˝ ϕq “

d
dt

ϕ
´1

˝ Φt ˝ ϕ. (248)
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DÉMONSTRATION. On a

ϕ
˚Xpxq “ Dϕpxqϕ

´1Xpϕpxqq “ Dϕpxqφ
´1

ˆ

d
dt |t“0

Φtpϕpxqq

˙

. (249)

Et par la formule de la chaîne cela donne

ϕ
˚Xpxq “

d
dt |t“0

ϕ
´1

˝ Φt ˝ ϕpxq. (250)

□

COROLLAIRE 6.7. Soit ϕ un difféomorphisme analytique et X un champ de vecteur associé à un
flot Φ, alors

ϕ
˚X “ X ô @t P Zp,ϕ ˝ Φt “ Φt ˝ ϕ ô ϕ ˝ Φ1 “ Φ1 ˝ ϕ. (251)

DÉMONSTRATION. L’équivalence entre les deux dernières assertions vient du principe des zéros
isolés. Montrons la première, si ϕ et Φt commutent, alors ϕ´1 ˝ Φt ˝ ϕ “ Φt et par la proposition 6.6
on a que ϕ˚X “ X . Réciproquement, si ϕ˚X “ X alors soit x P Zd

p, Par la proposition 6.6 on a que

Xpϕ
´1

˝ Φt ˝ ϕq “
d
dt

ϕ
´1

˝ Φt ˝ ϕ. (252)

Sauf que Φt est aussi solution de cette équation différentielle. Ainsi les flots Ψt :“ ϕ´1 ˝Φt ˝ϕ et Φt
sont tous les deux des flots de X . Mais par unicité locale des solutions des équations différentielles
cela donne que Ψt et Φt doivent coincider pour les petits temps t mais par le principe des zéros isolés
les flots sont égaux pour tout t et on a bien que

ϕ ˝ Φt “ Φt ˝ ϕ. (253)

□

PROPOSITION 6.8. Soit Φt un flot analytique et XΦ son champ de vecteurs associés, alors pour
tout t P Zp

Φ
˚
t X “ X . (254)

Et de plus, Xpx0q “ 0 si et seulement si Φ1px0q “ x0.

DÉMONSTRATION. Soit s P Zp, on a

pΦsq
˚Xpxq “ DΦspxqΦ´s pXpΦspxqqq “ DΦspxqΦ´s

ˆ

BΦ

Bt |t“0
pt ` s,xq

˙

(255)

“
B

Bt |t“0
Φ´spΦpt ` s,xqq (256)

“
BΦt

Bt |t“0
pxq “ Xpxq. (257)

Ceci est équivalent à la formule suivante : pour tout t P Zp

XpΦtpxqq “ DxΦtpXpxqq. (258)
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On voit donc que si Xpx0q “ 0, alors XpΦtpx0qq “ 0 pour tout t P Zp, cela signifie que la dérivée de
t ÞÑ Φtpx0q est nulle. Ainsi t ÞÑ Φtpx0q est constante égale à x0 car elle vaut x0 en t “ 0. Ce qui donne
bien que Φ1px0q “ x0. Réciprioquement si Φ1px0q “ x0, alors alors pour tout t P Zp, on a Φtpx0q “ x0,
en effet par la propriété du flot c’est vrai pour tout temps t P Z et par les zéros isolés cela doit être
vrai pour tout t P Zp. Et donc la dérivée en t est nulle pour tout t. □

PROPOSITION 6.9. Soit Φ un flot analytique et XΦ son champ de vecteurs associés. Soit Y un
champ de vecteur analytique, alors

rX ,Y s “
B

Bt |t“0
Φ

˚
t Y. (259)

DÉMONSTRATION. Soit f une fonction analytique, on a
d
dt |t“0

Φ
˚
t Y p f qpxq “ lim

tÑ0

Φ˚
t Y p f qpxq ´Y p f qpxq

t
“ lim

tÑ0

Y p f ˝ Φ´tqpΦtpxqq ´Y p f qpxq

t
. (260)

On ajoute et retranche Y p f qpΦtpxqq pour obtenir
d
dt |t“0

Φ
˚
t Y p f qpxq “ lim

t

Y p f ˝ Φ´tqpΦtpxqq ´Y p f qΦtpxq

t
`

Y p f qΦtpxq ´Y p f qpxq

t
. (261)

La deuxième limite converge vers XpY p f qq et pour la première on a qu’elle vaut

Φ˚
t Y p f qpxq ´ Φ˚

t Y p f ˝ Φtqpxq

t
“ ´Φ

˚
t Y

ˆ

f ˝ Φtpxq ´ f pxq

t

˙

. (262)

Comme Φ˚
t Y Ñ Y on a que la limite vaut ´Y pXp f qq ce qui donne bien le résultat. □

EXERCICE 6.10. Soit f ,g P Diffan
1 pZd

pq et Φ f ,Φg leurs flots associés et X f ,Xg les champs de
vecteurs associés. Montrer que f et g commutent si et seulement si les flots Φ f ,Φg commutent si et
seulement si les champs de vecteurs X f et Xg commutent.

EXERCICE 6.11. Soit X “
ř

i uiBi un champ de vecteurs. Montrer que rX ,Bds “ 0 si et seulement
si pour tout i,Bdui “ 0, autrement dit X ne dépend pas de la variable xd .

On va maintenant prouver un théorème très important en géométrie différentielle. Le théorème
de redressement des champs de vecteurs. Il nous sera utile pour des arguments de récurrence sur la
dimension. On doit tout d’abord énoncer le théorème d’existence de flot locaux.

THÉORÈME 6.12. Soit f : Zd
p Ñ Zd

p une application analytique et m un point tel que Dm f est
inversible, alors il existe un ouvert U » Zd

p contenant m et un ouvert V » Zd
p et des coordonnées

analytiques sur ces ouverts tels que f : U Ñ V soit un difféomorphisme local. De plus si f pmq “ m
on peut prendre le même ouvert U “ V .

DÉMONSTRATION. On peut supposer que m et f pmq sont l’origine de sorte que f s’écrivent

f pxq “ Apxq `
ÿ

kě2

Akpxq (263)
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où A “ D0 f est une matrice inversible et les Ak sont les termes homogènes de degré k ě 2. On peut
montrer que g admet un inverse dans l’espace des séries formelles et que cet inverse a un rayon de
convergence positif. Soit ℓ ě 1 un entier tel que le rayon de convergence de g soit ď 1

pℓ . On a alors

que g a la même forme que f et alors soit U “ Bp0, 1
pℓ q » Zd

p et munit des coordonnées y1, . . . ,yd de

sorte que l’inclusion ϕ : U Ñ Zd
p est donnée par

ϕpy1, . . . ,ydq “

´

pℓy1, . . . , pℓyd

¯

. (264)

On a alors que

ϕ
´1

˝ f ˝ φpyq “
1
pℓ

f ppℓyq “ Apyq `
ÿ

kě2

pℓ´1Akpyq P Zpxyy (265)

et de même pour ϕ´1 ˝ g ˝ ϕ. □

PROPOSITION 6.13. Soit X un champ de vecteurs analytiques sur Zd
p et m P Zd

p un point. Il existe
un ouvert U » Zd

p contenant m et un difféomorphisme analytique local ϕ : U Ñ Zd
p tel que εϕ˚X soit

un champ de vecteurs analytiques sur U provenant d’un flot analytique pour un certain ε P Zpzt0u.

DÉMONSTRATION. On peut supposer que m “ 0 est l’origine. Trouver un flot local de X revient
à résoudre l’équation différentielle

d
dt

Φtpxq “ XpΦtpxqq et Φ0 “ id . (266)

On peut voir X comme une application analytique de Zd
p vers Zd

p. On a vu en exercice qu’une telle
équation différentielle possède une solution Fpt,xq dans l’espace des séries formelles et qu’elle a un
rayon de convergence positif vu que X a un rayon de convergence positif. Soit pk avec k ě 1 telle
que le rayon de convergence de F soit ě 1

pk . On sait que F est de la forme

Fpt,xq “ x ` tGpt,xq. (267)

Et on a alors que
1
pk Fppkt, pkyq “ y ` t

´

Gppkt, pkyq

¯

P Zpxt;yy. (268)

Soit U “ Bp0, 1
pk q » Zd

p avec coordonnées y1, . . . ,yd . On pose ϕ : U Ñ Zd
p tel que φpy1, . . . ,ydq “

ppky1, . . . , pkydq. On a alors que pour tout y P U ,

ϕ
˚Xpyq “

1
pk Xppkyq. (269)
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et alors si on pose Φpt,yq “ 1
pk Fppkt, pkyq “ ϕ´1 ˝ Fppkt, pkxq on a bien

d
dt

Φpt,yq “
1
pk

d
dt

´

Fppkt, pkxq

¯

“

ˆ

d
dt

F
˙

ppkt, pkyq (270)

“ XpFppkt, pkyqq “ X
´

pk
Φpt,yqq

¯

“ pk
ϕ

˚X pΦpt,yqq . (271)

Donc Φt est bien le flot de pkϕ˚X . □

THÉORÈME 6.14 (Théorème de redressement). Soit X et m P Zd
p un point tel que Xpmq ‰ 0, alors

il existe un ouvert U » Zd
p contenant m et un difféomorphisme analytique local ϕ : U Ñ Zd

p tel que
λφ˚X “ Bd avec λ P Zp.

DÉMONSTRATION. Par la proposition 6.13, il existe un ouvert U » Zd
p et un changement de

coordonnées analytiques telle que εϕ˚X proviennent d’un flot Φ. On suppose à nouveau que m “

0Zd
p

est l’origine. On peut conjuguer Φ et X par une matrice dans SLdpZpq de sorte que Xp0q “

p0, . . . ,0,λq avec un certain λ P Zp. Considérons l’application θ : Zd
p Ñ Zd

p définie par

θpx1, . . . ,xd´1, tq “ Φtppx1, . . . ,xd´1,0qq . (272)

Comme d
dt |t“0θp0, . . . ,0, tq “ Xp0q “ λp0, . . . ,0,1q on a que la différentielle de θ à l’origine est

Diagp1, . . . ,1,λq qui est inversible. Par la théorème d’inversion local on peut trouver une boule ou-
verte V » Zp et des coordonnées locales y1, . . . ,yd telles que ϕ : V Ñ Zd

p soit donné par ϕpyq “ pky.
contenant l’origine tel que θ : V Ñ V soit un difféomorphisme analytique. Maintenant θ˚X n’est peut
être pas à coefficient dans Zp mais un de ses multiples l’est. Soit Yd le champ de vecteurs Bd on a

Ydpyq “
d
dt

py1, . . . ,yd´1,yd ` tq (273)

“
1
pk

d
dt

ppky1, . . . , pkyd´1, pkyd ` pktq (274)

“
1
pk

d
dt

θ
´1

˝ Φpkt

´

θ

´

pky1, . . . , pkyd

¯¯

(275)

“
d
dt

´

ϕ
´1

˝ θ
´1

˝ Φpkt ˝ θ ˝ φ

¯

pyq (276)

“ θ
˚
ϕ

˚X . (277)

□

6.2. Groupes nilpotents. Soit G un groupe. Si a,b P G, on définit le commutateur de a et b par

ra,bs “ aba´1b´1. (278)

Si A,B Ă G sont deux sous-groupes on définit rA,Bs comme le sous-groupe engendré par

tra,bs : a P A,b P Bu . (279)
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On définit la suite dérivée d’un groupe comme la suite de sous-groupe Gpkq définie par

Gp0q “ G, Gpk`1q “
“

Gpkq,Gpkq

‰

. (280)

En particulier le sous-groupe dérivé de G est le groupe DpGq :“ Gp1q “ rG,Gs.

EXERCICE 6.15. Montrer que si a,b,g P G, alors

gra,bsg´1
“
“

gag´1,gbg´1‰ . (281)

En déduire que DpGq est un sous-groupe distingué de G. Montrer que tout sous-groupe distingué
H Ă G tel que G{H est abélien contient DpGq.

On définit la suite centrale d’un groupe G par

Gp0q
“ G, Gpk`1q

“ rG,Gpkq
s. (282)

DÉFINITION 6.16. On dit qu’un groupe G est résoluble s’il existe un entier e ě 0 tel que Gpeq “ 0.
On définit la longueur dérivée dlpGq de G comme le plus petit entier e ě 0 tel que Gpeq “ 0.

On dit qu’un groupe G est nilpotent s’il existe un entier e ě 0 tel que Gpeq “ 0. On définit l’indice
de nilpotence nilppGq de G comme le plus petit entier e ě 0 tel que Gpeq “ 0.

EXERCICE 6.17. Montrer que nilpotent implique résoluble.
Soit G le groupe des transformations affines sur C. Montrer que G résoluble mais pas nilpotent.

(Montrer que DpGq est le sous-groupe des translations et montrer que toute translation est le com-
mutateur d’une translation avec une homothétie).

EXERCICE 6.18. Montrer qu’un groupe G est résoluble si et seulement si il existe une suite de
sous-groupes G0 “ G Ą G1 Ą ¨¨ ¨ Ą Gs “ t0u telle que Gi`1 Ă Gi est distingué et Gi{Gi`1 est abélien.

EXERCICE 6.19. Soit H Ă G un sous-groupe distingué. Montrer que G est résoluble si et seule-
ment si H et G{H sont résolubles. Montrer qu’on a de plus que dlpGq ď dlpHq ` dlpG{Hq.

Si maintenant G est nilpotent, montrer que H et G{H sont nilpotents (mais la réciproque est
fausse).

EXERCICE 6.20. Soit G un groupe, le centre de G est défini par

ZpGq “ th P G : @g P G, gh “ hgu . (283)

On dit que H est central si H Ă ZpGq. Montrer que tout sous-groupe central est distingué. Montrer
que si H est un-sous groupe central et que G{H est nilpotent alors G est nilpotent et nilppGq ď

nilppHq ` 1.

REMARQUE 6.21. Il est à noter que si G est un groupe nilpotent non trivial, alors ZpGq n’est pas
trivial. En effet, si k “ nilppGq, alors Gpk´1q Ă ZpGq et Gpk´1q ‰ 0 par définition.

On a enfin les formules suivantes :

(1) rx,ys´1 “ ry,xs.
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(2) rx,yzs “ rx,ysry, rx,zssrx,zs.
(3) rxy,zs “ rx, ry,zssry,zsrx,zs.

6.3. Algèbre de Lie. Soit K un corps, une algèbre de Lie sur K est un espace vectoriel g munit
d’une application bilinéaire r¨, ¨s : gˆg Ñ g telle que

(1) @x P g, rx,xs “ 0.
(2) @x,y,z P g, rx, ry,zss ` ry, rz,xss ` rz, rx,yss “ 0.

En particulier on a que rx,ys “ ´ry,xs.

EXEMPLE 6.22. Soit K un corps et MnpKq l’ensemble des matrices carrés de taille n ˆ n, alors
MnpKq est une algèbre de Lie avec le crochet

rA,Bs “ AB ´ BA. (284)

EXEMPLE 6.23. Le Qp-espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs analytiques sur Zd
p

munit du crochet de Lie de champs de vecteurs est une algèbre de Lie.

On dit qu’une algèbre de Lie g est abélienne si son crochet de Lie est trivial : pour tout x,y P

g, rx,ys “ 0. On peut définir de la même manière la suite dérivée gpkq et la suite centrale gpkq et définir
la notion d’algèbre de Lie résoluble et nilpotente. Si a,b Ă g sont deux sous-algèbres de Lie, alors
ra,bs est le sous-espace vectoriel engendré par

tra,bs ,a P a,b P bu . (285)

On définit alors la suite dérivée gpkq par gp0q “ g et gpk`1q “ rgpkq,gpkqs et la suite centrale gpkq par
gp0q “ g et gpk`1q “ rg,gpkqs. On dit que g est résoluble s’il existe e ě 0 tel que gpeq “ 0 et nilpotente
s’il existe e ě 0 tel que gpeq “ 0. Notez que chaque gpkq et gpkq est une sous-algèbre de Lie.

Un morphisme d’algèbre de Lie est une application linéaire φ : g Ñ h telle que pour tout x,y P

g,φprx,ysq “ rφpxq,φpyqs. On peut définir alors le noyau de φ par kerφ qui est naturellement une
sous-algèbre de Lie.

EXEMPLE 6.24. Soit ϕ : Zd
p Ñ Zd

p un difféomorphisme analytique, l’application de tiré-en-arrière
ϕ˚ : ΘpZd

pq Ñ ΘpZd
pq est un morphisme d’algèbre de Lie.

Soit h Ă g une sous-algèbre de Lie. On dit que h est un idéal de g si rh,gs Ă h. On a alors que
g{h possède une unique structure d’algèbre de Lie telle que l’application quotient g Ñ g{h soit un
morphisme d’algèbres de Lie. C’est l’algèbre de Lie quotient.

On dit qu’une algèbre de Lie g est simple si elle n’admet pas d’idéaux autre que t0u et g. On
verra en exercice que l’algèbre de Lie slnpKq est simple pour tout corps K, où

slnpKq “ tA P MnpKq : TrpAq “ 0u (286)

et le crochet de Lie est donné par rA,Bs “ AB ´ BA.
L’ensemble des exercices sur les groupes résolubles et nilpotents sont également vrais pour les

algèbres de Lie.
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THÉORÈME 6.25. Soit d ě 1 et g Ă ΘpZd
pq une sous-algèbre de Lie nilpotente, alors

d ě dlpgq. (287)

À noter ici que même si l’algèbre de Lie est nilpotente, c’est bien la longueur dérivée qui permet
de minorer.

DÉMONSTRATION. Montrons le résultat par récurrence sur d. Si d “ 1, alors on montre que l’al-
gèbre de Lie est en fait abélienne. En effet, soit X P g un champ de vecteur central. Par le théorème
6.14, il existe un ouvert U » Zd

p et des coordonnés analytiques sur U telle que si ϕ : U Ñ Zd
p est le

changement de coordonnées, alors ϕ˚X “ λBx avec λ P Qp. Maintenant, par les zéros isolés, l’appli-
cation linéaire ϕ˚

|g est injective. Soit maintenant Y P g, on a que rY,Xs “ 0 et donc rϕ˚Y,ϕ˚Xs “ 0.
Mais comme d “ 1 cela signifie que ϕ˚Y “ upxqBx avec Bxu “ 0. Donc ϕ˚Y est un champ de vecteurs
constant mais par les zéros isolés cela signifie que Y est le champ de vecteur constant. Ainsi on a
que pour tout Y1,Y2 P g, rϕ˚Y1,ϕ

˚Y2s “ 0 et donc l’algèbre de Lie g est abélienne et dlpgq “ 1.
Supposons que le résultat soit vrai en dimension d avec d ě 1 et montrons le en dimension d `1.

Soit X P g un champ de vecteurs analytique central dans g. Par le thèorème 6.14, il existe un ouvert
V » Zd

p tel que après un changement de coordonnées on a X “ Bd`1 sur V . Soit Y P g, comme
rY,Bd`1s “ 0 on a que Y est de la forme

Y “

d`1
ÿ

i“1

uipx1, . . . ,xdqBi. (288)

Soit h Ă g la sous-algèbre de Lie définie par

h “ gX tupx1, . . . ,xdqBd`1u . (289)

C’est une sous-algèbre de Lie abélienne non triviale car X “ Bd`1 P h et c’est un idéal de g. En effet
on peut le montrer par le calcul mais aussi parce que c’est le noyau du morphisme d’algèbres de Lie
donné par la projection sur les d premières coordonnées

Y “

d`1
ÿ

i“1

uipx1, . . . ,xdqBi P g ÞÑ

d
ÿ

i“1

uipx1, . . . ,xdqBi P ΘpZd
pq. (290)

Notons g1 l’image de g. C’est une algèbre nilpotente et par récurrence on a que d ě dlpg1q. Cela
donne alors

d ` 1 ě dlpg1
q ` 1 “ dlpg1

q ` dlphq ě dlpgq. (291)
□

6.4. Preuve du théorème sur les groupes nilpotents. On dit que f P DiffanpZd
pq est analytique

par flot s’il existe un flot analytique Φ tel que Φ1 “ f . Soit G Ă DiffanpZd
pq, on dira que G est

analytique par flot si tous ses éléments le sont. En particulier, tout sous-groupe de Diffan
1 pZd

pq est
analytique par flot si p ě 3 par le théorème de Bell-Poonen.
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EXERCICE 6.26. Montrer que si f et g commutent et sont analytiques par flots, alors f ˝ g est
aussi analytique par flot et X f `g “ X f ` Xg.

DÉFINITION 6.27. Si G est analytique par flot, on définit son algèbre de Lie g par l’algèbre de
Lie engendrée par les champs de vecteurs analytiques X f pour f P G.

LEMME 6.28. Soit G un sous-groupe analytique par flot et G1 Ă G un sous-groupe d’indice fini,
alors G1 et G ont même algèbre de Lie.

DÉMONSTRATION. Soit g1 l’algèbre de Lie de G1. On a g1 Ă g, réciproquement soit f P G, alors
il existe un entier m tel que f m P G1 et alors X f m “ mX f P g1 et donc g Ă g1. □

EXERCICE 6.29. En déduire que si G est un groupe analytique par flot, alors pour tout G1 Ă G
d’indice fini on a

ZpG1
q “ ZpGq X G1. (292)

EXERCICE 6.30. Soit G un groupe nilpotent et soit Z son centre, montrer que

nilppGq “ nilppG{Zq ` 1. (293)

EXERCICE 6.31. Montrer que pour tout ouvert U Ă Zd
p, l’application de restriction ΘpZd

pq Ñ

ΘpZd
pq|U est injective.

EXERCICE 6.32. On suppose d “ 1 et G Ă DiffanpZpq. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) G est abélien.

(2) G est nilpotent.

(3) Le centre de G n’est pas trivial.

(4) Il existe un ouvert U Ă Zd
p telle que g|U est abélienne.

(5) g est abélienne.

(Utiliser le théorème de redressement).

PROPOSITION 6.33. Soit G un groupe analytique par flot, alors G est abélien si et seulement si
g est abélienne.

DÉMONSTRATION. Par l’exercice 6.26, on a que f ,g P G commutent si et seulement si rX f ,Xgs “

0. Ce qui donne l’équivalence. □

Si G est un groupe résoluble on définit sa longueur dérivée virtuelle par

vdlpGq :“ mintdlpHq : H Ă G d’indice finiu . (294)

THÉORÈME 6.34. Soit G Ă DiffanpZd
pq un sous-groupe nilpotent et analytique par flot, alors g

est nilpotente et
d ě vdlpGq (295)
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DÉMONSTRATION. Si d “ 1, alors c’est l’exercice 6.32. On procède maintenant par récurrence
et on suppose d ě 2. Soit f dans le centre de G. Comme pour la proposition précédente, on trouve
une boule ouverte U telle que X f “ Bd sur U . Soit G1 un sous-groupe d’indice fini de G qui fixe U ,
alors tout élément de G1

|U est de la forme

g “ id`hpx1, . . . ,xd´1q. (296)

On considère la projection π : U Ñ Zd´1
p sur les d ´ 1 premières coordonnées. Elle induit un ho-

morphisme de groupe π : G Ñ G1 de noyau un sous-groupe central K. De même on a un homomor-
phisme d’algèbres de Lie g Ñ g1 et de noyau une sous-algèbre de Lie centrale k. Le groupe G1 est
nilpotent et analytique par flot et son algèbre de Lie est g1. Par hypothèse de récurrence, g1 est nil-
potente et d ´1 ě vdlpG1q. Comme g1 est nilpotente et que k est centrale on a que g est nilpotente et
dlpgq ď dlpg1q`1. Il faut maintenant montrer que d ě vdlpGq. Par hypothèse de récurrence, il existe
G1

1 Ă G1 d’indice fini tel que dlpG1
1q ď d ´ 1. Soit G1 “ π´1pG1

1q, c’est un sous-groupe d’indice fini
de G. Si k “ dlpG1

1q, alors DpkqpG1q Ă K qui est central et donc Dpk`1qpG1q “ 0. On a donc que

dlpG1
q ď dlpG1

1q ` 1 ď d. (297)

C’est ce qu’il fallait démontrer. □

Pour finir cette partie on montre un dernier résultat qui lie un groupe nilpotent analytique par flot
à son algèbre de Lie. On doit d’abord énoncer une version améliorée du théorème de redressement.

THÉORÈME 6.35. Soit X1, . . . ,Xr des champs de vecteurs analytiques qui commutent deux à
deux, alors pour tout point o P Zd

p, tel que X1poq, . . . ,Xrpoq sont linéairement indépendants, il existe
une boule ouverte U » Zd

p contenant o et des coordonnées analytiques sur U tel que Xi|U “ Bi.

La preuve se fait de la même manière que pour le théorème de redressement. On peut supposer
que o est l’origine. Si Φ1, . . . ,Φr sont les flots associés à X1, . . . ,Xr, alors on considère l’application

pt1, . . . , tr,xr`1, . . . ,xdq ÞÑ Φ
1
t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Φ

r
tr pp0, . . . ,xr`1, . . . ,xdqq . (298)

On montre que c’est un difféomorphisme local et le résultat suit. La preuve marche car les flots Φi

commutent.

PROPOSITION 6.36. Soit G Ă DiffanpZd
pq un sous-groupe analytique et soit g sont algèbre de

Lie. Si g est nilpotente, alors G est nilpotent et il existe un sous-groupe d’indice fini G1 Ă G tel que
nilppG1q “ nilppGq. En particulier, nilppgq “ mintnilppG0q : G0 Ă G d’indice finiu.

DÉMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur la dimension. Si d “ 1, alors par l’exercice
6.32 le résultat suit. On suppose d ě 2. Soit z Ă g le centre de g. Soit s “ maxxPZd

p
dimzpxq. Soit o

un point où le max est réalisé. Soit X1, . . . ,Xs P z tels que X1poq, . . . ,Xspoq sont linéairement indé-
pendants. Par le théorème 6.35, il existe une boule ouverte U et des coordonnées analytiques sur U
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telles que Xi “ Bi. Par construction de s on a de plus que z|U Ă QpxxyX1 `¨¨ ¨`QpxxyXs. Soit H Ă G
un sous-groupe d’indice fini de G qui fixe U , tout élément de H|U est de la forme

hpx1, . . . ,xdq “ id`h1
pxs`1, . . . ,xdq. (299)

La projection sur les d ´s dernières coordonnées donne un morphisme de groupes surjectifs H Ñ H1
avec H1 Ă DiffanpZd´s

p q analytique par flot et on a aussi le morphisme d’algèbres de Lie h Ñ h1
associé. On a que h “ g car H est d’indice fini dans G et donc le centre de H est contenu dans le
noyau de la projection. Autrement dit on a

nilppH1q ď nilppHq ´ 1, nilpph1q ď nilpphq ´ 1. (300)

Or comme le noyau de la projection est centrale pour le morphisme de groupes et pour le mor-
phisme d’algèbres de Lie on a également que nilppHq ď nilppH1q ` 1 et nilpphq ď nilpph1q ` 1.
D’où nilppHq “ nilppH1q ` 1et nilpphq “ nilpph1q ` 1. Par hypothèse de récurrence, H1 admet un
sous-groupe d’indice fini H 1

1 tel que nilppH 1
1q “ nilpph1q. Soit H 1 la préimage de H 1

1 c’est un sous-
groupe d’indice fini de H et on a que nilppH 1q ď nilppH 1

1q ` 1. Mais, comme H 1 Ă H est d’indice
fini, le centre de H 1 est le même que le centre de H et donc nilppH 1

1q ď nilppH1q ´ 1. D’où l’égalité
nilppH 1q “ nilppH 1

1q ` 1 et le résultat. □

<++>
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