Introduction a I’analyse p-adique

Marc Abboud



Ce texte correspond aux notes du cours donné a I’université de Neuchatel au premier semestre
2025-2026. La référence principal du cours est le livre d’Alain Robert, a course in p-adic analysis
([Rob00]).

1. Introduction

1.1. Les nombres p-adiques. Les nombres p-adiques ont été introduit par Kurt Hensel au début
du 20eme siecle. Il s’agit d’un espace topologique obtenus a partir des nombres entiers en utilisant
une métrique provenant de 1’arithmétique qui dépend d’un nombre premier p. Bien que la topologie
de ces espaces est tres différente de la topologie réelle, on peut faire de 1’analyse dessus. Les es-
paces p-adiques sont maintenant fondamentaux en théorie algébrique des nombres et en géométrie
arithmétique.

Notons Z, I’espace des nombres p-adiques. Il est en particulier totalement discontinu. On peut
par exemple sur Z, avoir des fonctions localement constante qui ne sont pas constantes ! Il faudra
donc définir la bonne notion de fonctions analytiques sur cette espace. Une fois cela fait nous pour-
rons retrouver des théoremes classiques de 1’analyse complexe comme par exemple le théoreme des
z€ros 1solés. Un avantage essentiel des nombres p-adiques est que sur cet espace, une série converge
si et seulement si son terme général tend vers zéro. Cela permet de démontrer les théoréemes d’ana-
lyse du type Cauchy-Lipschitz ou inversion locale de facon beaucoup plus simple que dans le cas
réel ou complexe.
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1.2. Arithméticité des temps de passages. Dans ce cours, nous allons introduire la notion de
nombres p-adiques et la théorie analytique que I’on peut faire dessus. Nous verrons des applications
de cette théorie a des problemes de dynamique algébrique. Commencgons par énoncer le résultat
suivant. Une progression arithmétique dans N est un ensemble de la forme

{ak+b: k> 0} (1
oua,beNeta#0.

THEOREME 1.1 (Skolem, Mahler, Lech, [Lec53l]). Soit (u,) une suite récurrente linéaire sur C,
i.e qui vérifie une relation de la forme

d—1
Vn=0, uyiq= Z AgUn-+k (2)
k=0
ounai e Cetag#0, alors I’ensemble
{(n=0:u,=0} (3)

est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

Ce théoreme fut d’abord démontrer par Skolem pour une suite récurrente linéaire sur Q en uti-
lisant les nombres p-adiques. Il fut ensuite généraliser par Mahler pour tout corps de nombre (c’est
a dire une extension finie de Q) et enfin par Lech pour C. Nous allons démontrer dans ce cours une
généralisation de ce résultat dii a Bell, Ghioca et Tucker. Définissons quelques objets d’abord. Une
transformation polynomiale de C" est une application

=01, fu):Ct>C" 4)
telle que chaque f; est un polyndme complexe a n variables. Un automorphisme polynomial de C" est
une application polynomiale f : C" — C”" inversible et telle que I’inverse est également polynomial.

EXEMPLE 1.2. Tout application affine x € C" — Ax + b avec A € M,,(C),b € C" est une transfor-
mation polynomiale. C’est un automorphisme polynomial si et seulement si A est inversible.

EXERCICE 1.3. Montrer que un automorphisme polynomial de C est nécessairement une appli-
cation affine.

EXEMPLE 1.4. 1l existe des automorphismes polynomiaux de C" qui ne sont pas affines pour
n > 2. En effet, regardons par exemple

ZyeesZn— (21 FP(22, -+ 120),225 -+ -+ 2n) (35)
avec P(z2,...,2n) € Clz2,...,2x]. C’est un automorphisme polynomial pour tout polynéme P.

Une sous-variété algébrique de C" est un ensemble V < C" défini par un ensemble d’équations
polynomiales. C’est a dire qu’il existe Py,...,P, € C|zy,...,z,] tels que

V=A{(z1,...,z20) € C: P\ (z1,20) = --- = P:(21,...,20) = 0}. (6)
On peut maintenant énoncer le théoreme de Bell, Ghioca, Tucker.
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THEOREME 1.5 (Bell, Ghioca, Tucker, [BGTO08]). Soit f: C" — C" un automorphisme polyno-
mial, V < C" une sous variété algébrique et x € C". L’ensemble

{neZ: f"(x)eV} (7)
est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

Ce théoreme généralise bien le résultat de Skolem-Mahler-Lech car si (u,) est une suite récur-

rente linéaire d’ordre d et x = (u, ...,uy_1) est le vecteur des conditions initiales, alors on a
Un uo
Vn =0, : =A"| ()
Un+d—1 Ud—1
ou
0 1
1
A= . ) 9
0 1
ap ap - aq—1
La matrice A est bien inversible car son polyndme caractéristique est donné par X¢ — ?;01 a;X'

et ap # 0. Donc I’application f : p € C" — Ap est un automorphisme polynomial et on regarde
I’intersection de I’orbite de x sous f avec la sous-variété

V ={z1 =0}. (10)

2. Les nombres p-adiques

2.1. Distance p-adique. Soit p un nombre premier. Pour tout entier x € Z\ {0}, on définit la
valuation p-adique de x de la facon suivante. Par le théoreme de factorisation des entiers, on peut
écrire de facon unique

x = p%m’ (11)
avec o0 = 0 et p{m’. On définit alors
vp(x) = a. (12)

Et par convention on définit v, (0) = +o0.
EXERCICE 2.1. Montrer que pour tout x € Z,
vp(x)zmax{k20:pk]x}. (13)
Ce résultat permet d’interpréter la valuation p-adique de la facon suivante.

COROLLAIRE 2.2. L’écriture en base p d’un entier x se termine par exactement v ,(x) z€ros.
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De méme pour les nombres rationnels, le théoréme de factorisation des entiers dit qu’iol existe
une unique écriture de x € Q de la forme
ad
b
avec a et b premiers entre eux et non divisible par p. On définit alors v,(x) := o. C’est bien compa-
tible avec la définition pour les entiers.

p (14)

LEMME 2.3. On a les propriétés suivantes.
(1) Vx,y € Q,vp(xy) = vp(x) +vp(y).
(2) vxvy € vip(x+y> 2 min(vp(x),vp(y)).

DEMONSTRATION. Six =0 ouy =0, alors les deux propriétés sont évidentes donc on suppose
x,y # 0. Soit o0 = v (x) et B = v, (y). Ecrivons

— px =php2 1
X=ps Y=P b, (15)
avec p {axbyayb,. Alors
_ (X+Baxay 16

Ce qui prouve la premiere propriété. Pour la deuxieme, on peut supposer quitte a intervertir x et y
que B = a, on a alors

B—o

Comme B — o > 0, le numérateur est bien un entier. La fraction n’est peut étre pas sous forme
réduite mais le dénominateur n’est pas divisible par p ce qui implique bien que v,(x+y) > o =
min(a, B). O

REMARQUE 2.4. Il est possible que v, (x +y) > min(v,(x),v,(y)). Par exemple si x = —y, alors
vp(x+y) = +oo.

On définit la valeur absolue p-adique de x € Q par
x|, = p ). (18)
Par le lemme[2.3] elle vérifie les propriétés suivantes.
PROPOSITION 2.5. (1) x|, =0<=x=0.
(2) Vx,y € Q,lx-y[, = [x[, -yl

(3) ¥,y QJx-+3], < max (Il Iv], ).
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EXERCICE 2.6. On définit la fonction suivante :

Vx,y € Q,dp(x,y) = [x—y]. (19)
Montrer que d), est une distance et qu’elle vérifie I’inégalité suivante
vayaZeQ» dp(x,z) <max(dp(x,y),dp(y,z)). (20)

On appelle cette inégalité, [’inégalité ultramétrique. On appelle d), 1a distance p-adique.
EXERCICE 2.7. Montrer que la suite (p") converge vers 0 pour la distance p-adique.
2.2. Complétion.
DEFINITION 2.8. Soit (X,d) un espace métrique. Une suite (x,) dans X est de Cauchy si
Ve > 0,3ng = 0,Vn,m = ng, d(xp,xy) <E. 201
On dit que X est complet si toute suite de Cauchy est convergente.

THEOREME 2.9. Soit (X,d) un espace métrique, il existe un unique espace métrique complet)?
tel que

(1) 1l existe une isométrie injective 1 : X — X.
(2) UX) est dense dans X.
On dit que X est le complété de X pour la distance d.
PROPOSITION 2.10. L’espace métrique (Q,d,) n’est pas complet pour tout p premier.

DEMONSTRATION. Supposons p > 5 impair. Soit 1 < a < p— 1 une entier. Considérons la suite
x, = a”". Cette suite est de Cauchy car

Xpil —Xp = " g = g (ap”(p_l) — 1) . (22)

Or p"(p—1) est le cardinal du groupe (Z/p"*'Z)* donc on a que a”"(P~1) — 1 est divisible par p"+!

et donc

1 1
|xn+1 —xn|p< p"'H < ﬁ (23)
Par un argument téléscopique on obtient que
1 1
Vm?n;|xm—xn\plw<ﬁ- (24)

Donc, c’est une suite de Cauchy. Supposons qu’elle converge vers un nombre rationnel x € Q. On a
par construction que

xP =x (25)
et donc que x”~! = 1. Donc x est une racine p — 1-iéme de I’unité. On a donc que x = +1. De plus,
en appliquant (24)) avec n = 0 et en faisant tendre m vers +o0, on obtient que

x—al, <1. (26)
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Ce qui implique que x # 1 cara# 1,p— 1.

Pour p = 2,3, On verra plus tard le lemme de Hensel qui permettra de construire dans Q; et
Q3 (les complétés de Q pour la distance 2 et 3-adique respectrivement) des racines de polynomes
irréductibles sur Q ce qui prouve que Q # Q2,Q3 O

On définit Q,, comme le complété de Q pour la distance p-adique. La valeur absolue p-adique
||, s’étend de fagon naturelle a Q), en effet, on a [x|,, = dp(x,0). Par définition, tout élément x € Q,,
est une limite d’entiers x,. Les propriétés énoncées dans [2.5sont encore vraies dans Z,. On définit

Vx,ye Qp, x+y=Ilimx,+y,, xy=limx,y,. 27
n
On définit également Z;, comme le complété de Z pour la distance p-adique. OnaZ, < Q,,.

PROPOSITION 2.11. L’addition et la multiplication définies par (2’7 sont bien définies. En par-
ticulier, elle ne dépend pas du choix des suites (Xn,yn). En particulier, Q, est un corps et Z, est un
anneau.

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord que les suites (x, +y,) et (x,y,) sont de Cauchy.
Ona

Vn,m, (xm +ym) - (xn +yn) = (xm _xn) + (ym _yn) (28)
De sorte que si (x,) et (y,) sont de Cauchy, leur somme aussi. Maintenant pour le produit
XimYm = XnYn = Xm(Ym = Yn) + Yn(Xn — Xm). (29)
De sorte que
[Ximym — Xnyn| < max (maX(\xklp) [Ym = yn| s max(|yi|p) [xm —xn\p> : (30)

De sorte que cette suite est également de Cauchy (les suites (xi),(y;) sont convergentes donc les
suites (|xx|), (|y;|) le sont aussi et les deux maximums sont bien définis). On peut donc prendre la
limite de ces suites. On montre maintenant que le résultat ne dépend pas des suites choisies. Si
(xn), (x},), (yn), (},) sont des suites d’entiers qui approximent x et y respectivement, alors on a

|(xn +yn) — (%, +y;l)‘ < max (‘xn —x,ﬂp , |yn —yé‘p) ) (31)

Comme x, — x,, et y, — y,, tendent vers zero on a bien que lim, x, + y, = lim, x], + y/,.
Pour le produit on a
xn)’n_x;y; :xn(yn_)):f;) +)7n(x;l_xn)- (32)
Encore une fois, cette suite tend vers zéro. On a donc a ce stade que Q,, et Z,, sont des anneaux. Pour
montrer que Q, est un corps il faut montrer que tout élément non nul a un inverse. Soit x € Q,\ {0}
et (x,) une suite de rationnels convergeant vers x. Comme |x| # 0, a partir d’un certain rang, tous les
x,, sont non nuls. Montrons que la suite - converge vers I’inverse de x. Montons d’abord qu’elle est

Xn
de Cauchy. On a
1 1 x,—xp

= . (33)

Xm  Xn XnXm
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Ce qui montre que la suite est de Cauchy car pour tout n assez grand |x,,| > %‘ > (. On définit y, = xl,,
et y = limy,. On a alors

1 = limx,y, = xy. (34)
Doy =1i. O
COROLLAIRE 2.12 (Corollaire de la preuve). Les applications d’addition
+:(X>y)erXQp'_’x+yer7 (35)
de multiplication
x:(x,y)€Qp,xQ,—xyeQ, (36)
et d’inversion
1
ny ; S . 37
inv:xeQ, L€ Q, (37)

sont continues.

PROPOSITION 2.13. Soit (uy) une suite de Q,, alors

Suy (38)

converge dans Q,, si et seulement si u, — 0.

DEMONSTRATION. Soit S,, = ZZ:O ug. On a u, = S,+1 — S, donc si S,, converge alors u, tend
vers 0. Réciproquement, supposons que u,, converge vers 0. Cela signifie que pour tout € > 0 il existe
no tel que Yn > ng, |u,| < €. Maintenant, on a pour tout m = n = ng

m

S u

k=n+1

1S — S| = <e (39)

ou la derniere inégalité est obtenue par ’inégalité ultramétrique. On a donc que la suite (S,) est de
Cauchy et donc elle converge. 0J

EXERCICE 2.14. Soit u € Q,, tel que |u| < 1. Montrer que |1 —u| = 1. (Indice : écrire .

T—u —
Y=o Uk et montrer que la série est convergente.)
COROLLAIRE 2.15. Six,y € Q, avec |x| < |y|, alors
e+ vl = [yl (40)
DEMONSTRATION. On a que
X
|X+y!=|y|"1+—‘- (41)
y
Or par construction on a que ’;C < 1 donc par I’exercice, on a que ‘1 + f =1. 0
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PROPOSITION 2.16. L’image du morphisme de groupes
xeQ, — loglx|,eR (42)
est le sous-groupe discret Z -1og p.
DEMONSTRATION. Pour tout x € Q, on a |x,| = p~ 7). Donc I'image log‘QX] =Z logp.
Comme Q est dense dans Q,, cela donne le résultat.
PROPOSITION 2.17. On a les propriétés suivantes.
(1) Z, est I’adhérence de Z dans Q.
(2) Z,={xeQ,:|x| <1}
(3) Z, ={xeQp:|x[=1}
(4) Qy est le corps des fractions de Z,,.
(5) {xeZ,: |x| < 1} est 'unique idéal maximal de Z,, c’est I’idéal engendré par p.
(6) Z, est intégralement clos dans Q).
DEMONSTRATION. L’assertion|(T)|vient du fait que Z, est le complété de Z. Montrons|(2)] soit
x € Q, avec |x| < 1. Par la proposition [2.16, cela implique qu’il existe une suite de rationnels x,
avec |x,| < 1 qui converge vers x (le seul cas ot on doit utiliser la proposition est si [x| = 1). On va

montrer qu’on peut remplacer x,, par une suite d’entiers. On écrit
an
Xp=—. 43
"= (43)
Le fait que |x,| < I signifie que b, est premier avec p. Il suffit alors de montrer que pour tout
entier m € Z premier avec p, il existe une suite d’entiers my qui converge vers 1/m pour la distance
p-adique. Montrons ce résultat  I’aide du théoreme de Bézout. Soit k > 1, comme m et p* sont

premiers entre eux il existe par le théoreme de Bézout des entiers u,v € Z tels que

um—i—pkv: 1. (44)
On a alors .
u——=pt 2. 45)
m m
Et y
‘pk— <p* (46)

car |m| = 1 et le résultat est démontré. Les assertlonsH = ‘)lc—|

Pou , il est clair par I’inégalité ultramétrique que {|x| < 1} est un idéal de Z,. Il est max1ma1 car
par|(3), tout élément en dehors de cet idéal est inversible dans Z,. Par la proposition 2.16} si |x| < 1
et x # 0, il existe k > 1 tel que |x| = ik Et alors

X=p-—x (47)
p
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et l—ljx € Z,. D’ou le fait que cet id€éal est principal, engendré par p.
Montrons enfin que Z,, est intégralement clos dans Q,,. Soit z € Q,, tel que z est solution d’une
équation
Nray N raiztar=0 (48)
avec a; € Z,. On a alors
&N =— Z akzk 49)
k<N-—1
et donc
2" < max(|ag|[2[)- (50)

Orsi |z| > 1, alors pour tout k = 0,...,N — 1, comme a; < 1,on a
o > 2| > laul [2] (51)
Ce qui est une contradiction. O

PROPOSITION 2.18. Tout idéal de Z,, est principal, engendré par une puissance de p. De plus,
ona

1
kaP = {xe QP . |x\ < ﬁ} (52)
et

Z,/p"2,=17/p"Z. (53)

DEMONSTRATION. Soit I © Z, un idéal. Si I = Z,, alors I = (1) et il n’y a rien a démontrer.
Sinon, soit k = min{v,(i) : i€ I}. On a que k > 1 car tout élément de valuation p-adique zéro est
inversible dans Z,. Soit u € I tel que v,(u) = k, alors u/p* € Z,, et donc p* = p*-u/p* € I. Ainsi,
p*Z, = I. Réciproquement, si i € 1, alors v,(i) > k, donc i/ p* € Z,, et i € p*Z,,. Construisons 1’ appli-
cation quotient Z, — Z/p*Z.

LEMME 2.19. Soit x € Z,, pour toute suite d’entiers x, convergeant vers x, on a que la suite
(xn mod pk) cZ/p'Z (54)
est stationnaire et sa limite ne dépend que de x.

DEMONSTRATION. Par construction la suite x,, — x;,, est de Cauchy. Donc pour n,m assez grand,
pk divise x,, — x,, et donc x;, = x,,, mod pk . Siy, est une autre suite d’entiers convergeant vers x, alors
X, — Y converge vers zéro et donc pour 7 assez grand on a que x,, = y, mod p¥. 0J

Ce lemme permet de construire le morphisme d’anneaux
O :Z, —Z/p"Z (55)

par
¢(x) = limx, mod Pk (56)
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avec x, une suite d’entiers. On a que le morphisme est surjectif car ¢;(Z) = Z/p*Z. Montrons que
son noyau est p*Z p- Onaque

1
0k(x) = 0 = limy(x) = 0= V> 1, p iy = || < F < xe Pz, (57)

OJ
On peut parler de divisibilité dans Z, et on a alors a nouveau
VxeZ,, vp(x)= max{k)O,pk\x}. (58)
De méme, la valuation p-adique d’un élément x € Q,, et I'unique entier k tel que
X = pku (59)
avecucZp.
2.3. Topologie de Q,. Comme vous avez pu le voir en exercice, la topologie de Q,, est tres
différente de la topologie de R.

DEFINITION 2.20. On définit les disques ouverts, fermés et les cercles comme ceci. Soit x €
Qp7 r= 0’

D(x,r) = {zer Hx—z], < r},ﬁ(x,r) = {zer Px—z], ér} (60)

and
Clx,r)={zeQp:|x—z|=r}. (61)

PROPOSITION 2.21. Pour tout x € Qp,r > 0, les espaces D(x,r),D(x,r),C(x,r) sont ouverts et
fermés.

DEMONSTRATION. Il est clair que D(x, r) est ouvert et que D(x,r) et C(x,r) sont fermés car ils
sont définis par des conditions respectivement ouvertes et fermés. Le disque ouvert D(x, r) est fermé
car si k € Z est le plus petit entier tel que p~—* < r, alors D(x, ) = D(x, p~*). Il est & noter que k est
bien défini car ’ensemble des valeurs de la valeur absolue p-adique est discret par la proposition
2.16)

Le fait que D(x,r) et C(x,r) soient fermés vient du corollaire O

On dira d’un espace qui est a la fois ouvert et fermé qu’il est clopen (contraction de closed et
open).

REMARQUE 2.22. Attention cela signifie que 1’adhérence de D(x,r) est lui-méme et non pas
D(x, r).
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On va s’intéresser maintenant plus particulierement a la topologie de Z,,. Soit k > 1 et x,y € Z,
on a que

_ 1
yeD(x,p ) < [x—y| < - < pflx—y < x=ymod p~. (62)
P

Mais on a vu que Z,/ kap = 7,/p*Z est fini. Il y a donc exactement p¥ disques de rayon # dans Z,
et ils sont tous disjoints. Autrement dit

p-1
Z,= | | D(t,p™). (63)
1=0
Que se passe-t-il si on passe de k a k+ 1?2 On sait que les p**! disques de rayons p~k+1) sont
paramétrés par les entiers 0, ..., p**!. Pour savoir dans quel disque de rayon # ils sont contenus, il
suffit de regarder la congurence modulo p¥. On a
Vi e {o, Lpe - 1}, D(t,p~ 1) < D(r mod p*, p~*). (64)
On peut faire le dessin suivant ot en bleu on a les p disques de rayons 1/p indexés par 0,...,p— 1 et
dans le disque D(0, %) on a dessiné en rouge les p disques de rayons 1% indexés par 0, p,2p,...,(p—
1)p. On voit donc que chaque disque de rayon # il y a exactement p disques de rayon # Plus
précisément si D = E(Lt,p_k avec u € {O, - 1}, alors les p disques de rayons I# contenus
dans D sont

1

Dy =Dt p* +u, IW)

(65)
pour £ =0,...,p— 1. On peut donc définir I’application ¢ : Z, — {0,... ,p‘l}N qui a toute x € Z,,
définie la suite (x;) de la fagon suivante.

x1 =xmod p. (66)
On peut noter que x € D(x, ]l)) Supposons avoir construit x; pour k > 1 tel que si on définit u; =
Z;‘ZI x;p' !, alors x € D(, I%) On définit alors x| par la propriété

1

W)- (67)

B k
x€Dy . = DXy p" + uy,

On peut noter que pour tout k = 0, |x — uy| < ﬁ, de sorte que ux — x. On munit I’espace {0, ..., p — 1 }N

de la métrique définie par
d ((x),yx) = p~(min=0my)=1) (68)

EXERCICE 2.23. Montrer que la topologie induite par cette distance est la topologie produit sur
0,....p—1IN.

PROPOSITION 2.24. L’application ¢ : Z, — {0,...,p— YN est une isométrie bijective.
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FIGURE 1. Les disques de rayons 1/p et 1/p? dans Z,,

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que c’est une bijection. Si (x;) est une suite, alors on
définit pour tout n > 0

n
U, = Zxkpk €Z,. (69)
k=0

On a que (u,) est une suite de Cauchy car pour tout m > n
1

(70)

’um_u”’ S pn+1'

Soit x sa limite, on a bien que ¢(x) = x;. C’est une isométrie car si x,y € Z,, telle que

1
=yl =~ (71)
pk

alors x et y appartiennent au méme boule de rayons 1% pour ¢ =1,... ketdoncona

Vlzl,...,k,xlzyl. (72)
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En particulier, pour les entiers z € N, on retrouver 1’écriture en base p de x.

COROLLAIRE 2.25. L’espace Z,, est un Cantor : il est totatement discontinu et a la méme car-
dinalité que R.

DEMONSTRATION. Le fait que Z, est totalement discontinu vient du fait que ’image de la
valeur absolue est discrete et a €t€ vu en exercice. Le fait que Z), a la méme cardinalité que R vient
du fait que {0, ..., p—1}N ala cardinalité de R. En effet, cela vient du fait que tout nombre y € [0, 1[
peut étre écrit de fagon unique sous la forme

+o0 W
Y=k (73)

=P
oy €0,...,p— 1 et (y) ne stationne pas a la valeur p — 1. O

On peut également définir un autre homéomorphisme. Pour tout m > n on a I’homomorphisme
d’anneaux canonique

T Z/p" L —1/p"L. (74)
Soit W = [ ;27 Z/p'Z tel que
W={(x)e Z)p')Z :Nm = n, T () = Xn}. (75)
On dit que W est la limite projective des Z,/p'Z. On note traditionnellemment

W= lim Z/p'Z. (76)

i—+00

On peut munir 1’espace produit [ [, Z/ p'Z de la topologie produit (en prenant la topologie discrete
pour chacun des Z/p'Z). Et on peut restreindre cette topologie a W.

EXERCICE 2.26. Montrer que si m > n’ > n, alors
T = Ty © T ! - (77)
En déduire que dans la définition de W, on peut se contenter d’imposer
7En+1,n(xn+1) = Xn. (78)
PROPOSITION 2.27. On définit I’application \y : Z, — W par
VxeZ,, w(x)=(xmodp'). (79)

Alors y est un homéomorphisme.
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DEMONSTRATION. Montrons que \ est bijective. Soit (x;) € W. On définit z; € Z,, de la fagon
suivante : zx est 'unique entier dans {O, PR = 1} tel que x; = zx mod p. Montrons que la suite z;
est de Cauchy et converge vers z € Z, tel que y(z) = (x¢). Pour tout m > n, on a par construction que

Zm = Zp mod p" (80)

et donc |z, — z,| < #. Donc la suite est de Cauchy et a une limite z. Pour toutn > 1, ona |z — z,| < #.

Donc z mod p"* = z, mod p" = x,,. D’oll Y(z) = x. Montrons que y est continue. Une base de la
topologie sur W est donné par les ouverts de la forme
Vnz=1,Vx,€{0,....,p" =1}, W,n, ={(0k) €W :y, = x, mod p"}. (81)

En effet, la condition y, = x,, mod p" fixe les n-premieres valeurs par la compatibilité des projections.
Orona

_ — 1
Y (Wi,) = Do, —). (82)

p
En effet, y(z) € W, , si et seulement si z = x,, mod p” si et seulement si p”|z —x, si et seulement si
z € D(xy, #) O

EXERCICE 2.28. Ecrire une formule pour I’application goy ! : W — {0,...,p— 11N,
PROPOSITION 2.29. L’espace Z,, est compact, I’espace Q,, est localement compact.

DEMONSTRATION. On sait par la propositionque Z, =D(0,1). Maintenant une base de la
topologie de Q,, est donné par les disques D(x, #) —x+p*Z p donc si on montre que Z,, est compact
on a que Q,, est localement compact.

Comme Z, est un espace métrique, pour montrer qu’il est compact il suffit de montrer que
toute suite admet une valeur d’adhérence. Notons que par la proposition [2.24, on a que Z, est
homéomorphe a un produit d’espaces compacts donc est compact par le théoreme de Tychonoff.
Cependant nous donnons une preuve plus élémentaire ici. Soit (z,) une suite de Z,. On construit par
récurrence une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que

V= 1,{m > ¢(n) : 2 = Zo(n) mod p"} (83)

est infini et pour tout n’ < n,Z¢(n) = Zo(n') Mod p"/. est infini. Commencons par ¢(1). La suite
(zo mod p),>1 est une suite de Z/pZ donc il existe k € Z/pZ telle que Ay = {n > 1:z, mod p = k}

est infini. On pose ¢(1) = minAy. Supposons avoir construit ¢(1),...,d(n) qui vérifie les propriétés
énoncées précedemment et construisons ¢(n + 1). Par hypothése, I’ensemble
Ap = {m>¢(n) : zm = 2y(yy mod p"} (84)

est infini. Considérons la suite (z,, mod p"*1),ca,. C’est une suite de Z/p"*'Z donc il existe k e
Z/p"*'Z tel que I’ensemble Ay défini par

Agn={meA, k=z,modp"*'} (85)
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est infini. On définit ¢(n + 1) := min Ay ,, on a bien ¢(n + 1) > ¢(n). Toutes les propriétés sont bien
vérifiées car ¢(n+ 1) € A, donc Zo(nt1) = Zp(n) Mod p".

Montrons que la sous-suite (Zq)(n)) est convergente. Il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Par
construction on a que pour tout m = n,Zy(,) = Zg() mod p" et donc

1
[200m) — 200, < - (86)
C’est bien une suite de Cauchy. O

EXERCICE 2.30. Refaire la preuve de la compacité de Z, mais en utilisant plutét I"’homéomor-
phisme de la proposition [2.24} Quels devraient étre les équivalents des ensembles Ay, et A, ?

3. Le lemme d’Hensel

Ce dont Hensel s’est rendu compte est qu’on pouvait utiliser 1’algorithme itératif de Newton sur
les nombres p-adiques pour construire des solutions d’équations polynomiales. Avant cela, énongons
le premier principe d’Hensel.

PROPOSITION 3.1. Soit P € Z,[Xi,...,x,| un polynéme a n variables, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(1) P = 0 admet une une solution dans Z’;.
(2) pour tout k = 1,P = 0 admet une solution dans Z/ka.
DEMONSTRATION. La preuve sera faite en exercice. O

Rappelons brievement comment fonctionne 1’algorithme de Newton sur R. Soit f : R — R une
fonction C!. On cherche 2 trouver une solution de f(x) = 0. On part d’un point xo € R. On définit
par induction la suite (x,) par

f (%n)

I ()
On définit la fonction Ny (x) = x — ]J:,(();)) . Lidée est que si a est un zéro de f et que f est C2, alors on
a par Taylor-Lagrange

(87)

Xn+1 = Xn

/ /! (a _X)Z
0= fla) = flx)+ f(x)(a—x)+ (8~ (88)
pour & €]a, x[. Soit My = max(, | f"| et m; = minf, ||, alors
2M
INp(x) —a| < m—22|x—a’2, (89)
De sorte que par récurrence, on a si K = Zmﬁf que

K|x, —a| < (K|xo—a|)*" . (90)
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C’est donc un algorithme qui converge tres rapidement. On voit que si on cherche la solution sous
forme dyadique, on double le nombre de décimales connues apres chaque itération. Hensel applique
I’équivalent de 1’algorithme de Newton pour les nombres p-adiques. Rappelons que si P est un
polyndme, on peut toujours écrire

P(X +h) = P(X) +hP\(X,h) = P(X) + hP'(X) + h*Py(X , h) (91)
ou Py, P, sont des polyndmes a deux variables a coefficients dans Z,.
PROPOSITION 3.2. Soit P € Z,|X| un polynome et x € Z,, tel que P(x) = 0 mod p" (donc x n’est
pas trop loin d’une racine de P). Si k = v(P'(x)) < n/2, alors si x = Np(x) = x — %, alors
(1) P(X) = 0 mod p"*' (on a une meilleure approximation de la racine).
(2) X = x mod p"~* (X n’est pas trop loin de x).

(3) v(P'(x)) = v(P'(x))(= k) (on peut itérer).

DEMONSTRATION. On écrit P(x) = p"y avec y € Z, et P'(x) = p*u avec u € Z, alors

~ P(x> n—kY
—x=— - _ -, 92
R Il 92)
Ce qui montre bien que |x — x| < pnl_k. Ensuite, on a par que
P(x)=P(x+ (x—x)) = P(x) mP (x)+ (X—x)t = (x—x)t. (93)
Comme k <n/2,onaque2(n—k)>ndonc2(n—k)=>n+1et
~ 1
|P(X)| < T (94)
Enfin on applique la formule d’expansion de Taylor pour P’ :
PX)=P(x+x—x)=P(x)+(X—x)-s (95)
avec s € Z,. Comme n—k > n/2, on a que
[P'(®)] =P (%)= p~~ (96)
OJ

On peut maintenant énoncer le théoréme de Hensel.
THEOREME 3.3. Soit P€ Z,[X| et x € Z,, tel que
P(x) = 0 mod p". 97)
Sik =v,(P'(x)) <n/2, alors il existe une unique racine § de P dans Z,, tel que

& = x mod p"* etv,(P'(E)) = v(P'(x)). (98)
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DEMONSTRATION. Commengons par I’existence. On définit une suite (x;) de Z,, par xo = x et
x;+1 = Np(x;). Montrons que cette suite est bien définie. Par la proposition on a que

x1 =xomod p" ¥, P(x;) =0mod p"™,  v,(P'(x1)) = v,(P'(x0)) = k < n/2. (99)
On voit donc par récurrence avec la proposition [3.2]que
X741 = x; mod PnH_ka P(x;41) = 0 mod PnHHa vp(P/(le)) =k. (100)

On a donc que pour tout m > [
1

[Xxm — x| < —an_k (101)
C’est donc une suite de Cauchy et si § et sa limite, on a que
1
|P<xl)‘p < n+1+1 (102)

P

et donc P(§) = 0.
Montrons maintenant 1’unicité. Si &;,&, sont deux racines de P qui vérifient les propriétés énon-
cées dans le théoreme, alors par la formule de Taylor on a

P(&) =PE)+P (&) (E—E)+ (E—&)a (103)

avec a € Z,,. Ce qui donne

(&1 =&) (P'(&1) + (&1 = &2)a) = 0. (104)
Or
1 1
181 — G| s max (|G —x[,[G2—x]) < = < —. (105)
p P
Donc le terme entre parenthése dans (I104) n’est pas nul ce qui impose &; = &. O

On réénonce la version du théoréeme de Hensel avec n = 1, car ¢’est celle plus utilisée en pratique.
THEOREME 3.4. Soit P € Z,[X| un polynéme et x € Z,, tel que
P(x) = 0mod p et P'(x) # 0 mod p (106)

alors il existe une unique racine § € Z,, de P telle que

Ix—&| < — et P'(§) # 0 mod p. (107)

1
p
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3.0.1. Application aux racines de I’'unité. Soit p un nombre premier. Supposons que & € Q,, soit
une racine de I’'unité. On a donc que &" = 1 pour un certain entier n et alors |§]" = 1 = |§| = 1 donc
EeZ ;;. Ceci implique qu’on a une application de réduction modulo p bien définie

nQp) —~ Fj. (108)
Supposons p impair et prenons le polyndme P = X?~! — 1. Pour tout x € Z; onaque
P(x) =0mod p (109)
et P'(X) = (p—1)XP~2 donc P'(x) # 0 mod p. On peut donc appliquer le théoreme de Hensel avec
tout x € Z,, . En particulier, en I’appliquant avec 1,..., p— 1 on construit les (p — 1)-racines de P. On
a donc que
Hp_1 2% < QX (110)

Avec u,_1 le groupe des racines (p — 1)-ieme de I’unité qui est un groupe cyclique de taille p — 1.

PROPOSITION 3.5. Soit p un nombre premier impair, alors le groupe u(Q)) des racines de
lunité de Q,, est exactement 1.

DEMONSTRATION. On al’application de réduction u(Q,) — F ;. On a vu qu’elle était surjective
par le théoreme de Hensel. Montrons qu’elle est injective. Soit & € t1(Q,,) une racine de ’unité telle
que & = 1 mod p. On écrit & = (1 + pr) et on a qu’il existe n > 2 telle que

(1+pt)" =1. (111)

t <n+ (;>pt+ <;l)p2t2---+p"_1t"_l) =0. (112)

Si p t n, alors le terme entre parenthese est # 0 et donc r = 0 et & = 1. Sinon, on a que n est divisible
par p. On écrit donc n = pn’ eton a

Ce qui donne

g =@ =1 (113)
et E” = 1 mod p. En réitérant on voit que si on écrit n = p*n’ avec p{n’, alors on a que
et =1, (114)
et & = 1 mod p. On montre que & = 1. Cela découle du lemme suivant.

LEMME 3.6. Si € Z,; est tel que ® =1 et ® = 1 mod p, alors ® = 1.

DEMONSTRATION. On écrit @ = (1+ pt) eton a (1 + pr)? =1 ce qui donne

t (p+ (g)pr+~-+p1’—1rl’—l>. (115)

Or les coefficients binomiaux (5{’) sont divisibles par p donc le terme entre parenthese est de la forme
p+up2avecueZp,ilestdonc#Oetonatzo. O
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On montre que cela conclut. On a E]’k =let§=1modp.Sik=0o0uk=1onabien§ =1 par
le lemme Ensuite si le résultat est vrai pour k — 1 avec k > 2,on a

A NV (116)

Par le lemme |3.6/on a que E:,pkil = 1 et par récurrence cela implique que & = 1. 0

4. Analyse p-adique

On peut maintenant commencer a faire de ’analyse p-adique. Il faut d’abord définir la bonne
notion de fonctions analytiques. En effet, la définition traditionnelle est la suivante : Une fonction
analytique est une fonction localement développable en série entiere avec un rayon de convergence
strictement positif. Cette définition fonctionne bien sur R ou C car ce sont des espaces connexes.
Mais sur Q,, cette définition ne va pas. En effet, prenons la fonction qui vaut zéro sur {|x| <1}
et 1 sur {|x| > 1}. C’est une fonction localement constante, donc localement développable en série
entiére mais qui n’est pas constante. Or sur C ou R on sait qu’une fonction analytique localement
constante doit étre constante. On veut le méme genre de résultats sur Q,,. C’est a dire qu’on veut un
théoreme des zéros isolés.

4.1. L’algebre de Tate. On définit I’algebre de Tate a 1 variable sur Q, comme I’ensemble des
séries formelles a une variable

f=> ait (117)
i=0
avec a; € Q, et a; — 0 pour i — +00. On la note Q,(z). On la munit de la norme de Gauss :
]| := max]a. (118)

On notera également Z,(t) < Q,(t) le sous-ensemble composé des séries formelles a coefficients
dans Z,,. On a en particulier que

Zy(t) ={fe Q) :[IfIl < 1} (119)

LEMME 4.1. Pour tout f,g € Q,(t), ona

[ fgll < IIf1]-Ilell - (120)
DEMONSTRATION. Si f = Yait' et g = Y b;t', alors
fe=) cit' (121)
avec
ci= Y, abl (122)
k=i

et le lemme suit. ]
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On a également que ||f + g|| < max(||f]|,||g]]) <||f]| +||g]|- Ainsi, Q,(x) munit de la norme
de Gauss est une algebre de Banach grace au lemme suivant.

LEMME 4.2. L’algeébre Q,(x) muni de la norme de Gauss est complete.

DEMONSTRATION. Soit (f;) une suite de Cauchy dans Q,(x). On écrit

fi=>aijt!. (123)
j

Montrer que pour tout j, la suite (a; ;); est de Cauchy. En effet, on a

laij—ay ;| < fi— frll. (124)

C’est donc une suite de Cauchy. On note a; = lim;q; j et f = >} ;a;t. Montrons que f € Q,{x). Il faut
montrer que a; — 0 quand j — +o0. Soit € > 0. Il existe io, tel que pour tout i,i’ = iy, || f; — fr|| <&.
Maintenant, il existe jo tel que pour tout j > jo, on a |a;, j| < €. Ce qui implique que

Vi =io,¥j = jo,|aij| < max (|ag,l, |aij — aij|) <e. (125)

En effet, la derniére inégalité vient du fait que |a; j — a; jo| < ||fi — fio|| <&
Maintenant, comme la suite (f;) est de Cauchy on a

Vi Vil =g, |aij—ap | <e. (126)
En faisant tendre i’ — +00 on a que

Vj=0,Vi>ig,|a;—ai | <e (127)
Cela implique que pour tout i = io, || f — fi|| < € et donc que (f;) converge vers f. O

Pour tout f € Q,(x), on a que f = Y. a;t' définit une fonction

fiZy,— Qp. (128)
En effet, si z € Z,, alors |z] < 1 et alors
ai|z|' —— 0. (129)
1—+00

On dira qu’une fonction f: Z, — Q,, est analytique si elle est donnée par un élément de Q,(x).

REMARQUE 4.3. Attention, il est vrai que si f € Z,{x), alors f(Z,) c Z, mais la réciproque
n’est pas vrai. Prenez par exemple
P —t

= : 130
f() > (130)

Onaque f(Z,) = Z, car dans Z/pZ,xP = x.
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PROPOSITION 4.4. Soit f € Z,(x) et a € Z,, alors il existe g € L ,(x) tel que

f=fla)+(—as. (131)
Si de plus on définit N(f) par
N(f):=max{n>0:lan| = [|f]I}, (132)
alors
N(g) <N(f)—-1. (133)

des lors que N(f) > 1.

DEMONSTRATION. On a
Za, (t'—d') Za,(t—a) (ti_l—ti_2a+---+(—1)i_1ai_l). (134)

i=0 i=0
Cette somme est égale a
(t—a)) bit' (135)
i=0
avec
bi= Y air(—a) ™ (136)
k=1
eton aque b; € Z, et que
|bi] < max |aj|. (137)
j=i+l

Si N(f) = 1, alors cela implique que ||g|| = || f|| et que N(g) = N(f) — 1. En effet, on a que

brp-1 =angp+ Y, al—a) (138)
k=N(f)+1
Donc ‘bN(f)_1| = || f]| et pour tout I = N(f), |bi| < max,~ sy lan| <|[|f]]. O

On varetrouver maintenant un des résultats classiques d’analyse complexe. Le principe des zéros
isolés.
THEOREME 4.5 (Strassman, principe des zéros isolés). Soit f € Q,{(x)\{0}. On définit N(f) =

max (i > 0: |a;| = || f]|), alors f a au plus N(f) zéros dans Z,, (comptés avec multiplicités).

DEMONSTRATION. On montre le résultat par récurrence sur N(f). On peut supposer que || f|| =
1 quitte & multiplier f par la bonne puissance de p. Cela ne change pas la valeur de N(f). SiN(f) =0,
alors

f(t) =ao+ pg(t) (139)
avec |ag| = 1 et g € Z,(x). Ainsi, pour tout z € Z,, on a que

If(2)| = |ao| = 1 (140)
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et donc f n’a pas de zéros dans Z,. Supposons le résultat vrai pour N(f) = k avec k > 0 et prenons
f€Z,(x)tel que N(f) = k+ 1. On suppose toujours que ||f|| = 1. Si f n’a pas de zéros dans Z,,
alors il n’y a rien a démontrer. Soit zo un zéro de f dans Z,. On a par la proposition 4.4 que

f(t) = (t—z0)8(1). (141)
avec N(g) < N(f) — 1. Par hypothese de récurrence, g a au plus N(g) zéros dans Z, et f a donc au
plus N(f) zéros dans Z,,. O

COROLLAIRE 4.6. Soit f,g € Q,(x). On a que si les fonctions induites par f et g sont égales,
alors f = g dans Q,{(x).

42. A plusieurs variables. Sur Qf, on définit la norme par

[|(x1,--.,xq)|| = max (|x;]). (142)
On a en particulier que Zg est la boule unité sur Qg et Qg est également complet pour cette norme.
Soient xi,...,x, des variables. On note x I’ensemble de ces variables et on définit la notation

suivante : si ] = (iy,...,i,) est un n-uplet d’entiers alors on pose
x! = Xl (143)
On note |I| = maxi; et on définit 1’algebre de Tate a n variables Q,(xy,...,x,) =: Q,(X) comme

I’ensemble des séries formelles
f=>ax (144)
1

ol a; € Qp et aj — 0 lorsque |I| — +o0. On définit de méme I’ensemble Z,(x). On la munit égale-
ment de la norme de Gausse donné par

111 = . (145)

EXERCICE 4.7. Montrer que Q,(x) est une algebre de Banach. C’est a dire qu’elle est complete
et que
1 +gll < max ([|£1],[1g]]) et [Ifgll < |lfII]lgl]- (146)
DEFINITION 4.8. Une fonction ZZ — Q) est analytique si elle est donnée par un élément de
Q,(x). Une fonction Zf, — QY est analytique si chaque projection sur les coordonnées est analy-
tique.
PROPOSITION 4.9. Soit f € Q,{X), alors pour tout z € Zg ona

F @< 1A=l (147)
Et pour tout x,y € Zg, ona

F ) =FODI< A e =l (148)
En particulier, f : Z;l, — Q) est || f||-Lipschitz.



4. ANALYSE p-ADIQUE 24

DEMONSTRATION. La premiere assertion est claire. On montre la deuxiéme par récurrence sur
d.Sid =1, alors

F@) = FO)| =D an(x—y) < max (|an| e —y[") < [If1[]x =yl (149)
n
Supposons le résultat vrai pour d > 1 et montrons le résultat pour d + 1. Soit f € Q,{x1,...,X4+1),
alors par I’exercice #.12] on peut écrire
F= falrr, o xa)xly,. (150)
n=0

On a en particulier que || f,|| < ||f|| pour tout n > 0. De sorte que

f('x)_f<y):f()(x17"'7-xd>_f0(yl7 s Yd +an X1, ) d+1— fn(yh 7)’d)yz+1- (151)
n=1

Le premier terme a sa valeur absolue majorée par ||fo|||x —y| par hypothése de récurrence. On
majore ensuite chacun des termes de la somme comme suit. On note X pour (xi,...,x;) et de méme
pour .

SaG)xg 1 = SOy = a) (g =Yy 1) + Va1 (fa(X) = fa(9))- (152)
Comme (xj, | —y%, ;) = (x—y)uavec u€ Z, on a que le premier terme a une valeur absolue < || f;|| -
1X]| - [xg+1 — Yar1| <||f]|-[|x—y||- Le second terme a une valeur absolue majorée par hypothése de
récurrence par

<A1 Yara 1R =FI < A [l =yl (153)
O

PROPOSITION 4.10. Soit g€ Q,(x) et f = (fi1,--.,fa) € Z,(x)%, alors
gof =gfi(x),..., fa(x)) € Qplx). (154)

Et de plus,
lgo fII < Ilgll-[IA1]- (155)
DEMONSTRATION. On écrit g = Y., asx’, alors on a formellement

g(fi,- o fr) 2611 (156)

On pose hy, = Z‘I‘gkalffl . -fc’f’. C’est un élément de Q,(x) car c’est un polynéme en les fi,..., fy
et Q,(x) est une algebre de Banach. Comme I’algebre est complete il suffit de montrer que 7 est
une suite de Cauchy. Or, pour tout m > n, on a

W —hall = || D> arfi' fi|| < max [a]. (157)

I>=n
n+1<|l|<m >
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La derniere inégalité vient de 1’exercice et du fait que pour tout j =1,...,d, ‘ f j| < 1. Comme
max|s>p+1 |ar| — 0 quand n — +o0, c’est bien une suite de Cauchy. L’inégalité sur la norme de

A <AL 8

EXERCICE 4.11. Montrer que la proposition est fausse si par exemple f est la translation par un
élément de norme > 1.

Gauss vient du fait que comme || f|| < 1 on a que ‘

EXERCICE 4.12. Montrer que si z1,...,2, € Z), avec r < d, alors on a une application d’évalua-
tion Qp(x1,...,x7) = Qp{xr41, -+ ,x4) donnée par
i i Il i
f@lse 5 2m X155 Xa) = Zalzll n _errxrril Xy (158)
i

Montrer également qu’on peut écrire

f: ka(Xl,...,Xd_l)Xfl (159)

k=0
avec fr € Qp{x1,...,X4-1).

PROPOSITION 4.13. Si f: Zg — Q) est analytique et nulle sur un ouvert, alors f = 0. En
particulier, si deux éléments f,g € Q,(X) induisent la méme fonction sur 74, alors f = g.

DEMONSTRATION. Soit f € Q,(x). On montre le résultat par récurrence. Soit U un ouvert sur
lequel f s’annule. Soit d = 1, on peut supposer quitte a translater que 0 € U par la proposition 4.10
On a alors que f(t) = 0 pour tout # de valeur absolue assez petite et par le théoréme on a que
f = 0. Maintenant supposons d > 2 et que le résultat soit vrai pour d — 1, alors on écrit

F=> felxr, . xg-1)xh, (160)

k=0

On peut supposer quitte a translater que (0, ...,0) € U. Il existe donc € > 0 tel que que f(zy,...,24) =

0 pour tout z; € Z,, tel que |zi| < €. Prenons zj,...,24-1 € Z,, de valeur absolue < €. On a
F@tzam1.%d) = ) felzts - za—1)2 € Qplxa). (161)
k=0

Cette fonction analytique va de Z, dans Z,, et est nulle sur le disque D(0,¢). Par Strassman on a
que pour tout k = 0, f¢(z1,...,24—1) = 0. On a donc que pour tout k > 0, la fonction analytique
Jr: Z';_l — Z,, est nulle sur le polydisque l_)(O,S)d_l. Par hypothese de récurrence on a que pour
toutk > 0, fy = 0 et donc f = 0.

La deuxieme assertion de la proposition vient du fait que f — g induit la fonction nulle sur

d
z2. O
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4.3. Difféomorphismes analytiques. Par la proposition on a une application de composi-
tion bien définie

Zp(xty X" X L1,y — Lplxn, 20 (162)

En prenant n = m = [ on obtient un monoide pour la loi de composition. Un difféomorphisme ana-

lytique est un élément inversible dans ce monoide. C’est a dire que f : Z;l, — Z?, est un difféomor-

phisme analytique si f € Z,(x)“ et il existe g € Z,(x)“ tel que fog = go f = id. On note Diffan(Zg)
I’ensemble des difféomorphismes analytiques de ZZ.

PROPOSITION 4.14. Soient f,g,h € Z,(x)?, alors
(1) [lgo fll < |lgll-
(2) Si f € Diff*(Z4), alors ||go f|] = | g]|-
(3) |lgo (id+h) —gl[ < [|A]].
(4) ||f~' —id|| = || f —id]| si f € Diff*(Z%).

DEMONSTRATION. On a que si g € Z,(x)¢, alors ﬁ e Z,(x)? et donc

’iof‘@. (163)
lgll
On a donc la premiére assertion. La deuxiéme assertion vient du fait que g = go fo f~!. Pour
I’assertion (3), on écrit h = (hy,...,hy) avec ||h|| < ||h|| eton a
go(id+h) = g+ Ay (h)+ > Ax(h) (164)
k=2

ou Ay est un polynome homogene de degré k a d variables a coefficients dans Z,,. D’ou

|lgo (id+h) —gl[ < ||A]]. (165)
Enfin pour la derniere assertion on a par (2) que ||f~! —id|| = [[id —f||. O
Soit ¢ > 0, on définit
. . . 1
Diffe"(Z) = {felefa"(zf,) If—id]] < 17}' (166)

PROPOSITION 4.15. Pour tout ¢ > 0, on a que Diff‘gn(Z;’;) est un sous-groupe distingué de
Diff*(Z4).

DEMONSTRATION. Cela découle de la proposition O

PROPOSITION 4.16. Pour tout f € Diffan(Zﬁ) on a que ||f|| = 1 et pour tout x,y € Zf, ona

1f &) = F W =[x =yl (167)

En particulier, Diff‘m(Zg) agit par isométrie sur Z;’;.
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4.4. Expansion de Mahler. Lorsqu’on a une série enti¢re a une variable f(z) = >, a,Z", on
sait que
£(0)
oonl
Mahler s’est inspiré de cette écriture pour obtenir une formule équivalent en p-adique. On définit
I’opérateur de différentiation discrete de la fagon suivante. Pour toute fonction f: Z, — Q,

(168)

Vix) = flx+1)=f(). (169)
Considérons également les fonctions tirés des coefficients binomiaux. On définit
1) (x— 1
VxeZ,, (x> _xx—1) fx n+l) (170)
n n!

Notez que (%) € Q,{x) car ¢’est une fonction polynomiale et de plus pour tout k € N, la fonction ()
évaluée en k vaut bien (ﬁ ) On a de plus que ¢(N) < N pour ¢ = (Z) De plus on a la formule

X X . X
v(i):(i_l), z>1etv(0>=0. (171)

En effet, nous sommes en train d’écrire une égalité de fonctions analytiques. Ces relations sont vraies
lorsque x € N < Z,,. Comme N est infini on a par le principe des z€ros isolés que ces deux fonctions
analytiques coincident.

PROPOSITION 4.17. Soit M un groupe abélien et f : N — M une fonction quelconque. 1l existe
une unique suite (m;) < M telle que

fx)=>m ();) . (172)
i=0
De plus on a m; = V' £(0).

X

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que pour tout i > x, (1

finies. En évaluant en O on a

) = (0 donc ces sommes sont

f(0) =m. (173)
On voit de plus que
X
VEf(x) = ;Cm <i_k>. (174)

De sorte que m; = V¥£(0). Donc les ny;, sont entierement caractérisés par f, ceci prouve 1’unicité.
X

Réciproquement soit f : N — M, on pose g = > ;~¢ VE£(0) (}) et on montre que f = g. Posons
¢ = f — g. On a par construction que ¢(0) = 0 et pour tout k > 1

VEo(0) = VE£(0) — V¥g(0) = 0. (175)
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On en déduit que ¢(1) —$(0) = ¢(1) = 0. Montrons que ¢(k) = O par récurrence sur k. On montre
par récurrence que pour tout k > 0,

k—1

VEO(x) = d(x+k) + D bd(x+1) (176)

1=0
avec b; € Z.. En effet, c’est vrai pour k = 0,1. Eton a

k=1 k—1
VEO(x) = VEO(x+ 1) = VRO(x) = Ox+k+ 1) + D bo(x+ 1+1) = d(x + k) — > bo(x+k)
=0 =0

k
= O(x+k+1)+ > cr0(x+1).
= 177)

Donc la formule est vraie par récurrence. Supposons avoir montré que pour tout / < k,¢() = 0, alors

par la formule ona
0= Vo) = ¢(k+1). (178)

D’ou le résultat. 0

EXERCICE 4.18. Montrer que si ¢ : N — M est une fonction vers un groupe abélien, alors

k
Wk > 0,V50(0) = ) <Il‘> (=1)'o(k—i). (179)
i=0

On énonce maintenant les deux théorémes de Mahler.

THEOREME 4.19. Soit f : Z, — Q), une fonction continue et définissons ay = VK£(0), on a alors
que |ax| — 0 et la série Y ay (k) converge uniformément vers f sur Z,. De plus,

sup | f| = sup|ag| . (180)
z, k=0

THEOREME 4.20. Soit f : N — Q,, une fonction. On définit ay = VX £(0). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.
(1) |ax| — 0 quand k — + 0.
(2) La série de Mahler Zk>0 ag (k) converge uniformément sur Z,,.
(3) f admet un prolongement continu f : Z, — Q).
(4) f est uniformément continue (pour la topologie p-adique sur N).

(5) supN|ka‘ — 0 quand k — +0.
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4.5. Flots et théoreme de Bell-Poonen. On définit maintenant la notion de flot comme en géo-
métrie différentielle. Soit d > 1 un entier. Un flot analytique sur Zf, est une fonction analytique

D e Z,(1,x)" : L, x L% — Z telle que
(1) @(0,-) =id.
(2) Pourtouts,t € Z,, &(s+1,-) = P(s,P(t,-)) = D(t,P(s,-)).
Pour ¢ € Z,, on notera ®; := ®(¢,-) € Z,{x)?. On a en fait pour tout ¢ € Z,, P, € Diffa“(Zf,) car
o, - d_, =id. Etsi f =Py, onaque
VkeZ, f*=ad. (181)
On va montrer maintenant le théoreme de Bell-Poonen qui énonce le fait suivant : si f : Zg — ZZ

est une fonction analytique qui n’est pas tres loin de I’idendité, alors f est un difféomorphisme et il
existe un unique flot analytique ®; = f.

THEOREME 4.21. Soit ¢ > ﬁ et soit f € Z,(x) tel que || f —id|| < |p

et il existe un unique flot analytique ® € Zp<t,x>d tel que
D, =f. (182)
DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord 1’unicité. Soit x € Zg et soit @1, P, deux flots qui
vérifient le théoreme. Alors on a pour tout k € N

@ (k,x) = Py (k,x) = f(x). (183)

Donc la fonction analytique ¢ € Z,, — ®(¢,x) — P,(¢,x) vaut I’origine une infinité de fois. Par le
principe des z€ros isolés cette fonction est constante €gale a I’origine. Donc pour tout 7 € Z,,x € Zf,

@, (t,x) = Dy (¢, x). (184)

Ceci implique I’égalité des séries associées par la proposition4.13] Montrons I’existence maintenant.
Pour trouver comment construire ¢ on va se baser sur les séries de Mahler. Si on fixe x € Zg, alors

‘, alors f € Diff2"(Z4)

on veut construire une fonction ¢ : Z,, — Zf, telle que pour tout k € N, ¢(k) = f*(x) et $(0) = x. Par
la proposition cette fonction a une unique écriture sous la forme

o - ¥ 700} (185)

k=0

Analysons les coefficients de cette somme. On a ¢(0) = x, puis V$(0) = ¢(1) — ¢(0) = f(x) — x.
Ensuite V29(0) = ¢(2) —2¢(1) — ¢(0). Définissons I’opérateur A qui vaut

Vg e Zp(x)!, Ag(x) = g(f(x)) — g(x). (186)

LEMME 4.22. Pour tout x € Zf,, sidy N — Zi est définie par ¢,(1) = f'(x), alors

Vk =0, VFEo(0)=AkGd)(x). (187)
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DEMONSTRATION. En effet, ¢’est vrai pour k = 0, 1. Montrons le résultat par récurrence. On a

VE0,(0) = V(VE 1) (0) = V¥ T0u(1) = VF10:(0). (188)
Soity: N — Zf, définie par y(/) = ¢x(!+ 1), alors on a que
VE1o,(1) = V= 1y(0). (189)
Mais y = ¢ (, et on a donc par récurrence que
VEy(0) = A1 (id) (F (). (190)
Et donc
V. (0) = A (1) (£(x)) — A () (x) = Ak (i) (x). (191)
Ce qui donne le résultat. 0

En définissant A¥(x) := A¥(id)(x), il est donc naturel de poser

o(1,x) = Y Ak(x) (li> (192)

k=0

Chaque terme est un élément de Z,(t,x), il faut montrer que la série est convergente.

LEMME 4.23. On a pour tout k > 0,

1
a4 < — (193)
p
DEMONSTRATION. C’est vrai si k = 0, 1. Montrons le résultat par récurrence. Posons i = AK=1(x).

Onaalors que h = p™gavecm> (k—1)cetge Zp<x>d. Et alors

A'(x) = h(f(x)) —h(x) = p" (g(f(x)) — &(x)). (194)
Maintenant on peut écrire f(xX) = x + p*w(x) avec a > c et w € Z,(x)?. Ecrivons
g(x) = Ag+A1(x)+ Y Al(x) (195)
=2

ou A; est la partie homogene de degré i. On a alors

g(f(x)) = Ao+ A1 (x) + p A1 (w(x)) + D Ay(x+ p*w(x)) = g(x) + p“u(x) (196)

122
avec u € Z,(x)?. On a donc que g(f(x)) — g(x) = p“u(x) et donc
1

ke *

p

HAk(X)H <|p"| < (197)
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On a de plus que pour tout k > 1

<—r. (198)

En effet, on a vu en exercice que

n n n
vp(nl) =) {—kJ <) 5= (199)
sl ;e ol
1
p—1
At(x)
k!

on a par le lemme 4.23(que

Maintenant si || f —id|| < - avec ¢ >
1
‘ < 0. (200)

p
‘ pk(c—ﬁ) k—+o0

On a donc que la série définissant d(z,x) est convergente et définit bien une fonction analytique de
Z, x 29 — Z4. Montrons que ¢’est un flot. Soit x € Z4 et n e N, on a que

®(n,x)= <Z) AK(id) (x) = (id+A)"(id) (x) = f"(x). (201)

k=0
On a donc que pour tout s,7 € N entiers
P(s+1,x) = T (x) = f1(f (x) = f1(F(x). (202)
Donc
D(s+1,x) =P(s,D(t,x)) = D(r,D(s,x)). (203)

Si on fixe la variable s, on a deux fonctions analytiques de ¢ qui coincident pour tout € N donc
les fonctions sont égales sur Z,. Maintenant a ¢ € Z,, fixé, on a une €galité entre deux fonctions
analytiques de la variable s qui est vrai sur N qui est infini donc par les zéros isolés, 1’égalité est
vraie pour s € Z,,. Et on a bien également que pour tout x € Z;l,, ®(0,x) = x. En particulier on obtient

que f € Diff?"(Z%) car @) = fet ®_ = f~1. O
On dira que f € Diffa“(Zg) est contenu dans un flot s’il existe un flot analytique ¢, tel que ¢; = f.
REMARQUE 4.24. On remarque que si p > 3, alors la condition est que ¢ > ﬁ > % En parti-

culier, ¢ = 1 vérifie les hypotheses et on a donc que tout élément de Diff‘i‘“(Zg) est contenu dans un
flot.

COROLLAIRE 4.25. Soit f € Diffan(Zg) un difféomorphisme contenu dans un flot, si f # id alors
f est d’ordre infini. En particulier si p > 3, alors Diff‘i‘“(Zg) est sans torsion.

DEMONSTRATION. Soit ¢, le flot analytique tel que ¢; = f. Supposons que fV = id pour un
certain N # 0. Soit x € ZZ, on considere I’application analytique

evy:teZ, — ¢:(x). (204)
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On a que evy(NZ) = {x}, par le principe des zéros isolés cela implique que ev, est constante égale a
x etdonc f(x) =evy(1) = x.

Si p > 3, alors par le théoréme de Bell-Poonen on a que tous les éléments de Diff“l‘“(Zg) sont
contenus dans un flot et donc sans torsion.

On montre maintenant que la condition de congruence n’est pas restrictive.

PROPOSITION 4.26. Soit G < Diffa“(Z?’,) un sous-groupe, il existe Gy = G' un sous-groupe d’in-
dice fini tel que Gy fixe toutes les boules U de rayons 1/p de Zg et de plus pour chaque boule U on
peut trouver des coordonnées sur U ~ ZZ tel que Goy < Diff{"(U).

DEMONSTRATION. On a que G agit sur les boules de rayon #. De plus, pour tout g € G et pour

x€{0,...,p— l}d, on peut regarder la différentielle D, (g) de g en x. Cela donne un homomorphisme
de groupes
G- Bij(Z/p’Z)")x || GL4(Z/pZ) (205)

{0,...p—1}¢
dont I’image est un groupe fini. Soit G le noyau de ce morphisme, c¢’est un sous-groupe d’indice fini
et Gy fixe toutes les boules de rayon 1/p? et donc aussi celle de rayon 1/p. Soit U = B(xo, 1%) = pZ,

avec xo € {0,...,p— 1}d, en conjugant Gy par la translation par xo et en notant y; + xo(i) = x; on a

que dans les coordonnées yi,...,ys =Y, tout g € G est de la forme
g(y) = P*Bo+Ai(y) + Y Axly) (206)
k=2

avec A; la partie homogene de degré i. On a alors que

1
S8(py) = pBo-+A1(y) + D0 Ay). (207)
k=2

On voit donc que g(U) = U et de plus si on note z; = py; les coordonnées sur U on voitque g: U — U
est analytique en les coordonnées zj, ..., z4. On voit de plus que gy = idjy mod p. 0

Ceci conclut la partie du cours sur 1’analyse p-adique ou en tout cas tout a été introduit pour
prouver les principaux résultats du cours.

5. Des automorphismes polynomiaux aux difféomorphismes analytiques

Les théoremes qu’on cherche a démontrer concerne les automorphismes polynomiaux de 1’es-
pace affine C". Il faut donc montrer comment on passe de transformations polynomiales sur C a des
transformations analytiques sur ZZ. On va tout d’abord montrer que tout corps de type fini sur Q
se plonge dans Q,, pour une infinité de nombres premiers p. Pour cela on va utiliser le lemme de
Hensel, mais nous avons besoin d’introduire la notion de discriminant.
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5.1. Le discriminant d’un polynéme. Soit A un anneau et P,Q € A[X] de degré n et m respec-
tivement. On note A[X]<; I’ensemble des polyndmes de degré < [, ¢’est un A-module (i.e stable par
multiplication par A et stable par somme). On note ¢p o I’application linéaire

dpp € (U,V)eAlX]|<m—1 xA[X]|<n-1 — UP+VQeAX|nim—1- (208)
Si on considere au départ la base
(™10, (1,0),(0,X"1),...,(0,1)) (209)
et a I’arrivée la base
(xmtm=l L 00) (210)
alors la matrice de ¢p ¢ est donnée par
a, O -~ 0 b, 0 - 0
an—1 ap - © by
an—1 0 0
Mpg = : : . a, b | b.m ' 211)
ao ap—1 bo -t
0o . .0 . b
; a1 by by
0 o0 a 0 - 0 by

On définit le résultant R(P,Q) comme le déterminant de cette matrice. On a que

R(P,Q) = (=1)"R(Q, P). (212)

LEMME 5.1. Soit A un anneau et I un idéal de A et P,Q € A[X] de sorte que si on note P et 0
leur image dans A/I[X], alors degP = deg P et deg Q = deg Q. On a la relation suivante entre les
résultats et le passage au quotient :

R4//(P,Q) = Ra(P,Q) mod I. (213)

DEMONSTRATION. Il est clair que la matrice de (1)135 est Mpg. Le résultat vient du fait que le
déterminant est un polyndme en les coefficients de la matrice. U

PROPOSITION 5.2. Si A est un anneau factoriel, on a que R(P,Q) # 0 si et seulement si P et Q
sont premiers entre eux.
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DEMONSTRATION. Notez que si A est factoriel, alors A[x] est factoriel on peut donc parler de
polyndmes premiers entre eux. Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, alors ils ont un facteur
commun C et on a que

0po (Q/C,—P/C) =0. (214)
L’application linéaire ¢p p n’est donc pas injective et son déterminant est donc nul. Réciproquement,
si le résultant est nul, alors ¢po n’est pas injective et donc on peut écrire

UP=VQ (215)
avec UV # 0. Si P et et Q était premiers entre eux, on aurait alors par le lemme de Gauss que P
divise V mais c’est absurde car degV < degP. 0J

Soit A un anneau integre et soit P € A[X] un polynome de degré n et tel que degP’ =n—1, on

définit le discriminant de P par

A(P) = (—1)"“T"R(P,P') (216)

5.2. Un théoreme de changement de base. On va maintenant montrer que tout corps de type
fini sur Q se plonge dans une infinité de Q,. On commence par le lemme suivant.

LEMME 5.3. Soit P € Z|x]| un polynéme a coefficients entiers, alors il existe une infinité de
nombres premiers p tel que P a une racine modulo p.

DEMONSTRATION. En effet si ce n’était pas le cas, alors il existerait un nombre fini de nombres

a(n)pclxl (n) . o(n)

premiers py,...,p, tel que pour tout n € Z,P(n) = (—1) pr 7. Soit M > 0, on a alors

qu’il existe une constante C tel que

|P(Z) n[-M,M]| < CdegP(logM)". (217)
En effet, on a
1
|P(n)| < M = Vi,a;(n) < —logM. (218)
Pi

Comme chaque point z € C a au plus deg P préimages cela donne bien la borne voulue. Maintenant
P est de la forme

P(x) = cx9eeP 4 g xdeeP=1 . + Adeg - (219)

On voit donc que lorsque M — +00, on a
P(Z) A [-M,M]| > pm'/ 2P (220)
avec 3 > 0 ce qui est absurde. 0

THEOREME 5.4. Soit K un corps de type fini sur Q et S © K une partie finie. Il existe une infinité
de nombres premiers p tels que

(1) Il existe un plongement 1, : K — Q).
(2) 1,(S) c Z,,.
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DEMONSTRATION. Soitd = tr.deg K/Q. Par le théoreme de I’élément primitif il existe 71,...,75 €
K algébriquement indépendant et 0 € K tel que

K =Qt1,...,14)(8). (221)

Soit f(x) = f(t1,...,ts;x) € Q(t1,...,25)[x] le polyndme minimal de 6 sur Q(zy,...,7;), quitte a
multiplier par les dénominateurs, on peut supposer que f(x) € Zl[z1,...,t4][x]. Soit A(zy,...,14) €
Z[ty,...,t4] le discriminant de f par rapport a la variable x. Pour tout s € S, on a que s = g5(0) avec
gs(x) € Q(t1,...,t7)(x). On choisit des polyndmes By(t1,...,t;) € Z[t1,...,t;] de sorte que Bsgs €
Z[t1,...,17][x]. On note également A € Z[t1,...,t4] le résultant R(f,Bsgs) par rapport a la variable
X.

On choisit des entiers ay, . ..,a; de sorte que
(1) Alay,...,aq) #0;
(2) f(ai,...,aq,x) est un polyndme non constant.

(3) Bs(ay,...,aq) # 0 pour tout s € S.
(4) As(ay,...,aq) # 0 pour tout s € S.
On choisit un nombre premier p tel que

(1) Bg(ay,...,aq) # 0 mod p pour tout s € S.

(2) Aay,...,ag) # 0 mod p.

(3) As(ay,...,aq) # 0 mod p.

4) f(ai,...,aq;x) aune racine modulo p et a le méme degré modulo p.
Les trois premieres conditions sont vérifiées des que p est assez grand et la derniere est vérifiée pour
une infinité de nombres premiers p par le lemme précédent.

Comme Z, n’est pas dénombrable on peut trouver uy,...,uq € Z,, algébriquement indépendants.
Posons alors

g(x) = flai + pur,...,aq+ pug;x) € Z,[x]. (222)
On a que g a une racine modulo p. Comme A(ay,...,a;) # 0 mod p et que le degré ne chute pas
modulo p on a par le lemme et la proposition que g mod p et g’~ mod p n’ont pas de racine
communes. Par le lemme de Hensel on a alors que g admet une racine 8. On définit le plongemnet
1, : K — Q) par
p(ti) = ai+ pui, 1,(0) = 6. (223)
Enfin les conditions sur A et By impliquent que les éléments de s sont envoyés dans Z,. En effet, on
a

s =By(t1,..,1a) " 'By(t1,... 12)85(6). (224)
On a que 1(By) € Z; car il est # 0 mod p et comme Ay # 0, on a que O n’est pas une racine de g ce
qui donne bien que s € Z,. 0
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5.3. Preuve du théoréme On peut maintenant démontrer le théoreme de Bell, Ghioca et
Tucker énoncé au début de ce cours.

THEOREME 5.5. Soit f € Aut(C?) un automorphisme polynomial, soit x € C? et V < C¢ une
sous-variété. L’ensemble

{neZ: f"(x)eV} (225)

est une union finie de progressions arithmétiques et d’un ensemble fini.

DEMONSTRATION. La sous-variété V < C? est définie par des polyndmes Py, ..., P,. Soit S < C
I’ensemble fini contenant les coefficients de f et de f~!, les coefficients des polynomes P; et les
coordonnées de x. On considére un nombre premier p > 3 et un plongement du corps K = Q(S)
dans Q, donné par le théoréeme [5.4]de sorte que S = Z,,. On a alors que le sous-groupe engendré par
f est contenu dans Diffa“(Zf,). Par la proposition il existe un entier Ny tel que f=N0 préserve
toutes les boules U de rayon 1/p et tel que en changeant les coordonnés on a que (V0 < Diffa"(U).
Pour k = 0,...,Np — 1, on note Uy la boule de rayon 1/p contenant f*(x). Soit z = z1,...,z, des
coordonnées sur Uy telles que (fN0) Diffé]‘“(Z;l,). Par le théoreme de Bell-Poonen, il existe un
unique flot analytique @ (#;z) qui interpole les itérés de fN0 sur Uy. Soit Oy : € Z,, — Dy (t, f¥(x)),
c’est une fonction analytique de Z, — Z;l,. On a pour tout £ € Z,

fKNO+k(X)€V<:>Vi: L...n Pl(q)k(g)) =0. (226)

Mais pour tout i = 1,...,7, t — Pi(¢x(z)) est une fonction analytique de Z, vers Q,, donc elle n’a
qu’un nombre fini de zéros ou bien elle est constante égale a zéro par le principe des zéros isolés.
On voit donc que

[v:i={melZ+k:f"(x)eV} (227)
est ou bien fini ou bien la progression arithmétique ¢Z + k. Comme
{meZ:f"xevi= ) Tk (228)
keO0,...,Ng—1
on a le résultat. O

6. Application pour I’étude de I’action de groupes sur des variétés algébriques

6.1. Champs de vecteurs analytiques. On a vu en exercice I’opérateur de dérivation par rap-
port a la i-eme variable 0; : Q,(x) — Q,(x). Un champ de vecteurs analytiques sur Z, est un objet
X de la forme

X(x) = > ui(x)é; (229)

i
avec u;(X) € Z,{x). On écrit @(ZZ) pour I’espace des champs de vecteurs analytiques sur Zf,, c’est
un Z,-module (ou un Q,-espace vectoriel). Un champ de vecteurs induit une dérivation sur Q (X,
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par

X(f) = Zu,- (X)0if (x). (230)
C’est a dire que l
X(f+8)=X(f)+X(g) et X(fg) = gX(f) +fX(g) (231)

EXERCICE 6.1. Montrer que si deux champs de vecteurs induisent la méme dérivation, alors ils
sont égaux. C’est a dire que si pour tout f € Z,(x)?, X (f) = Y (f), alors X =Y.

EXERCICE 6.2. Montrer que pour tout x € Z4,

X(f)(x)

Montrer en fait que pour toute fonction analytique ¢ : Z, — ZZ telle que ¢(0) = x et ¢'(0) =
(u1(x),...,uq(x)) ona

= E|z=of (1 +tuy (x), ..., xq +1ug(x)). (232)

d
 dt)i=0

X(f)(x) f(0(r)). (233)

6.1.1. Crochet de Lie. On définit le crochet de Lie de deux champs de vecteurs par si X = >, u;0;
etY = > ,;v;0;, alors

[X,Y]ZZW]@]' (234)
J

d (7\/]' auj
w,-:Zl i =iz, ) (235)

EXERCICE 6.3. Montrer que si f : ZZ — Z,, est une fonction analytique, alors

(X, Y](f) = X (Y () =Y (X(f))- (236)

On dit que X et Y commutent si [X,Y] = 0. C’est équivalent a ce que les applications de dériva-
tions associées commutent.
6.1.2. Champs de vecteurs associés a un flot. Soit @ : Z, x Zg — Zg un flot analytique, on peut
définir le flot associé a ¢ par
0P,
Xo(x): Ot |1=0
Plus précisement si on écrit ®(z,x) = (¢1(¢,X),...,04(¢,X)), alors

Xo(x) = Z 0:9:(0,%) ;. (238)

(x). (237)
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On a alors la formule suivante :

VxeZ4 Ve, X(Pi(x))= ic1>, (x). (239)

ot

Autrement dit, le long de la courbe analytique 7 — P, (x), le champ de vecteur X en &, (x) est donné
par le vecteur tangent a la courbe.
Soit @ € Diff‘m(Zg), alors @ agit sur les champs de vecteurs par tiré-en-arriére :

O*X (X) = D)@ (X (9(x))). (240)

Pour établir cette formule on fait I’identification suivante. On a que ®(Zg) =Z,(x)4 etsige Z,(x)?,
I’application différentielle qui a x € Zg associe la matrice D,g est donnée par

Dyg = (0ifj(x))1<i,j<d- (241)
En particulier, c’est une application analytique de Zf, vers My(Z,) ~ Zf,z.

EXERCICE 6.4. Montrer que pour toute fonction analytique f,

Q"X (f)(x) = X(fop™")(9(x)). (242)
PROPOSITION 6.5. Soit ¢ un difféomorphisme analytique et X ,Y deux champs de vecteurs, alors
¢*[X,Y] = [0"X,97Y]. (243)
DEMONSTRATION. On a vu que pour toute fonction analytique f, on a
O*X(f) =X(foo™")og. (244)
On a donc
O [X.Y1(f) = [X,Y](foo oo =X (Y (foe™"))oo-Y (X (fog™'))oq. (245)

Analysons le premier terme, on a

XY (foo™))oo=X (¥ (oo )opoo ) op=X(¢Y(f)og ' )op=0"X (@*Y(f)()2~46)
De méme le second terme vaut —@*Y (¢*(X)(f)). O

PROPOSITION 6.6. Soit ¢ un difféomorphisme analytique et soit X un champ de vecteurs asso-
ciés a un flot ®, alors

VxeZd,  @*X(x) o lod, o). (247)

 dt}i=0
Autrement dit le flot associé a ©*X est le flot ¢! o ®; 0 @ et on a pour tout x,t,

d
P X(9 ' od09) = Etp“ o®, 0. (248)
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DEMONSTRATION. On a

% _ 4 (d
0'X(3) = D9 X(00) = Do (5 ®il0la)). 49)
Et par la formule de la chaine cela donne
0" X (x) = — |[=0(p_1 od; 0 @(x). (250)
O

COROLLAIRE 6.7. Soit @ un difféomorphisme analytique et X un champ de vecteur associé a un
flot D, alors
O'X=X<Vtel, oo, =P,o@p <= @od| =P00. (251)

DEMONSTRATION. L’équivalence entre les deux derniéres assertions vient du principe des zéros
isolés. Montrons la premiere, si @ et &; commutent, alors ¢! o ®, 0 @ = @, et par la proposition
P . . d ..
on a que @*X = X. Réciproquement, si *X = X alors soit x € Z »» Par la proposition m on a que

d
X(elod,00) = E(pflocp,o(p. (252)

Sauf que ®; est aussi solution de cette équation différentielle. Ainsi les flots ¥, := (p_1 od; 0@ et D,
sont tous les deux des flots de X. Mais par unicité locale des solutions des équations différentielles
cela donne que ¥, et ®; doivent coincider pour les petits temps ¢ mais par le principe des zéros isolés
les flots sont égaux pour tout 7 et on a bien que

(Poq)t - ¢[ O(p. (253)
U

PROPOSITION 6.8. Soit ®; un flot analytique et Xp son champ de vecteurs associés, alors pour
foutt € Zp
PIX =X. (254)

Et de plus, X (xo) = 0 si et seulement si P1(xo) = xo.

DEMONSTRATION. Soitse Z,,ona

0P
(B,)*X (x) = Dap, () D—s (X (Dy(x))) = Dep, ()P (Oa_”,_o“ " s,x>) (255)
0
= 5\;:()@_3((1)0 +5,X)) (256)
= |l:0(x) = X(x). (257)

Ceci est équivalent a la formule suivante : pour tout € Z,,
X(P;(x)) = Dy®; (X (x)). (258)
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On voit donc que si X (xg) = 0, alors X (P;(xp)) = O pour tout ¢ € Z,,, cela signifie que la dérivée de
t — @, (xp) est nulle. Ainsi ¢ — P, (xg) est constante égale a xg car elle vaut xo en t = 0. Ce qui donne
bien que @ (xp) = xo. Réciprioquement si P (xq) = xp, alors alors pour tout 7 € Z,, on a ®;(xg) = xo,
en effet par la propriété du flot c’est vrai pour tout temps ¢ € Z et par les z€ros isolés cela doit étre
vrai pour tout 7 € Z,,. Et donc la dérivée en ¢ est nulle pour tout 7. 0J

PROPOSITION 6.9. Soit ® un flot analytique et Xp son champ de vecteurs associés. Soit Y un
champ de vecteur analytique, alors

0
X,Y]=—
[X.7] Ot |1=0

DEMONSTRATION. Soit f une fonction analytique, on a

@Y. (259)

dt |1=0 t—0 t t—0 t
On ajoute et retranche Y (f)(P;(x)) pour obtenir
4 airipn - L2@) VOO YOS YN o
La deuxieme limite converge vers X (Y (f)) et pour la premiére on a qu’elle vaut
TN GV TR __gyy (L0010 o6
t ! t '
Comme @'Y — Y on a que la limite vaut —Y (X (f)) ce qui donne bien le résultat. O

EXERCICE 6.10. Soit f,g € Diff?“(Zﬁ) et &7, P, leurs flots associés et Xr,X, les champs de
vecteurs associ€s. Montrer que f et g commutent si et seulement si les flots @, d, commutent si et
seulement si les champs de vecteurs Xy et X, commutent.

EXERCICE 6.11. Soit X = >, u;0; un champ de vecteurs. Montrer que [X,d4] = 0 si et seulement
si pour tout i, Jyu; = 0, autrement dit X ne dépend pas de la variable x,.

On va maintenant prouver un théoreme tres important en géométrie différentielle. Le théoreme
de redressement des champs de vecteurs. Il nous sera utile pour des arguments de récurrence sur la
dimension. On doit tout d’abord énoncer le théoréeme d’existence de flot locaux.

THEOREME 6.12. Soit f : ZZ — ZZ une application analytique et m un point tel que D,, [ est
inversible, alors il existe un ouvert U ~ Zg contenant m et un ouvert' V. ~ Zg et des coordonnées

analytiques sur ces ouverts tels que f : U — V soit un difféomorphisme local. De plus si f(m) = m
on peut prendre le méme ouvert U =V.

DEMONSTRATION. On peut supposer que m et f(m) sont ’origine de sorte que f s’écrivent

X)+ > Ax(x) (263)

k=2
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ou A = Dgf est une matrice inversible et les Ay sont les termes homogenes de degré k > 2. On peut
montrer que g admet un inverse dans 1’espace des séries formelles et que cet inverse a un rayon de
convergence positif. Soit £ > 1 un entier tel que le rayon de convergence de g soit < ﬁ. On a alors

que g a la méme forme que f et alors soit U = B(0, #) ~ ZZ et munit des coordonnées yi,...,ys de

5- . . d .
sorte que I'inclusion @ : U — Zj, est donnée par

Q01 3a) = (Pyns-op'va). (264)
On a alors que
_ 1 _
¢ "o fod(y) = i (P'y) =AG) + ) p A € Z,() (265)
k=2
et de méme pour @~ 1o go@. O

PROPOSITION 6.13. Soit X un champ de vecteurs analytiques sur Zg etme Zg un point. Il existe

un ouvert U ~ Zf, contenant m et un difféomorphisme analytique local ¢ : U — Zg tel que €Q*X soit
un champ de vecteurs analytiques sur U provenant d’un flot analytique pour un certain € € Z,\ {0}.

DEMONSTRATION. On peut supposer que m = ( est 1’origine. Trouver un flot local de X revient
a résoudre I’équation différentielle

%@,(x) =X (P;(x)) et P =1id. (266)

On peut voir X comme une application analytique de ZZ vers ZZ. On a vu en exercice qu’une telle
équation différentielle posséde une solution F(¢,x) dans I’espace des séries formelles et qu’elle a un
rayon de convergence positif vu que X a un rayon de convergence positif. Soit p* avec k > 1 telle
que le rayon de convergence de F soit > # On sait que F est de la forme

F(t,x) =x+1G(t,X). (267)

Et on a alors que
1
¥ (P*1,p"y) =y +1 (G(p"t,pky)) € Zy(t:y). (268)

Soit U = B(O,#) ~ Z;l, avec coordonnées yi,...,ys. On pose @ : U — Zg tel que O(y1,...,yq) =
(p*v1,..., P v4). On a alors que pour tout y € U,

O X(y) = 5 X(p"y). (269)
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et alors si on pose D(z,y) = #F(pkt,pky) = @ ' oF(pkt, p*x) on a bien

d 1d . B
5 20y) = i (F(p t,p* x = ( ) prt, pty) (270)
= X(F(phe, phy)) = X (p*@(1.7)) = o™X (1)) @71)
Donc &; est bien le flot de p*@*X. OJ

THEOREME 6.14 (Théoréme de redressement). Soit X et m e Zf, un point tel que X (m) # 0, alors
il existe un ouvert U ~ Zg contenant m et un difféomorphisme analytique local ¢ : U — Zf, tel que
AO*X = 04 avec L€ Z),.

DEMONSTRATION. Par la proposition , il existe un ouvert U ~ ZZ et un changement de
coordonnées analytiques telle que €@*X proviennent d’un flot ®. On suppose a nouveau que m =
044 est I’origine. On peut conjuguer & et X par une matrice dans SL;(Z,,) de sorte que X(0) =

P

(0,...,0,A) avec un certain A € Z,,. Considérons 1’application 0 : Z;‘g — Zi définie par

G(xl,...,xd_l,t):¢t((x1,...,xd_1,0)). (272)
Comme %|t:09(0,...,0,t) = X(0) = A(0,...,0,1) on a que la différentielle de 6 a I’origine est
Diag(1,...,1,A) qui est inversible. Par la théoréme d’inversion local on peut trouver une boule ou-

verte V ~ Z, et des coordonnées locales yy,. ..,y  tellesque ¢ : V — Zg soit donné par @(y) = Pry.
contenant I’origine tel que 0 : V — V soit un difféomorphisme analytique. Maintenant 6*X n’est peut
étre pas a coefficient dans Z, mais un de ses multiples I’est. Soit ¥, le champ de vecteurs d; on a

d

Ya(y) = = V1y--sYd—1,Ya +1) (273)
1 d
kg (PP Yamn Pyt p) (274)
1 d
=—d—9 Lod 4 (9 (p"yl,---,p"yd» (275)
d/ _ _
= (971007 0 ®yy0000) (1 76)
=0%¢p"X. (277)
0

6.2. Groupes nilpotents. Soit G un groupe. Si a,b € G, on définit le commutateur de a et b par
[a,b] = aba™'b~". (278)

Si A, B c G sont deux sous-groupes on définit [A, B] comme le sous-groupe engendré par
{la,b] :a€A,be B}. (279)
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On définit la suite dérivée d’un groupe comme la suite de sous-groupe Gy définie par
Gy =G, Gy =[Gy G- (280)
En particulier le sous-groupe dérivé de G est le groupe D(G) := G(;) = [G,G].
EXERCICE 6.15. Montrer que si a,b, g € G, alors
gla,blg™" = [gag™",gbg™"]. (281)
En déduire que D(G) est un sous-groupe distingué de G. Montrer que tout sous-groupe distingué
H < G tel que G/H est abélien contient D(G).
On définit la suite centrale d’un groupe G par
G0 =g, c*=[G,GW. (282)
DEFINITION 6.16. On dit qu’un groupe G est résoluble s’il existe un entier e > 0 tel que G(,) = 0.
On définit la longueur dérivée d1(G) de G comme le plus petit entier e > 0 tel que G,) = 0.
On dit qu’un groupe G est nilpotent s’il existe un entier e > 0 tel que G'®) = 0. On définit I’indice

de nilpotence nilp(G) de G comme le plus petit entier e > 0 tel que G,y = 0.

EXERCICE 6.17. Montrer que nilpotent implique résoluble.

Soit G le groupe des transformations affines sur C. Montrer que G résoluble mais pas nilpotent.
(Montrer que D(G) est le sous-groupe des translations et montrer que toute translation est le com-
mutateur d’une translation avec une homothétie).

EXERCICE 6.18. Montrer qu’un groupe G est résoluble si et seulement si il existe une suite de
sous-groupes Go =G © G| O --- D Gy = {0} telle que G;1| < G; est distingué et G;/G | est abélien.

EXERCICE 6.19. Soit H < G un sous-groupe distingué. Montrer que G est résoluble si et seule-
ment si H et G/H sont résolubles. Montrer qu’on a de plus que dI(G) < dl(H) +dl(G/H).

Si maintenant G est nilpotent, montrer que H et G/H sont nilpotents (mais la réciproque est
fausse).

EXERCICE 6.20. Soit G un groupe, le centre de G est défini par
Z(G)={heG:Vge G, gh=hg}. (283)

On dit que H est central si H — Z(G). Montrer que tout sous-groupe central est distingué. Montrer
que si H est un-sous groupe central et que G/H est nilpotent alors G est nilpotent et nilp(G) <
nilp(H) + 1.

REMARQUE 6.21. Il est a noter que si G est un groupe nilpotent non trivial, alors Z(G) n’est pas
trivial. En effet, si k = nilp(G), alors G&~D = Z(G) et G*~1) + 0 par définition.

On a enfin les formules suivantes :
(D) [y~ = [y
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@) [xyz] =[x,y [x,2]]x, 2]
) [xy,2] =[x [y 21y 2l [, 2]
6.3. Algebre de Lie. Soit K un corps, une algébre de Lie sur K est un espace vectoriel g munit
d’une application bilinéaire [-,-] : g x g — g telle que
(1) Vxeg,[x,x] =0.
(2) Vx,y,z€ g, [x, [y, 2]] + [y, [z.x]] + [z, [x,¥]] = 0.
En particulier on a que [x,y] = —[y,x].

EXEMPLE 6.22. Soit K un corps et M,,(K) I’ensemble des matrices carrés de taille n x n, alors
M, (K) est une algebre de Lie avec le crochet

[A,B] = AB — BA. (284)

EXEMPLE 6.23. Le Q,-espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs analytiques sur Zg
munit du crochet de Lie de champs de vecteurs est une algebre de Lie.

On dit qu’une algebre de Lie g est abélienne si son crochet de Lie est trivial : pour tout x,y €
g, [x,y] = 0. On peut définir de la méme maniere la suite dérivée 9(k) et la suite centrale g(k) et définir
la notion d’algebre de Lie résoluble et nilpotente. Si a,b < g sont deux sous-algebres de Lie, alors
[a,b] est le sous-espace vectoriel engendré par

{[a,b],aca,beb}. (285)

On définit alors la suite dérivée g(i) par g(o) = g et g(x41) = [g(k), g(k)] et la suite centrale g par
g = get g*+D — [g,g®]. On dit que g est résoluble s’il existe e > 0 tel que g(e) = 0 et nilpotente
s’1l existe e = 0O tel que g(e) = 0. Notez que chaque g(k) et g(x) est une sous-algebre de Lie.

Un morphisme d’algébre de Lie est une application linéaire ¢ : g — b telle que pour tout x,y €

9,0 ([x,y]) = [0(x),0(y)]- On peut définir alors le noyau de ¢ par ker¢ qui est naturellement une
sous-algebre de Lie.

EXEMPLE 6.24. Soit ¢ : Z$ — Z¢ un difféomorphisme analytique, I’application de tiré-en-arriére
0*: @(Z;‘g) — G)(Zjl,) est un morphisme d’algebre de Lie.

Soit h < g une sous-algébre de Lie. On dit que h est un idéal de g si [bh,g] < b. On a alors que
g/h posseéde une unique structure d’algebre de Lie telle que 1’application quotient g — g/b soit un
morphisme d’algebres de Lie. C’est [’algebre de Lie quotient.

On dit qu’une algebre de Lie g est simple si elle n’admet pas d’idéaux autre que {0} et g. On
verra en exercice que 1’algebre de Lie sl,(K) est simple pour tout corps K, out

sl,(K) = {AeM,(K):Tr(A) =0} (286)
et le crochet de Lie est donné par [A,B] = AB — BA.

L’ensemble des exercices sur les groupes résolubles et nilpotents sont également vrais pour les
algebres de Lie.
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THEOREME 6.25. Soitd > 1 et g C @(ZZ) une sous-algebre de Lie nilpotente, alors
d = dl(g). (287)

A noter ici que méme si I’algebre de Lie est nilpotente, ¢’est bien la longueur dérivée qui permet
de minorer.

DEMONSTRATION. Montrons le résultat par récurrence sur d. Si d = 1, alors on montre que 1’al-
gebre de Lie est en fait abélienne. En effet, soit X € g un champ de vecteur central. Par le théoreme
il existe un ouvert U ~ Z?, et des coordonnés analytiques sur U telle que si ¢ : U — Zg est le
changement de coordonnées, alors @*X = Ad, avec A € Q,. Maintenant, par les zéros isolés, 1’appli-
cation linéaire (|)|”‘gl est injective. Soit maintenant Y € g, on a que [Y,X] = 0 et donc [¢*Y,¢*X]| = 0.
Mais comme d = 1 cela signifie que ¢*Y = u(x)0d, avec dyu = 0. Donc @*Y est un champ de vecteurs
constant mais par les z€ros isolés cela signifie que Y est le champ de vecteur constant. Ainsi on a
que pour tout Y1, Y5 € g, [@*Y1,0*Y>] = 0 et donc ’algébre de Lie g est abélienne et dl(g) = 1.

Supposons que le résultat soit vrai en dimension d avec d > 1 et montrons le en dimension d + 1.
Soit X € g un champ de vecteurs analytique central dans g. Par le theoréme [6.14] il existe un ouvert
V ~ Z;‘g tel que aprés un changement de coordonnées on a X = J;,1 sur V. Soit Y € g, comme
[Y,04+1] =0 onaqueY estde laforme

Y = > uixi,. .. ,xq)0 (288)

Soit fh = g la sous-algebre de Lie définie par

h=gn{ulxi,...,x3)0041} (289)

C’est une sous-algebre de Lie abélienne non triviale car X = 0,41 € b et c’est un idéal de g. En effet
on peut le montrer par le calcul mais aussi parce que c’est le noyau du morphisme d’algebres de Lie
donné par la projection sur les d premieres coordonnées

d+1

d
Y= Z u,-(xl,. .. ,xd)a,- eEgr— Z u,-(xl,. .. ,xd)&i € @(Zld,) (290)
i=1 i=1
Notons g’ I'image de g. C’est une algebre nilpotente et par récurrence on a que d > dl(g’). Cela
donne alors
d+1=dl(g)+1=dl(g")+dl(h) = di(g). (291)
OJ

6.4. Preuve du théoreme sur les groupes nilpotents. On dit que f € Diffan(ZZ) est analytique
par flot s’il existe un flot analytique ® tel que ®; = f. Soit G — Diff‘i“(Zg), on dira que G est

analytique par flot si tous ses éléments le sont. En particulier, tout sous-groupe de Diff‘i‘“(Zg) est
analytique par flot si p > 3 par le théoreme de Bell-Poonen.
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EXERCICE 6.26. Montrer que si f et g commutent et sont analytiques par flots, alors f o g est
aussi analytique par flot et X¢, , = X¢ + X,.

DEFINITION 6.27. Si G est analytique par flot, on définit son algebre de Lie g par 1’algebre de
Lie engendrée par les champs de vecteurs analytiques X pour f € G.

LEMME 6.28. Soit G un sous-groupe analytique par flot et G' = G un sous-groupe d’indice fini,
alors G' et G ont méme algebre de Lie.

DEMONSTRATION. Soit g’ I’algebre de Lie de G'. On a g’ < g, réciproquement soit f € G, alors
il existe un entier m tel que ™ € G’ et alors Xym = mXy e g’ etdonc g g¢'. O

EXERCICE 6.29. En déduire que si G est un groupe analytique par flot, alors pour tout G’ = G
d’indice fini on a
Z(G)=27Z(G)nG. (292)
EXERCICE 6.30. Soit G un groupe nilpotent et soit Z son centre, montrer que
nilp(G) = nilp(G/Z) + 1. (293)
EXERCICE 6.31. Montrer que pour tout ouvert U < ZZ, I’application de restriction @(Zg) —
®(ZZ)\U est injective.
EXERCICE 6.32. On suppose d = 1 et G — Diff"'(Z,). Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes.
(1) G est abélien.
(2) G estnilpotent.
(3) Le centre de G n’est pas trivial.
(4) 1l existe un ouvert U — Zf, telle que gy est abélienne.
(5) g est abélienne.

(Utiliser le théoreme de redressement).

PROPOSITION 6.33. Soit G un groupe analytique par flot, alors G est abélien si et seulement si
g est abélienne.

DEMONSTRATION. Par I’exercice(6.26, on a que f,g € G commutent si et seulement si X7, X, | =
0. Ce qui donne I’équivalence. 0

Si G est un groupe résoluble on définit sa longueur dérivée virtuelle par
vdl(G) :=min{dl(H) : H ¢ G d’indice fini}. (294)

THEOREME 6.34. Soit G < Diff“n(Zcpl) un sous-groupe nilpotent et analytique par flot, alors g
est nilpotente et

d > vdl(G) (295)
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DEMONSTRATION. Sid = 1, alors c’est I’exercice On procede maintenant par récurrence
et on suppose d > 2. Soit f dans le centre de G. Comme pour la proposition précédente, on trouve
une boule ouverte U telle que Xy = 0, sur U. Soit G’ un sous-groupe d’indice fini de G qui fixe U,
alors tout élément de GT y est de la forme

g=1id+h(xy,...,x4—1). (296)

On considere la projection T : U — Zg_l sur les d — 1 premieres coordonnées. Elle induit un ho-
morphisme de groupe 7t : G — G de noyau un sous-groupe central K. De méme on a un homomor-
phisme d’algebres de Lie g — g; et de noyau une sous-algebre de Lie centrale €. Le groupe G est
nilpotent et analytique par flot et son algebre de Lie est g;. Par hypothese de récurrence, g est nil-
potente et d — 1 > vdl(G). Comme g; est nilpotente et que € est centrale on a que g est nilpotente et
dl(g) <dl(g;)+ 1. Il faut maintenant montrer que d > vdl(G). Par hypothese de récurrence, il existe
G| = G d’indice fini tel que dI(G}) <d — 1. Soit G’ = n~(G}), c’est un sous-groupe d’indice fini
de G. Si k = dI(G)), alors D;)(G’) = K qui est central et donc D .1y(G") = 0. On a donc que

di(G') <dI(G)) +1<d. (297)
C’est ce qu’il fallait démontrer. O

Pour finir cette partie on montre un dernier résultat qui lie un groupe nilpotent analytique par flot
a son algebre de Lie. On doit d’abord énoncer une version améliorée du théoréme de redressement.

THEOREME 6.35. Soit Xi,...,X, des champs de vecteurs analytiques qui commutent deux a
deux, alors pour tout point o € Zg, tel que X1(0),...,X,(0) sont linéairement indépendants, il existe

une boule ouverte U ~ Z;i, contenant o et des coordonnées analytiques sur U tel que Xy = 0.

La preuve se fait de la méme maniere que pour le théoreme de redressement. On peut supposer
que o est I’origine. Si ®',...,®" sont les flots associés a Xi,. .., X,, alors on considere I’application

(1o estr Xps 1oy Xg) > @) 00 0@ (0,0, Xy 1,1 Xg). (298)

On montre que c’est un difféomorphisme local et le résultat suit. La preuve marche car les flots &
commutent.

PROPOSITION 6.36. Soit G < Diff‘m(Z;l,) un sous-groupe analytique et soit g sont algébre de

Lie. Si g est nilpotente, alors G est nilpotent et il existe un sous-groupe d’indice fini G' < G tel que
nilp(G’) = nilp(G). En particulier, nilp(g) = min {nilp(Gy) : Gy = G d’indice fini}.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur la dimension. Si d = 1, alors par I’exercice

6.32| le résultat suit. On suppose d > 2. Soit 3 < g le centre de g. Soit s = maX,cz4 dim3(x). Soit o

un point ol le max est réalisé. Soit Xi,...,X; € 3 tels que X;(0),...,X;(0) sont linéairement indé-
pendants. Par le théoreme [6.35] il existe une boule ouverte U et des coordonnées analytiques sur U
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telles que X; = ¢;. Par construction de s on a de plus que 3y = Q,(X)X1 + -+ Q,{x)X;. Soit H = G
un sous-groupe d’indice fini de G qui fixe U, tout €lément de H|y; est de la forme

h(xy,...,xq) = id+h (Xe11,...,Xq). (299)

La projection sur les d — s dernieéres coordonnées donne un morphisme de groupes surjectifs H — H;
avec H; Diffan(Zg*“) analytique par flot et on a aussi le morphisme d’algebres de Lie h — b
associé. On a que h = g car H est d’indice fini dans G et donc le centre de H est contenu dans le
noyau de la projection. Autrement dit on a

nilp(H;) < nilp(H) — 1, nilp(h;) < nilp(h) — 1. (300)

Or comme le noyau de la projection est centrale pour le morphisme de groupes et pour le mor-
phisme d’algebres de Lie on a également que nilp(H) < nilp(H;) + 1 et nilp(h) < nilp(h;) + 1.
D’ou nilp(H) = nilp(H;) + let nilp(h) = nilp(h;) + 1. Par hypothese de récurrence, H; admet un
sous-groupe d’indice fini H] tel que nilp(H]) = nilp(h;). Soit H' la préimage de H] c’est un sous-
groupe d’indice fini de H et on a que nilp(H’) < nilp(H{) + 1. Mais, comme H’ < H est d’indice
fini, le centre de H’ est le méme que le centre de H et donc nilp(H/) < nilp(H;) — 1. D’ou I’égalité
nilp(H’) = nilp(H{) + 1 et le résultat. O

<++>
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