
INTRODUCTION À L’ANALYSE p-ADIQUE
EXERCICE 4

Exercice 1. Soit φ : Zd
p Ñ Zd

p une isométrie.

(1) Montrer que pour tout k ě 1, φ permute les polydisques de rayon 1{pk.
(2) En déduire que pour tout k ě 1 on a une application

IsompZd
pq Ñ BijppZ{pkZq

d
q. (1)

(3) Pour tout φ P IsompZd
pq on note φk la bijection induite sur φpZ{pkZqd . On rappelle qu’on la

projection canonique πk`1 : Z{pk`1Z Ñ Z{pkZ qu’on étend à chaque facteur pour définir
πk`1 : pZ{pk`1Zqd Ñ pZ{pkZqd . Montrer que

φk`1 ˝ πk`1 “ πk ˝ φk (2)

et expliquer géométriquement ce que cette égalité signifie.
(4) Soit W “ lim

ÐÝk BijppZ{pkZqq “
␣

pσkqk P
ś

k Bij
`

pZ{pk{Zqd
˘

: σk`1 ˝ πk`1 “ πk ˝ σk
(

. Mon-
trer qu’on vient de définir une application

IsompZd
pq Ñ W (3)

et que c’est une bijection.
(5) Montrer que la restriction de cette application à DiffanpZd

pq n’est pas surjective. (Indice: un
difféomorphisme analytique qui vaut l’identité sur un ouvert est égal à l’identité).

(6) Montrer que IsompZd
pq Ñ W est un homéomorphisme où on munit W de la topologie produit

et IsompZd
pq de la topologie de la convergence uniforme donnée par dp f ,gq “ supZd

p
|| f ´ g||.

(7) Montrer que la suite hnpx,yq “ px,y ` p
`

x ` x2 ` ¨¨ ¨ ` xn
˘

q n’admet aucune sous-suite con-
vergente dans DiffanpZd

pq. Comme W est compact on sait que cette suite admet une sous-suite
convergente dans W .

Exercice 2. Soit φ : N Ñ M une fonction vers un groupe abélien. On pose ∇ l’opérateur qui à toute
fonction ψ associe la fonction ∇ψpxq “ ψpx ` 1q ´ ψpxq. Montrer par récurrence sur k que pour tout
k ě 0,

∇
k
φpxq “

k
ÿ

l“0

ˆ

k
l

˙

p´1q
l
φpx ` k ´ lq. (4)
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Exercice 3. Soit f P DiffanpZd
pq. On note Dp f q le terme linéaire de f (sa différentielle à l’origine).

Montrer qu’il existe un entier N0 tel que f N0p0q “ 0 mod p2 et Dp f N0q “ id mod p. En déduire que

g :“
1
p

f N0ppxq P Zpxxy
d (5)

et vérifie g “ id mod p.


