
INTRODUCTION À L’ANALYSE p-ADIQUE
EXERCICE 4

Exercice 1. Montrer que Qpxxy est exactement l’ensemble des séries formelles à coefficient dans
Qp qui sont convergentes sur Zp.

Exercice 2. Soit f P Qp rrxss une série formelle. On définit son rayon de convergence le supremum
des r ą 0 tel que pour tout x P Qd

p tel que ||x|| ď r, f pxq converge. On le note r f . Montrer que

r f “ sup
"

R ą 0 : aIR|I|
ÝÝÝÝÝÑ
|I|Ñ`8

0
*

(1)

où ici on écrit |I| “ i1 ` ¨¨ ¨ ` id .

Exercice 3. Montrer que Qpxxy est la complétion de Qprxs pour la norme de Gauss.

Exercice 4. Montrer la formule de Legendre:

vppn!q “
ÿ

kě1

Z

n
pk

^

(2)

En déduire que le rayon de convergence de la série exponentielle est rp “ |p|
1{pp´1q.

Exercice 5. Montrer que si z1, . . . ,zr P Zp avec r ď d, alors on a une application d’évaluation
Qpxx1, . . . ,xdy Ñ Qpxxr`1, ¨ ¨ ¨ ,xdy donnée par

f pz1, . . . ,zr,xr`1, . . . ,xdq “
ÿ

I

aIz
i1
1 ¨ ¨ ¨zir

r xir`1
r`1 ¨ ¨ ¨xid

d . (3)

Montrer que cette application est 1-Lipschitz. Montrer également qu’on peut écrire

f “
ÿ

kě0

fkpx1, . . . ,xd´1qxk
d (4)

avec fk P Qpxx1, . . . ,xd´1y.

Exercice 6. Montrer que pour tout i “ 1, . . . ,d, l’opérateur de dérivation Bi par rapport à la i-ème
variable définit bien un opérateur

Bi : Qpxxy Ñ Qpxxy. (5)
Montrer que Bip f q “ 0 si et seulement si f est constante par rapport à la variable xi. Montrer de plus
que Bi ˝ B j “ B j ˝ Bi et montrer la formule de la chaîne:

Bip f ˝ gq “
ÿ

j

Bipg jq ¨ pB j f qpgq. (6)
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(Indication: montrer tous ces énoncés pour des polynômes et utiliser le fait que les polynômes sont
denses dans l’algèbre de Tate).

Exercice 7. (Cauchy-Lipschitz p-adique) Soit u P Zpxty. On souhaite montrer que pour tout a P Zp,
l’équation différentielle

f 1
“ up f q (7)

admet une unique solution telle que f p0q “ a avec un rayon de convergence ą 0.
(1) Montrer que l’équation (7) admet une unique solution dans l’espace des séries formelles.

(On rappelle que f “
ř

kě0
f pkqp0q

k! tk.
(2) En déduire que le rayon de convergence de f est ě rp “ |p|

1{pp´1q.


