INTRODUCTION A I’ANALYSE p-ADIQUE
EXERCICE 4

Exercice 1. Montrer que Q,(x) est exactement I’ensemble des séries formelles a coefficient dans
Q) qui sont convergentes sur Z,,.

Exercice 2. Soit f € Q, [[x]] une série formelle. On définit son rayon de convergence le supremum
des r > 0 tel que pour tout x € Qd tel que ||x|| <7, f(x) converge. On le note ry. Montrer que

ry = sup {R >0: a1R|1| — 0} )
|I|—>+o0

ou ici on écrit |I| =iy + -+ + ig.
Exercice 3. Montrer que Q,(x) est la complétion de Q,[x] pour la norme de Gauss.

Exercice 4. Montrer la formule de Legendre:

vp(nt) = Y {%J 2)

i1 LP
En déduire que le rayon de convergence de la série exponentielle est r, = |p| Vp=1),
Exercice 5. Montrer que si zy,...,z, € Z, avec r < d, alors on a une application d’évaluation
Qplxty. . xq) = Qplxrsr, ,xd> donnée par
f(zl,...,zr,xrﬂ,...,xd) zzalzill - lrrxrrii Xi}i. 3)

Montrer que cette application est 1-Lipschitz. Montrer également qu’on peut écrire
k
F= filxr, oo xam1)x 4
k=0
avec fy € Qp{x1,...,X4-1).

Exercice 6. Montrer que pour tout i = 1,...,d, ’opérateur de dérivation ¢; par rapport a la i-¢me
variable définit bien un opérateur

0i 1 Qp(x) — Qu(x). (5)
Montrer que 0;(f) = 0 si et seulement si f est constante par rapport a la variable x;. Montrer de plus
que 0;0 0; = d; o ¢; et montrer la formule de la chaine:

di(fog) Za gj) - (0;1)(g)- (6)
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(Indication: montrer tous ces énoncés pour des polyndmes et utiliser le fait que les polyndomes sont
denses dans 1’algebre de Tate).

Exercice 7. (Cauchy-Lipschitz p-adique) Soit u € Z,(t). On souhaite montrer que pour tout a € Z,,
I’équation différentielle

f=u(f) @)
admet une unique solution telle que f(0) = a avec un rayon de convergence > 0.

(1) Montrer que 1’équation (7)) admet une unique solution dans 1’espace des séries formelles.

(On rappelle que f = >~ 0 (kk)!(o) k.

(2) En déduire que le rayon de convergence de f est > r), = |p| Yp=1),



