INTRODUCTION A I’ANALYSE p-ADIQUE
EXERCICE 3

Exercice 1. On souhaite montrer le résultat suivant: Soit P € Z[z] un polyndme a coefficients entiers,
alors il existe une infinité de nombres premiers p tel que Pmodp a une racine dans Z/pZ. On suppose
que ce n’est pas le cas.

(1) En déduire qu’il existe un nombre fini de nombres premiers pi,...,p, tels que pour tout
meZ

POn):=p?ﬂm)~-p3*m) (1)

avec o,;(m) un entier > 0.
(2) En déduire qu’il existe une constante C; > 0 tel que pour M — +0c0,

|P([-M,M])| < CilogM. (2)

(3) Montrer ensuite que pour tout polyndme a coefficients entier on a qu’il existe une constante
C> > 0 telle que pour M — +0

P ([—M,M])| = Com "/ dee(P), 3)
(4) En déduire une contradiction.

Exercice 2. On veut utiliser I’exercice I pour montrer le résultat suivant: Soit K un corps de nombres
et S < K une partie finie de K, alors il existe une infinité de nombre premiers p tel qu'on ait un
plongement K — Q,, tel que S est envoyé dans Z,,.

(1) On rappelle le théoreme de I’élément primitif. Si K est un corps de nombre, alors il existe
o€ K tel que K = Q(at). Soit Py, un polyndme minimal de o sur Q a coefficients entiers.
Montrer que pour tout nombre premier p assez grand on a que deg Py = deg Py et que Py, et
F(x sont premiers entre eux.

(2) Montrer le résultat en utilisant I’exercice (1| et le lemme de Hensel.

(3) Montrer que 1’énoncé est encore vrai si K = Q(¢y,...,t,) avec #; transcendants sur Q (on

rappelle que Z,, est non dénombrable).

Exercice 3. Soit f : Z, — Z, définie par

7 (Zail?i> _ Zaipdi- 4)
Montrer que pour tout x, y,

£ = FO) < =yl (5)
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En déduire que f est continue et que pour tout x € Z,, on a
L)~ £()
im
h—0 h
On voit donc que f/ = 0 méme si f n’est pas constante.

=0. 6)

Exercice 4. Montrer que Q,(x) est exactement 1’ensemble des séries formelles a coefficient dans
Q) qui sont convergentes sur Z,,.

Exercice 5. Montrer que Q,(x) est la complétion de Q,[x] pour la norme de Gauss.
Exercice 6. Montrer la formule de Legendre:
n
vp(n!) = )] {—kJ (7)
i1 LP

En déduire que le rayon de convergence de la série exponentielle est r, = |p| Vip=1),



