
INTRODUCTION À L’ANALYSE p-ADIQUE
EXERCICE 10

Soit G un groupe. On définit l’ensemble des commutateurs de longueur k par induction de la
façon suivante. Tout élément de G est un commutateur de longueur 0. Si Γk est l’ensemble des
commutateurs de longueur k, alors Γk`1 est défini par

Γk`1 “ tra,γs : a P G,γ P Γku
ď

trγ,as : a P G,γ P Γku . (1)

Exercice 1. Soit G un groupe, pour tout k ě 1, on définit l’application

cok : G ˆ Dpk´1q
pGq Ñ Dpkq

pGq{Dpk`1q
pGq. (2)

Montrer qu’elle est bilinéaire (c’est à dire que c’est un homomorphisme de groupes en chaque va-
riable) et que son image engendre DpkqpGq{Dpk`1qpGq. En déduire les propriétés suivantes pour un
groupe G engendré par une partie S.

(1) Pour tout k ě 0, le groupe DkpGq{Dk`1pGq est engendré par les commutateurs de longueurs
k en les éléments de S.

(2) Si G est finiment engendré, alors DkpGq{Dk`1pGq est finiment engendré.

(3) Si G est nilpotent, alors DnilppGq´1 est engendré par les commutateurs de longueurs nilppGq´

1 en les éléments de S.

Exercice 2. Soit V un K-espace vectoriel et T : V Ñ V une application linéaire diagonalisable. On
note Vλ les sous-espaces propres de V . Soit W Ă V un sous-espace vectoriel T -invariant. On veut
montrer que

W “
à

λ

pVλ XW q. (3)

Pour se faire, prenons w P W et écrivons le

w “ wλ1 ` ¨¨ ¨ ` wλr (4)

avec λi une valeur propre de T et wλi P Vλizt0u.

(1) Calculer T iw pour i “ 0, . . . ,r ´ 1.

(2) En déduire que
¨

˚

˝

w
...

T r´1w

˛

‹

‚

“ A

¨

˚

˝

wλ1
...

wλr

˛

‹

‚

(5)

où A est une matrice de Vandermonde inversible.
1



INTRODUCTION À L’ANALYSE p-ADIQUE EXERCICE 10 2

(3) En déduire le résultat.

Exercice 3. Soit K un corps de caractéristique nulle, on définit l’algèbre de Lie glnpKq par l’espace
vectoriel MnpKq est matrices carré de taille à n à coefficient dans K muni du crochet de Lie rA,Bs “

AB ´ BA. On définit slnpKq Ă glnpKq par

slnpKq : tA P glnpKq : TrpAq “ 0u . (6)

(1) Montrer que slnpKq est un idéal de glnpKq et qu’on a la décomposition

glnpKq “ slnpKq ‘ K ¨ id . (7)

(2) Comme K ¨ id est une sous-algèbre centrale de glnpKq tout idéal I de slnpKq se prolonge en
un idéal de glnpKq. Pour montrer que slnpKq est simple on prend un idéal non nul I Ă sln pq

et on va montrer que I “ slnpKq. On note Ei j la matrice élémentaire avec un 1 en ligne i et
colonne j et des zéros partout ailleurs.

(3) Soit i ‰ j, montrer que si k ‰ i

rE jk,Ei js “ iEik. (8)

Et que si k ‰ j, alors
rEki,Ei js “ Ek j. (9)

Montrer de plus que si k ‰ l, alors

rEkl,Elks “ Ekk ´ Ell. (10)

(4) En déduire que si i ‰ j et Ei j P I, alors I “ slnpKq.
(5) On veut donc maintenant montrer qu’il existe i ‰ j tel que Ei j P slnpKq. Prenons l’élément

s “
řn

k“1 wkEkk P glnpKq. On considère l’application linéaire

adpsq :“ rs, ¨s. (11)

Montrer que pour tout i, j,

adpsqpEi jq “ p2i
´ 2 j

qEi j. (12)

En déduire que adpsq est diagonalisable sur glnpKq et que son noyau est l’ensemble des
matrices diagonales et que toutes les autres valeurs propres de adpsq sont

˘p2i
´ 2 j

q, 1 ď j ă i ď n. (13)

Montrer de plus que les valeurs propres non nulles sont toutes simples.
(6) Par l’exercice précédent on a que

I “ pI XV0q
à

‘i‰ jpV2i´2 j X Iq. (14)

Montrer que si I XV2i´2 j ‰ 0, alors on a fini.
(7) On suppose que I XV0 ‰ 0, c’est à dire que I contient une matrice diagonale t “

ř

k λkEkk
non nulle. Montrer qu’il existe i ‰ j,λi ‰ λ j, calculer rt,Ei js et conclure.


