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Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter tout ce que j’ai appris sur la conjecture de Kato et Kuzumaki
en géometrie arithmétique pendant mon stage de master 2 sous la direction de D. Izquierdo, stage
qui s’est officiellement déroulé a polytechnique et officieusement dans les bureaux de Jussieu et
dans la bibliotheque de I’ENS. On y donne aussi une idée générale des outils de cohomologie et de
géométrie algébrique qui interviennent dans la formulation de cette conjecture et dans les preuves
de ses résultats partiels. Cela en fait un document assez long, mais la plupart des chapitres peuvent-
étre vus comme des prérequis pour les chapitres 6, 7, 8 et 9 qui sont le coeur du sujet. ]’ai fait en sorte
que ce texte soit le plus complet possible pour un étudiant qui voudrait comprendre le sujet avec les
mémes connaissances que moi quand j’ai commencé ce stage.

La conjecture qui nous intéresse propose de relier des invariants de natures assez différentes que
I'on peut associer a un corps K. Le premier invariant, la dimension cohomologique, est plutot abstrait,
et ne porte que sur le groupe de Galois absolu Gg = Gal(K,/K) avec K, une cloture séparable de K. De
facon informelle et imprécise (surtout en caractéristique positive), la dimension cohomologique de
K est le plus grand entier au dela duquel le groupe profini Gg n’a plus de cohomologie a valeur dans
des modules topologiques de torsion. Historiquement, la premiere tentative de relier cet invariant
a quelque chose de plus concret est d’introduire la propriété C; de Lang. Celle-ci est une condition
purement diophantienne qui porte sur l’existence de zéros non-triviaux a des équations homogenes
a beaucoup de variables et petit degré sur le corps K. Plus précisément, on dira que K est un corps
C; si pour tout n > 1 et pour tout polynome homogene f a n variables de degré d > 1 avec d' < n, f
possede un zéro non-trivial dans K (car 0 est toujours un zéro de f).

Ces deux invariants ont beaucoup de similarités. Par exemple, seuls les corps algébriquement clos
sont Cy et de dimension cohomologique nulle, et les corps finis sont de dimension cohomologique
1 et sont C; par un théoreme de Chevalley-Warning. De plus, lorsque 1'on passe a une extension
algébrique, le caractere C; et la dimension cohomologique restent tous deux inchangés. La propriété
C; se comporte bien aussi vis a vis des extensions transcendantes : si K est C;, alors K(T) est C; 1,
et on a le méme comportement pour K((T)). Chacun des deux invariants a ses avantages et il est
naturel de se demander s’ils sont reliés : est-ce qu'un corps vérifie la propriété C; si et seulement si
sa dimension cohomologique est au plus i ? Il se trouve que la réponse est négative avec un contre-
exemple assez simple : le corps Q, est de dimension cohomologique 2 mais n’est pas un corps C,. Il
faut donc raffiner la notion de corps C; pour espérer obtenir un vrai résultat.

Une premiére idée est de remplacer la condition de l'existence de zéros non-triviaux (autrement
dit de points rationnels de X = V(f) I’hypersurface définie par f) par la condition plus arithmétique
d’existence de 0-cycles de degré 1 sur X, autrement dit de points fermés x; de X définis sur des corps
K; de degrés sur K premiers entre eux. On obtient alors (a un détail pres) une condition dite CZQ qui
est un peu plus satisfaisante. Kato et Kuzumaki introduisent alors toute une famille de propriétés
commengant par C) et terminant par C} (cette derniére étant équivalente & dire que K est de dimen-

sion cohomologique au plus i), avec entre les deux les C]q avec i = j +q et esperent que toutes ces



propriétés soient deux a deux équivalentes.
Pour définir la condition C?, on a besoin de construire la K-théorie de Milnor du corps K, que
l'on peut voir comme un anneau gradué K,(K) = € _, K, (K) commutatif au sens gradué, avec no-
g>0""9

tamment Ky(K) = Z et K{(K) = K*. C’est un invariant assez facile a définir qui a 'avantage d’étre
suffisament fonctoriel pour ressembler a de la cohomologie : si L/K est une extension finie, on a des

morphismes de norme :
K, (L) 5 K _(K)
q q
qui ont de bonnes propriétés et qui donnent en degré 1 la norme usuelle et en dégré 0 la multiplica-
tion par [L : K]. On définit alors la propriété C? de la fagon suivante : K est C? si pour toute extension
finie L/K et tout polynéme homogeéne f a coefficients dans L de degré d a n > d' variables, le groupe
K,4(L) est engendreé par les images des morphismes de normes Ny y),1 : K4(L(x)) — K4(L) avec x point
fermé de ’hypersurface définie par x.
La conjecture de Bloch-Kato démontrée plus tard par Voevodsky et Rost donne alors un lien impor-
tant entre la cohomologie galoisienne et la K-théorie de Milnor en stipulant que l'on a un isomor-
phisme canonique :
H"(K, 4&") = K,,(K)/mK,,(K)

pour tout n et pour tout m. Ceci permet de voir que la condition Cg équivaut a ce que K ait dimen-
sion cohomologique au plus g.

On peut alors énoncer la conjecture de Kato et Kuzumaki.

Conjecture 0.0.0.1. (Kato, Kuzumaki)
Soit K un corps et i,q des entiers naturels. Les conditions suivantes sont équivalentes :

— La dimension cohomologique de K est au plus i+ q.

— Le corps K vérifie la condition Ciq.

Encore une fois, cette conjecture est fausse mais les contre-exemples sont délicats a construire :
Merkurjev construit un corps de caractéristique nulle qui est de dimension cohomologique 2 mais
pas CJ dans [17], en utilisant une méthode de récurrence transfinie. C’est donc assez naturel de se
demander si la conjecture est vraie pour des corps de la vie de tous les jours comme des corps de
fonctions, des corps de nombres et des corps construits a partir de ceux-ci.

Les trois articles qui donnent le fil directeur de ce mémoire sont les suivants.

— Larticle fondateur de Kato et Kuzumaki [14], ou ils traitent entierement le cas de la conjecture
restreinte a certains polynomes de degré 2, appelés formes de Pfister, et ou ils étudient des
propriétés de transitivité de la condition Cf pour les corps a valuation discrete.

— Larticle de Wittenberg [30] qui introduit la condition C? forte et démontre que les corps p-
adiques et les corps de nombres totalement imaginaires sont C{ via des arguments de dévissage
et de résolution des singularités.

— Larticle d’Izquierdo [10] qui traite le cas des corps de fonctions sur un corps algébriquement
clos, et qui donne une preuve différente de celle de Wittenberg, plus explicite et basée sur un
passage local global pour un certain tore multinormique, du fait que les corps de nombres tota-
lement imaginaires (resp. les corps globaux de caractéristique positive) sont C] (resp. vérifient
une condition du type Cl1 en dehors de la caractéristique). 1l traite aussi le cas des corps K((t))
avec K un corps de fonctions d’une variété integre sur un corps algébriquement clos.
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Le mémoire commence par une invitation au langage des faisceaux sur un site et a leur cohomolo-
gie (chapitre 1), une fagon d’incorporer toutes les théories cohomologiques qui interviendront dans
la suite. On met 'accent sur l'interprétation du H'!' comme un ensemble de torseurs, une idée om-
niprésente en géométrie arithmétique, et on traite le cas particulier de la cohomologie des groupes
(profinis).

Le chapitre 2 décrit le cas particulier de la cohomologie galoisienne d’un corps K, qui s’interpréte
a la fois comme la cohomologie du groupe de Galois absolu Gg et comme la cohomologie étale sur
Spec(K). On y présente aussi la notion d’algebre centrale simple ainsi que le groupe de Brauer de K
qui les classifie. On parle ensuite de dimension cohomologique des corps et on termine par quelques
propriétés sur les groupes de Tate-Chaffarevich qui mesurent le défaut de passage local-global de la
cohomologie pour les corps globaux.

Au chapitre 3, on fait quelques rappels sur les groupes algébriques sur un corps et on utilise la
dualité de Poitou-Tate pour obtenir ’annulation du premier groupe de Tate-Chaffarevich de certains
tores définis par des équations de norme, un résultat de Demarche et Wei publié dans [2]. On géné-
ralise ce résultat a des tores "de dimension infinie" pour pouvoir I'appliquer plus tard a la conjecture
de Kato et Kuzumaki pour les corps de nombres totalement imaginaires.

Au chapitre 4, on introduit le deuxieme ingrédient phare des conjectures de Kato et Kuzumaki :
la K-théorie de Milnor d’un corps et ses propriétés fonctorielles. On se base sur le livre de Gille et
Szamuely [20] et on explique le lien avec la théorie des formes quadratiques via la conjecture de
Milnor (prouvée par Voevodsky, Orlov et Vishik), ainsi que le lien avec la cohomologie galoisienne
via la conjecture de Bloch-Kato (prouvée par Voevodsky et Rost).

Le chapitre 5 se base sur l'article de Borel et Serre [1] et sur le livre [3] de Harris et Eisenbud
pour donner quelques éléments de théorie de I'intersection et classes de Chern sur les schémas. Ony
présente un théoréme de dévissage de Wittenberg 5.2.0.2 qui sera crucial dans la suite pour ramener
I’étude de propriétés arithmétiques de certains schémas a des schémas plus simples et plus réguliers.

Le chapitre 6 introduit les propriétés C; et Ciq des corps et leurs premieres propriétés en se basant
sur larticle de Kato et Kuzumaki [14] ainsi que sur le livre de Greenberg [5].

Les chapitres 7 et 8 sont basés sur l'article de Wittenberg [30] et ont pour but d’établir des pro-
priétés diophantiennes des corps p-adiques, et le chapitre 9 présente les preuves de Wittenberg et
Izquierdo du fait que les corps de nombres totalement imaginaires vérifient la propriété C;.

Je tiens a remercier chaleureusement mon encadrant Diego Izquierdo qui a su me guider a travers
un sujet passionant et trés nouveau pour moi et qui a toujours été de bon conseil méme quand
nous étions de part et d’autre de I’Atlantique. Je remercie aussi Gaétan Chenevier pour m’avoir mis
en contact avec Diego et je salue mes amis et voisins de table a la bibliotheque de I’ENS avec qui
ca a toujours été un plaisir de partager les pauses café et les repas du midi. Ce stage m’a permis
d’apprendre une quantité d’outils pour appréhender la géométrie arithmétique depuis le peu que
j’en connaissais et j’aurais voulu, si le temps l’avait permis, en apprendre davantage pour démystifier
les boites noires qui figurent dans ce mémoire. Je termine donc cette introduction en recommandant
le livre de Poonen [22] qui donne une introduction passionante avec le juste niveau de détail au
domaine des points rationnels sur les variétés.



Chapitre 1

Un horizon des théories cohomologiques

1.1 Cohomologie des faisceaux sur un site

Le but de cette partie est de rapidement présenter sans faire de preuves le cadre unificateur
dans lequel Grothendieck définit la cohomologie des faisceaux. On pourra trouver plus de détails
dans [28]. Pour simplifier, le choix est fait ici d’ignorer les aspects problématiques de théorie des
ensembles dis a la taille des objets que 'on considere : dans les applications, la collection des recou-
vrements d’un objet dans une topologie de Grothendieck pourra étre identifiée a un ensemble.

1.1.1 Topologies de Grothendieck et faisceaux

L'idée de départ de Grothendieck est de généraliser la notion d’espace topologique qui servent
simplement comme lieu de définition des faisceaux. Pour cela, il introduit la notion de site, c’est a
dire de catégorie C munie d’une topologie 7. Les faisceaux sur le site (C,7 ), ou pour simplifier, sur
le site C, seront alors des cas particuliers de préfaisceaux sur la catégorie C, c’est a dire des foncteurs
de C°PP vers Set, ou vers Ab ou tout autre catégorie raisonnable.

Définition 1.1.1.1. (Site de Grothendieck)
Soit C une catégorie. Une topologie sur C consiste en la donnée, pour chaque objet U de C, d’une famille de
recouvrements, c’est a dire de familles de morphismes (U; — U); avec les propriétés suivantes :

— Les recouvrements sont préservés par tirés en arriére, au sens ou pour chaque recouvrement (U; —
U); et pour chaque f : V — U, les produits fibrés U; x; V existent et (U; xy V —> V); est un
recouvrement de V.

— Si (U; — U); est un recouvrement de U et que pour tout i, (V;; — Uj); est un recouvrement de U;,
alors (Vij — U); ; est un recouvrement de U.

— Si U’ —> U est un isomophisme, alors la famille a un seul élément (U" —> U) est un recouvrement
de U.

Lorsque C est munie d’une topologie T, on dit que c’est un site.

Un morphisme de sites f : C —> C’ est un foncteur qui envoie les recouvrements sur des recouvrements
et qui vérifie de plus que pour tout recouvrement (U; — U) de C et tout V. — U dans C, le morphisme
canonique :

fUixy V) — f(Up)Xpw) f(V)

est un isomorphisme, c’est a dire que f préserve certains produits fibrés.



I1 est possible de définit la notion de faisceaux sur un site. On rappelle qu'un préfaisceau d’en-
sembles (resp. de groupes abéliens) sur une catégorie C est un foncteur de C°PP vers Set (resp. Ab).

Définition 1.1.1.2. (Faisceaux sur un site)

Un faisceau d’ensembles F (resp. de groupes abéliens) sur un site C est un préfaisceau sur C a valeurs dans
Set (resp. dans Ab), qui vérifie la condition de recollement suivante : pour tout recouvrement (U; — U), en
notant U;; = U; xy U;, le morphisme canonique F(U) — [[; F (U;) induit un isomorphisme entre F (U)
et la limite du diagramme suivant :

[T 7(U;) — I1;; F(Uy))

Cette définition a I'avantage de généraliser des quantités d’exemples.

Exemple 1.1.1.3. — Si X est un espace topologique, on lui associe le site formée par la catégorie
des ouverts de X ordonnés par l'inclusion, ou les recouvrements sont les (U; — U) tels que
U; U; = U. On retrouve alors la notion usuelle de faisceaux sur un espace topologique. On
notera que si f : X — Y, est une application continue, on obtient un morphisme de sites
Y — X : on retiendra que les morphismes de sites vont dans le sens anti-géométrique.

— Si C est une catégorie quelconque, la topologie discréte est celle ou les seuls recouvrements sont
les familles composés d’un seul isomorphisme. Pour cette topologie, la notion de préfaisceau
coincide avec la notion de faisceau.

— Si C est une catégorie quelconque avec produits fibrés, la topologie canonique sur C est la topo-
logie la plus fine (i.e. avec le plus de recouvrements) telle que les préfaisceaux représentables
soient des faisceaux. Concretement, on dit qu'une famille (U; — U) est pré-couvrante si pour
tout objet Z, on a un isomorphisme canonique entre Hom(V,Z) et la limite du diagramme
suivant :

l—[iHOHl(Ui,Z) :; ]_[i,jHom(Ui,j, )

et on dit qu’elle est couvrante si pour tout V — U, la famille obtenue par tiré en arriére sur V
est pré-couvrante. On peut alors vérifier que les familles couvrantes forment une topologie sur
C, qui est bien la plus fine faisant des préfaisceaux représentables des faisceaux.

— Si G est un groupe, on munit la catégorie des G-ensembles a gauche, G — Set, de la topologie
canonique. Comme on le verra dans la partie sur la cohomologie des groupes, les faisceaux
d’ensembles sur ce site s’identifient aux G-ensembles (a gauche) et les faisceaux de groupes
abéliens s’identifient aux G-modules (a gauche). On verra aussi qu’il existe une version de ceci
pour les groupes profinis.

— La catégorie des sites de Grothendieck possede un objet final qui correspond au site associé
a l'espace topologique a un point, ou encore a la catégorie a un seul objet et une seule fleche
avec la topologie discrete. Les (pré)faisceaux d’ensembles (resp. de groupes abéliens) sur ce site
s’identifient aux ensembles et aux groupes abéliens.

— Si X est un schéma, on munit la catégorie des schémas étales au dessus de X, notée X, de la
topologie de Grothendieck dont les recouvrements sont les familles U; — X de morphismes
étales au dessus de X dont les images recouvrent X topologiquement. On parle alors du site
étale de X.



1.1.2 Preéfaisceaux et faisceaux abéliens sur un site

Si C est un site, on note Sh(C) la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur C et PSh(C) la
catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens sur C. Beaucoup des résultats qui suivent s’adaptent
d’ailleurs aux faisceaux et préfaisceaux d’ensembles.

Comme pour les espaces topologiques, il est possible de faisceautiser un préfaisceau sur un site C
(sous des hypotheses raisonnables de nature ensembliste sur la catégorie C). Pour cela, on commence
par définir la cohomologie d la Cech des préfaisceaux sur un site.

La catégorie PSh(C) est une catégorie abélienne avec assez d’injectifs, et I’exactitude d’une suite de
préfaisceaux P, — P, — P5 équivaut a l’exactitude pour chaque objet U de la suite de groupes
abéliens P;(U) — P,(U) — P5(U). On peut donc dériver des foncteurs additifs définis sur cette
catégorie.

Définition 1.1.2.1. (Cohomologie a la Cech)
Soit P un préfaisceau de groupes abéliens sur un site C. On définit, pour tout recouvrement (U; — U);, le
groupe H((U;), P) comme la limite du diagramme :

[T P(U;) — T1;; P(U};)

Ceci définit un foncteur exact a gauche HO((U;), ®) : PSh(C) —> Ab que I'on dérive d droite pour obtenir
des foncteurs H"((U;), P) de cohomologie d la Cech.

L’avantage de ces groupes de cohomologie a la Cech est qu’ils peuvent se calculer de fagon com-
binatoire, comme la cohomologie du complexe C*((U;), P) défini par :

C"(Uy),P) = ,]_[ P(Ui,..i.)

avec encore la notation U;, _; = U; Xy - xy U; . On renvoie a [28], Chapitre 1, théoreme 2.2.3 pour
les détails.

En faisant varier le recouvrement (U;) de U, il est possible de définir des groupes de cohomologie a
la Cech de P sur U qui ne dépendent pas d’un recouvrement. Pour cela, on définit un raffinement
de recouvrements de U, (U]-’)jel —> (Uj)je; comme une application ¢ : ] — I et une famille de mor-

phismes au dessus de U, U].’ — Ug(j). On obtient alors une catégorie des recouvrements de U, et on

pose : ) ’
H™(U,P) = colim H"((U;), P)

avec la colimite qui porte sur la catégorie des recouvrements de U.

I1 se trouve que le morphisme ﬁ”((Ui’), P) — H"((U;), P) est indépendant du choix d’un raffinement
(s’il en existe un) et donc on peut aussi voir H"(U,P) comme la colimite filtrante des H"((U;), P)
indexée par la collection ordonnée des recouvrements de U. Le foncteur H%(U, o) est alors additif et
exact a gauche et ses foncteurs dérivés s’identifient naturellement aux H"(U, e). Notons qu’en faisant
varier U, on obtient des préfaisceaux FI”(.,P) associés a P. On pose d’ailleurs :

Pt =H%e,P).

Avant de définir le processus de faisceautisation, on introduit la notion de préfaisceau séparé.



Définition 1.1.2.2. (Préfaisceau séparé)
Un préfaisceau P sur un site C est dit séparé si pour tout recouvrement (U; — U), P(U) s’injecte dans la
limite du diagramme :

[T, P(U;) —= I, P(U;)
De fagon équivalente, P est séparé si le morphisme canonique P — P~ est injectif.

On montre alors que P* est toujours séparé, et que si Q est un préfaisceau séparé, alors Q* est
toujours un faisceau. Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.1.2.3. (Faisceautisation)
Soit P un préfaisceau sur un site C. On définit son faisceautisé par P° = P**. On dispose alors d’un
morphisme P — P*° qui est 'unité d’une adjonction :

Hom(P, F) = Hom(P°, F)
pour tout préfaisceau P et tout faisceau F sur C.

La catégorie Sh(C) est abélienne, cependant on fera attention au fait que 'inclusion Sh(C) —
PSh(C) est seulement exacte a gauche : ce n'est donc pas une sous-catégorie abélienne. Le conoyau
d’un morphisme de faisceau est en fait le faisceautisé du conoyau dans la catégorie PSh(C). Le fonc-
teur de faisceautisation est, quant a lui, exact. Enfin, la catégorie Sh(C) possede, elle aussi, suffisament
d’injectifs.

On peut donc définir la cohomologie des faisceaux en dérivant le foncteur des sections.

Définition 1.1.2.4. (Cohomologie des faisceaux sur un site)

Soit C un site. Pour tout U objet de C, le foncteur Sh(C) —> Ab des sections sur U est exact a gauche et
donc on peut définir les foncteurs H" (U, o) : Sh(C) —> Ab en dérivant a droite le foncteur des sections sur
U. Ceci définit en particulier les groupes de cohomologie des faisceaux H"(U,F) associés a un faisceau F
sur le site C. Ces groupes sont également fonctoriels en U : si V. — U est un morphisme dans C, on obtient
un morphisme canonique H" (U, F) — H"™(V,F) de restriction qui provient du morphisme de foncteurs
HO(U,e) — HO(V,e).

11 est alors possible de relier la cohomologie des faisceaux a la cohomologie a la Cech. Pour cela,
notons i : Sh(C) — PSh(C) l'inclusion des faisceaux dans les préfaisceaux. Ce foncteur étant exact a
gauche et la catégorie des faisceaux ayant assez d’injectifs, on dispose des foncteurs dérivés a droite
de i, que 'on note H" : Sh(C) — PSh(C). On montre alors que ces foncteurs vérifient :

HY(F)(U)=H"(U,F)
pour tout objet U de C et tout faisceau F. La composée de foncteurs :

i HO(U,e)
[y =(Sh(C) — PSh(C) — Ab

avec Iy le foncteur des sections sur U induit, par le théoréeme de Grothendieck et parce que I'image
par i de tout injectif est encore injectif donc [;-acyclique, une suite spectrale :

HY(U, HP(F)) = HPY(U,F).



De méme, pour tout recouvrement (U; — U), en considérant la composée :

i HO(U;)0)
T, = [Sh(C) > PSh(c)  —"" Ab

on a une suite spectrale : )
H(U;), HP(F)) = HPM(U, F).

En analysant les premiers termes de cette suite spectrale, on construit des morphismes fonctoriels :
Hn((Ui)lf) - H”(U,f)

et:
H"(U,F)— H"(U,F).

Pour n = 0,1, on obtient aussi que le morphisme H'”(U,f) — H"(U,F) est un isomorphisme, et
pour n = 2 qu’il est injectif.

1.1.3 Poussé en avant et tiré en arriere au niveau des préfaisceaux

Considérons f : C — C’ un foncteur entre catégories. Pour tout préfaisceau P’ sur C’, on définit
le préfaisceau poussé en avant :

fwP'(U)=P'(f(U))

comme préfaisceau sur C.

Remarque 1.1.3.1. Pour des raisons géométriques (voir I'exemple 1.1.1.3), on choisit d’appeler poussé
en avant ce qui semble étre un tiré en arriere au niveau des catégories (ou plus loin, au niveau des
sites) : cela vient du fait que dans nos exemples, les sites seront associés a des espaces géométriques
et les morphismes de sites proviendront de morphismes entre ces espaces géométriques dans l'autre
sens. Dans le livre de Tamme [28], ce que 'on note f(*) est noté fP. Ce sera aussi le cas pour le foncteur

f™) ainsi que pour les foncteurs f, et f* au niveau des faisceaux.
Le tiré en arriere est alors construit de fagon a étre un adjoint a gauche du poussé en avant.

Proposition 1.1.3.2. Soit f : C — C’ un foncteur entre catégories. Le foncteur de poussé en avant f, :
PSh(C’) — PSh(C) posséde un adjoint a gauche, noté f*) : PSh(C) —s PSh(C’), appelé tiré en arriére.

Le foncteur f,) est exact et son adjoint a gauche ) est exact a droite. Si de plus f*) est exact, alors fe)
envoie les injectifs sur des injectifs.

Démonstration. Détaillons la construction de cet adjoint a gauche. Soit P un préfaisceau sur C et U’
un objet de C’. On pose :

OPWU’)= colim P(U
fUPU) o ol (U)

ou la colimite porte sur la catégorie des U’ — f(U) avec U objet de C, les morphismes étant les
f(Uy) f(—(p>)f(U2) compatibles a U' — f(U;) et U — f(U,).
Il est alors clair qu'un morphisme de préfaisceaux P — f,)Q’ induit un morphisme de préfaisceaux

f¥P — Q’ et inversement.
L’exactitude de f(,) se vérifie facilement : si P] — P, — P est exacte, alors fiyP| — f4P; — fiyP;
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aussi car en tout U c’est la suite P/ (f(U)) — P;(f(U)) — P;(f(U)). L'adjoint a gauche est bien exact
a droite et enfin, si f(*) est exact, et 7’ est injectif, alors on a un isomorphisme fonctoriel en X’ :

Hom(X, f,Z’) = Hom(f X, 1")
qui est un foncteur exact en A'. ]

Mentionnons d’ailleurs que le tiré en arriere d’un préfaisceau représentable est toujours repré-
sentable.

Proposition 1.1.3.3. Soit f : C — C’ un foncteur entre catégories et soit Z un objet de C. Notons hy le
foncteur représentable U — Hom(U, Z) sur C. On a alors un isomorphisme canonique de préfaisceaux sur
C':

f(*)hz = hf(Z)

Démonstration. 1l s’agit de montrer que, pour tout U’ dans C’, on a :

Hom(U’, f(Z)) = . lc]Qir?(U)Hom(U,Z)

naturellement en U’. En effet, on a un morphisme Hom(U, Z) — Hom(U’, f(Z)) pour tout U et toute
fleche U’ — f(U) qui est naturel en U et donc donne un morphisme :

lim Hom(U,Z)— Hom(U’, f(Z)).
g eotm om(U, Z) — Hom(U’, f(2))

Dans l'autre sens, on associe a toute fleche ¢ € Hom(U’, f(Z)) I'élément id; € Hom(Z,Z) que l'on

envoie ensuite dans colir}r}( )Hom(U,Z ) via la fleche canonique, en prenant U = Z. On vérifie alors
UU—f(U

facilement que ces fleches sont inverses I’'une de 'autre. ]

1.1.4 Poussé en avant et tiré en arriére au niveau des faisceaux

La discussion précédente s’adapte au niveau des faisceaux sur un site, cependant le foncteur de
tiré en arriere n’est plus le méme, il faut encore faisceautiser pour l'obtenir. Précisons tout cela. Soit
f : C — C’ un morphisme de sites de Grothendieck. On commence par observer que si F’ est un
faisceau sur C’, alors f(*)}" est déja un faisceau sur C, et on pose alors :

fF = fF.

Pour ce qui est du tiré en arriere, la situation n’est pas aussi simple, et on définit le tiré en arriere
d’un faisceau F sur C comme le faisceautisé de son tiré en arriere au sens des préfaisceaux :

fF=(fIF).
On dispose alors d’une paire d’adjoints avec des propriétés intéressantes.

Proposition 1.1.4.1. Le foncteur f* est adjoint a gauche du foncteur f,. De plus, le foncteur f, est exact a
gauche et le foncteur f* est exact a droite. Si f* est exact, comme ce sera souvent le cas dans les situations
géométriques, alors f, envoie les injectifs sur les injectifs.
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Démonstration. On a, pour tout faisceaux F et ' sur C et C’:
Hom(f*F,F’) = Hom((f")'F, ') = Hom(f W'F, F’) = Hom(F, fF') = Hom(F, £.F).

Par l’adjonction, on obtient que f, est exact a gauche et que f* est exact a droite. Le reste se prouve
comme dans le cas des préfaisceaux en utilisant 1’adjonction. ]

Le foncteur f, étant seulement exact a gauche, il est intéressant d’étudier les foncteurs R"f, :
Sh(C’) — Sh(C). En considérant la composée de foncteurs additifs :

fi= (Sh(C’) , psh(c’) 2 pshie) = Sh(C))

avec s o f(,) qui est exact et i exact a gauche, on obtient :
. S s
RULF = (foR'F') = (fiyH"(F')) .
naturellement en F’ faisceau sur C’. On a donc montré la proposition suivante.
Proposition 1.1.4.2. Soit C i) C’ un morphisme de sites de Grothendieck et F’ un faisceau sur C’. Alors
R"f.F’ est (naturellement isomorphe a) la faisceautisation du préfaisceau U — H"(f(U), F’).
Le résultat suivant est crucial dans beaucoup de contextes.

Théoreme 1.1.4.3. (Suite spectrale de Leray)

, f 8 , : , . .
Soient C — C’ — C” des morphismes de sites de Grothendieck. Pour tout faisceau F" sur C”, on dispose
d’une suite spectrale, dite de Leray :

RIf,(RPgF") = RP*(gf).F".

Ceci est encore un cas particulier du théoreme de Grothendieck sur I’existence de suites spectrales
associées a des composées de foncteurs additifs. Ici, il faut tout de méme vérifier que le poussé en
avant d’un injectif est acyclique pour le poussé en avant qui suit. Cela se fait par la théorie des
faisceaux flasques (voir [28] pour les détails).

Le corollaire suivant s’obtient en choisissant C = {+} le site terminal défini dans I’exemple 1.1.1.3.

Corollaire 1.1.4.4. Soient C L C’ un morphisme de sites de Grothendieck. Pour tout faisceau F' sur C’,
on dispose d’une suite spectrale :

HI(U,(RPLF")) = HPY(f(U), 7).

1.1.5 Topologies noéthériennes et colimites de faisceaux

On mentionne enfin un point technique qui sera utile a plusieurs reprises pour calculer la coho-
mologie d’une colimite de faisceaux. La catégorie des préfaisceaux sur une catégorie possede toutes
les (petites) colimites, et celles-ci sont calculées point par point. Si C est un suite, la catégorie des
faisceaux sur C possede également toutes les (petites) colimites, et ces derniéres s’obtiennent comme
faisceautisation des colimites dans la catégorie des préfaisceaux.

Une question naturelle est de savoir sous quelles conditions les colimites commutent a la cohomolo-
gie. Pour cela, on introduit la notion de site noéthérien, qui généralise la notion d’espace topologique
noéthérien.
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Définition 1.1.5.1. (Site noéthérien) Un site C est noéthérien si tout objet U de C est quasi-compact, au
sens ou, de tout recouvrement de U, on peut extraire un recouvrementﬁni.

On trouvera alors dans [28] la preuve de I’énoncé suivant.

Théoréme 1.1.5.2. Soit C un site noéthérien et U un objet de C, et soit T une catégorie pseudo-filtrée, au
sens ott pour toutes fleches i — j et i —> j’, il existe deux fléches j — k et j” —> k qui complétent ces deux
fléches en un carré commutatif, et pour toute paire de fléches paralléles, il existe une fléche qui les égalise.
Alors pour tout n > 0, les foncteurs H" (U, o) et colIim commutent. Autrement dit, on a un isomorphisme

canonique en le diagramme de faisceaux (F;)jcr :
colimH"(U, %) = H"(U, colim F).

Ce théoreme s’applique en particulier aux espaces topologiques noéthériens, et donc a la coho-
mologie de Zariski sur les schémas dont I’espace sous-jacent est noéthérien.

1.1.6 Premier groupe de cohomologie et torseurs

Soit C un site de Grothendieck ayant un objet terminal T et F un faisceau sur C. On peut inter-
préter le groupe H!(T,F), comme paramétrant les torseurs sous le faisceau abélien F. Définissons
d’abord ce qu’est un torseur :

Définition 1.1.6.1. (Torseur sous un faisceau de groupes) Un torseur (a gauche) X sous un faisceau de
groupes G est un faisceau d’ensembles sur le site C, muni d’une action de G, c’est a dire d’'un morphisme de
faisceaux :

gxX — X

qui en tout U objet de C soit une action de groupe, et telle qu’il existe un recouvrement (U;) de T tel que
Xy, vu comme faisceau sur le site des objets de C au dessus de U; et muni de I'action du faisceau Gy, soit
isomorphe en tant que faisceau muni d'une action de G, au faisceau Gy, on dit alors que X est trivial sur
Ui, ou que Xy, est trivial.

On peut donner une définition équivalente plus agréable a manipuler.

Proposition 1.1.6.2. Soit X un faisceau d’ensembles sur le site C muni d’une action de G. Alors X' est un
torseur si et seulement si pour tout objet U de C tel que X(U) = 0, l'action de G(U) sur X (U) est simplement
transitive, et il existe un recouvrement (U;) de l'objet terminal tel que X (U;) = 0.

Démonstration. Il est clair qu'un torseur vérifie cette condition. Supposons a présent que X" vérifie
cela et montrons que c’est un torseur. On choisit (U;) un recouvrement de l'objet terminal T tel

que X(U;) # 0. On choisit alors s; € X'(U;) et on considére pour chaque Z i> U; au dessus de U;,
I'application :
Nz:6(2) — X(Z)

qui a g associe g(s;)z. Ceci donne un morphisme de faisceaux Gy, — Ajy, sur le site des objets au

dessus de U;, compatible a I’action de Gy, Il reste a voir que c’est un isomorphisme : soit Z L U; au
dessus de U;. On a X(Z) = 0 car (s;);z € X(Z), et I'action de G(Z) sur X(Z) est simplement transitive,
donc 7 est une bijection. ]
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Si F est un faisceau de groupes abéliens, on peut alors paramétrer les torseurs a isomorphisme
prés par le groupe H(T, F).

Théoreme 1.1.6.3. Soit C un site avec un objet terminal T (par exemple le site des objets au dessus d’un
objet U d’un site C’) et soit F un faisceau de groupes abéliens sur C. On dispose d'une bijection canonique
entre les éléments de H (T, F) et les torseurs sous F d isomorphisme prés.

Démonstration. Puisque H'(T,F) = H'(T,F) (voir 1.1.2.4), on travaille avec la cohomologie a la
Cech. Soit (U;) un recouvrement de T.
Soit X un torseur trivialisé par ce recouvrement. Autrement dit, on dispose pour tout i d'un isomor-
phisme :

¢i: Ay, — Ay,
compatible a I'action de Jjy;,. Ceci donne, pour tous i, j, un isomorphisme :

o7 ®;

&ij * ﬁUij - XlUij — Au;;

compatible a l'action de HAu,j» et un tel isomorphisme est donné par la translation par une section
sur U;;, que 'on note h;;, a savoir I'image de la section nulle. Ces morphismes g;;, appelés cocycles,
vérifient la relation de cocycle :
8jk8&ij = &ik-

En dépliant la définition de H'((U;), F), on voit alors que (h;j) définit un élément de H'Y((U;), F) (ou
du moins sa classe définit un tel élément).

Il reste alors quelques détails a vérifier : deux torseurs isomorphes donnent la méme classe de co-
homologie a la Cech et toute classe de cohomologie a la Cech donne un torseur bien défini. On se

convainc alors que le groupe H'((U;), F) paramétre les torseurs sous F trivialisés par le recouvre-
ment (U;) a isomorphisme pres. De 14, en passant a la colimite, on en déduit le théoreme. ]

Remarque 1.1.6.4. (Premier groupe de cohomologie non abélienne)

Si G est un faisceau en groupes, il est toujours possible de définir I’ensemble ﬁl((Ui), G) (et donc,
en prenant la colimite sur les recouvrements de U, de H'(U,G)) avec la définition combinatoire des
cocycles modulo une certaine relation d’équivalence. Plus précisément, un cocycle pour le recouvre-
ment (U;) est la donnée de h;; € G(Uj;) qui vérifient :

hjkhij = hix

sur Ujjx, et deux cocycles (h;;) et (h;j) sont équivalents s’il existe des u; € G(U;) tels que pour tous i, j
on ait :

|
hl-]._ulhl]u].

sur U;;. Par le méme argument, on obtient alors que, si T est un objet terminal de C, HY(T,G) para-
metre les G-torseurs a isomorphisme pres.

Cependant on fera attention au fait que H'(U,G) est un ensemble pointé (le point particulier étant
le cocycle trivial) et non un groupe.

Un cas intéressant de H'(T,G) est quand G est le groupe d’automorphismes d’un faisceau 7. En
effet, cet ensemble pointé parametre alors les formes tordues du faisceau F, c’est a dire les faisceaux
localement isomorphes a 7. On commence par donner une version tres simple avec des faisceaux
d’ensembles pour donner 'idée de ce qui est en fait une philosophie tres générale.
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Théoreme 1.1.6.5. Soit C un site avec un objet terminal T et soit F un faisceau d’ensembles sur le site C.
On considere le faisceau de groupes Aut(F) défini par :

Aut(F)(U) = Autshc/u,set)(Au)

avec C/U le site des objets de C au dessus de U. L'ensemble pointé H'(T,Aut(F)) paramétre alors les
faisceaux d’ensembles G localement isomorphes a F, au sens ou il existe un recouvrement de 'objet terminal
par des objets U tels que Gy, soit isomorphe a Fyy, dans la catégorie Sh(C/U;, Set) des faisceaux a valeurs
ensemblistes sur le site au dessus de Uj;, a isomorphisme preés.

Démonstration. 1l suffit de raisonner avec les cocycles : on montre d’abord que H'((U;), Aut(F)) pa-
rametre les faisceaux qui sont isomorphes a F sur chaque objet U;. Dans un sens, on remarque que si
(h;;) est un cocycle, on peut I'utiliser pour recoller les faisceaux Jjy, en un faisceau F’ localement iso-
morphe a F. Dans l'autre sens, si F’ est isomorphe a F sur chaque objet U;, on a des isomorphismes
]—T[’Ji — JAy, qui donnent des cocycles en les comparant sur deux objets différents. ]

Le théoreme 1.1.6.5 est un cas particulier d'une philosophie plus générale ou 'on peut considérer
un faisceau F a valeurs dans une catégorie qui varie sur le site. Une formulation générale serait
assez compliquée, pour une preuve qui est de toute facon exactement la méme, donc mentionnons
simplement un autre cas particulier intéressant.

Si C est un site et si O est un faisceau d’anneaux sur le site C, un faisceau de O-modules sur C est un
faisceau de groupes abéliens A tel que chaque A(U) est muni d’une structure de O(U) module de
facon compatible aux restrictions.

Théoreme 1.1.6.6. Soit C un site avec un objet terminal T muni d’un faisceau d’anneaux O et soit F un
faisceau de O-modules sur le site C. On consideére le faisceau de groupes Aut,(F) défini par :

Auty(F)(U) = Auto, -mod(Fu)

L'ensemble pointé FIl(T,MO(}")) parametre alors les faisceaux de O-modules G localement isomorphes a
F.

On va a présent appliquer le cadre unificateur des sites a des situations géométriques et algé-
briques.

1.2 Cohomologie des groupes

La cohomologie des groupes est un cas particulier trés élémentaire de cohomologie des faisceaux
sur un site. Pour ce qui est des groupes discrets (non-munis d’une topologie), on considére la caté-
gorie G — Set des G-ensembles a gauche et on la munit de la topologie canonique définie en 1.1.1.3.
La proposition suivante est alors élémentaire :

Proposition 1.2.0.1. Soit G un groupe. On a une équivalence de catégories :
G —Mod =~ Sh(G - Set)
via le plongement de Yoneda, et dans l'autre sens, via F +— F (G), en munissant F (G) de l'action suivante :

sis € F(G)et g€ G, onpose gs=F(Rq)(s) avec _g: G G la translation a droite par G.

15



Via cette identification, si A est un G-module, et si hy = Hom(e, A) est le faisceau associé et {*} est
le point muni de l’action triviale de G, alors on a :

ha({#}) = Hom({#},A) = A©

qui est le groupe des points fixes de A. En particulier, on retrouve la cohomologie des groupes, définie
en prenant le foncteur dérivé des points fixes :

H™(G,A) = H"({+}, ha)

via cette équivalence de catégories.

Dans les situations qui nous intéressent, les groupes qui vont apparaitre sont des groupes de Galois
d’extensions souvent infinies, et ces groupes sont munis de topologies. Dans ce cas, on définit la
cohomologie d’une facon un peu différente.

1.2.1 Quelques mots sur les groupes profinis

Commencons par un bref rappel sur les groupes profinis. Les groupes profinis sont les limites
projectives de groupes finis. Ils apparaissent naturellement en théorie de Galois a travers les groupes
de Galois des extensions de corps.

Deéfinition 1.2.1.1. Un ensemble profini est un espace topologique compact (i.e. quasi-compact et séparé)
totalement discontinu. La catégorie des ensembles profinis, notée ici PSet, est la sous-catégorie pleine de la
catégorie des espaces topologiques dont les objets sont les ensembles profinis. Cette catégorie posséde toutes
les petites limites.

De fagon alternative, on peut définir un ensemble profini comme une limite projective d’ensembles finis,
chacun muni de la topologie discréte (la limite est alors munie de la topologie limite).

Un groupe profini est un groupe topologique dont I’espace topologique sous-jacent est profini. Ils forment
une catégorie PGrp qui posséde également toutes les petites limites.

Les ensembles profinis possedent une base de voisinages ouverts et fermés, et si G est un groupe
profini, les sous-groupes ouverts distingués forment une base de voisinages de I’élément neutre. Par
compacité, chacun de ces sous-groupes est d’indice fini, et le morphisme canonique :

G—)lilr]nG/U

avec U C G sous-groupe ouvert distingué, est un isomorphisme de groupes topologiques. Ceci per-
met de définir alternativement les groupes profinis comme limites projectives de groupes finis, cha-
cun muni de la topologie discrete.

Le foncteur d’oubli PGrp — Grp qui a un groupe profini associe le groupe sous-jacent posseéde un
adjoint, appelé complétion profinie, construit de la facon suivante : a tout groupe G, on associe sa
complétion profinie, qui est le groupe profini :

Prof(G) = lién G/H

avec H sous-groupe distingué d’indice fini de G.
Par exemple, la complétion profinie de Z est le groupe Z = [1,Z,. On fera attention a ce que la
complétion profinie de la complétion profinie n’est pas toujours isomorphe a la complétion profinie :
ceci est du au fait qu’il existe des groupes profinis qui possedent des sous-groupes distingués d’indice
fini qui ne sont pas ouverts (et donc pas fermés).
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Définition 1.2.1.2. Soit L/K une extension galoisienne de corps. On munit le groupe de Galois Gal(L/K)
de la topologie de Krull dont une base de voisinages de 'identité est donnée par les sous-groupes Gal(L/E)
avec L/E/K une extension intermédiaire et [E : K| < co. Autrement dit, deux éléments o, t € Gal(L/K) sont
proches s’il existe une grande extension finie de K, E, telle que ojg = 7.

Avec cette définition, on obtient un isomorphisme de groupes topologiques :

Gal(L/K) = lim Gal(E/K)

avec E/K une extension finie galoisienne contenue dans L. Le groupe de Galois de L/K est donc un
groupe profini.

La correspondance de Galois se généralise alors en faisant correspondre les sous-groupes fermés de
Gal(L/K) avec les extensions intermédiaires via H > L et E > Gal(L/E). Les sous-groupes ouverts
correspondent alors aux extensions finies de K contenues dans L. La topologie de Krull est naturelle
en l’extension : si E est une extension intermédiaire de K, alors les topologies induites et de Krull
sur Gal(L/E) coincident, et pareil avec les topologies quotient et de Krull sur Gal(E/K) si E/K est
galoisienne.

Définition 1.2.1.3. A tout corps K, on associe son groupe de Galois absolu, défini comme le groupe de
Galois de K;/K avec K, une cloture séparable de K.

Par exemple, le groupe de Galois absolu d’un corps fini est isomorphe a Z, il est topologiquement
engendré par le Frobenius, c’est a dire que le sous-groupe engendré par le Frobenius est dense.

Deéfinition 1.2.1.4. (Indice d’un sous-groupe, ordre d’un groupe profini et pro-p-groupes)

Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé de G. On définit I'indice [G : H] via la formule
suivante :

[G: U]

[GIH]ZPP[Smm

le ppcm portant sur les sous-groupes ouverts normaux de G. Ce ppem est a valeurs dans [ ,(INU{oo}). On
définit aussi l'ordre de G comme |G| =[G : 1].

Si p est un nombre premier, un pro-p-groupe est un groupe profini dont l'ordre est une puissance (éventuel-
lement infinie) de p. De fagon équivalente, tout sous-groupe d’indice fini est d’indice une puissance de p.
Si G est un groupe profini, on appelle pro-p-Sylow tout sous-pro-p-groupe (fermé) maximal de G.

Par exemple, |Zp| = p®. On dispose d’une formule de multiplicativité pour I'indice des groupes
profinis. La théorie de Sylow usuelle s’adapte tres facilement au cas des groupes profinis.

Théoreme 1.2.1.5. (Théorie de Sylow profinie)

Soit G un groupe profini. Tout pro-p-sous-groupe de G est contenu dans un pro-p-Sylow, en particulier G
posséde un pro-p-Sylow, et deux pro-p-Sylow sont conjugués. De plus, si H est un pro-p-Sylow de G, alors
pt[G:H].

La cohomologie des groupes profinis s’inscrit dans le cadre général de la cohomologie des fais-
ceaux. Pour cela, fixons G un groupe profini et considérons la catégorie G — Set'°P des G-ensembles
topologiques, c’est a dire des ensembles X munis d’une action (a gauche) de G qui soit continue pour
la topologie discrete. De fagon équivalente, on demande que tout stabilisateur pour cette action soit
un sous-groupe ouvert de G, ou encore que X soit la réunion des XY avec U sous-groupe ouvert
distingué de G. On munit cette catégorie de la topologie canonique définie dans I'exemple 1.1.1.3, de
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facon a obtenir un site, toujours noté G—Set'°P. On vérifie facilement qu’un recouvrement (U; — U)
pour cette topologie est une famille de morphismes de G-ensembles tels que U = | J; f;(U;). On a
alors la proposition suivante.

Proposition 1.2.1.6. Soit G un groupe. On a une équivalence de catégories :
G —Mod"P =~ Sh(G — Set™P)

entre la catégorie des G-modules topologiques, c’est a dire des G-modules qui sont topologiques en tant que
G-ensemble, et la catégorie des faisceaux sur le site G — Set'°P. L'équivalence de catégorie est donnée par le
foncteur de Yoneda, comme dans 1.2.0.1, et dans l'autre sens par :

F > co%]im]:(G/U)

avec U sous-groupe ouvert distingué de G.

Via cette identification, si A est un G-module topologique, et si hy = Hom(e, A) est le faisceau
associé et {*} est le point muni de ’action triviale de G, alors on a toujours :

ha(f+)) = Hom({x}, A) = A®

qui est le groupe des points fixes de A. Ainsi, comme pour les groupes abstraits, on retrouve la
cohomologie des groupes profinis définie en prenant le foncteur dérivé des points fixes :

H™(G,A) = H"({+}, ha)

via cette équivalence de catégories. On utilisera la méme notation que pour la cohomologie des
groupes abstraits, en sous-entendant que si G est un groupe profini cette notation désigne la coho-
mologie des groupes profinis.

On peut d’ailleurs en donner une description plus explicite en terme de cocycles, ce qui sera bien
utile.

Théoreme 1.2.1.7. Soit G un groupe profini et A un G-module topologique. On définit le groupe C"*(G, A)
des applications continues de G" vers A, avec A muni de la topologie discréte, et on définit un complexe
C*(G,A) de groupes abéliens via la formule suivante :

n

A(F)G1ror 8u1) = 1 F (Gorreor &uet) + ) (1 F (&1 & &iiv1roor &ut) + (=) £ (21,000 80)
i=1

On a alors des isomorphismes fonctoriels entre la cohomologie du G-module topologique A et la cohomologie
du complexe C*(G,A).

La cohomologie des groupes profinis peut aussi étre définie comme une extension de la cohomo-
logie des groupes finis, grace au fait suivant.

Proposition 1.2.1.8. Soit G un groupe profini et A un G-module topologique. On a alors des isomor-
phismes canoniques compatibles aux morphismes de bord :

C"(G,A) = colimy C*(G/U, AY)

et:
H"(G,A) = colimy H(G/U,AY)

avec la colimite qui porte sur les sous-groupes ouverts distingués de G. Ici, AU désigne le groupe des points
de A fixés par U.
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Démonstration. Pour tout U, on a un morphisme naturel :
C"(G/U,AY) — C™(G, A)

qui envoie (G/U)" — AY sur G" — (G/U)" — AY — A. Ce morphisme est compatible aux fleches
i — j dans Z et donne donc un morphisme :

colimy C"(G/U,AY) — C™(G, A)

qui est clairement compatible aux morphismes de bords. Ensuite, si f € C"(G,A), I'image de f est
finie car G est compact et A est discret. Ainsi I'image de f atterit dans un AY car A est la réunion
filtrée de ces sous-modules ci, et f se factorise par un (G/U)" avec U sous-groupe distingué ouvert
de G.

Ceci montre la surjectivité de ce morphisme. Il est aussi injectif car si f : (G/U)" — AY devient nul
comme morphisme G" — A, il était initialement nul.

Ainsi, on a un isomorphisme de complexes de cochaines :

colimyy C*(G/U,AY) = C*(G, A).

On conclut alors en utilisant le fait que les colimites filtrantes commutent a la cohomologie des
complexes. ]

En conséquence, comme les H"(G/U,AY) avec n > 1 sont des groupes abéliens de torsion (tués
par |G/U]|), le groupe H"(G, A) est de torsion.
Un cas important de calcul de cohomologie est celui du H!(G, A) avec A muni de l’action triviale de
G, c’est a dire l’action qui fixe tout. Dans ce cas,on a:

HY(G,A) = Hom(G, A)
ou ici Hom(G, A) désigne I'’ensemble des morphismes de groupes continus de G dans A.

La cohomologie des groupes profinis commute aux colimites filtrantes.

Proposition 1.2.1.9. Soit G un groupe profini, I une catégorie pseudo-filtrée et (A;);cz un diagramme de
G-modules topologiques. On a alors un isomorphisme canonique :

colim; H"(G, A;) = H"(G, colim; A;).

L'idée de la preuve est la suivante : le site G — Set'°P n’est peut-étre pas directement noéthérien,
mais sa catégorie de faisceaux est équivalente a la catégorie des faisceaux sur le site G — Set!°Pfin des
G-ensembles topologiques finis, qui lui est noéthérien, et on peut alors appliquer 1.1.5.2. On renvoie
encore a [28], exemple 3.9.4 pour les détails.

1.2.2 Torseurs en cohomologie des groupes

Le théoréme de classification des torseurs 1.1.6.3 donne le résultat suivant pour la cohomologie
des groupes profinis.
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Théoréme 1.2.2.1. Soit G un groupe profini et A un G-module topologique. Le groupe H'(G, A) classifie
les ensembles non-vides X munis d’une action de G et d’une action de A avec la compatibilité suivante :

g+ (ax) = (g*a)(g=x)

pour tous g€ G, a € Aet x € X, tels que pour tout sous-groupe ouvert U de G, ou bien XU est vide, ou bien
Vaction de AY sur XY est simplement transitive, le tout a isomorphisme de ces structures ci prés.

Démonstration. Le théoréme 1.1.6.3 montre que H'(G,A) = H!({*},h,) classifie les torseurs sous le
faisceau h, sur le site G — Set'P a isomorphisme prés. Il s’agit donc de comprendre ces objets la.
Premierement, un tel torseur est un faisceau X, nécessairement représentable par un G-ensemble
topologique X car tous les faisceaux sur ce site sont représentables (c’est la méme preuve que 1.2.1.6),
muni d’une action de hy, ce qui revient par Yoneda a une action :

AxX —X

compatible a 'action de G. Il reste a traduire ce que signifie étre un torseur a présent. Cela signifie
deux choses :

— Il existe un recouvrement (Y;) de l'objet terminal {+} pour lequel hx(Y;) # @ pour tout i. Dire
que c’est un recouvrement de l'objet terminal revient a dire que I'un des Y; est non-vide, et
hx(Y;) = Hom(Y;,X) = [[o Hom(O, X) ou le produit porte sur les orbites de Y; sous l'action de
G. Ainsi, on peut supposer l’action transitive sur Y;, et donc ce premier point est équivalent a
ce qu’il existe U un sous-groupe ouvert de G tel que :

XY = Homg(G/U, X) = 0.

Or, si X est non-vide, n'importe quel point x € X possede un stabilisateur ouvert car I’action est
continue et donc il existe U sous-groupe ouvert de G tel que XV est non-vide. Cette condition
revient donc simplement a ce que X soit non-vide.

— Pour tout G-ensemble topologique Z tel que hx(Z) # 0, I’action de hs(Z) sur hx(Z) est simple-
ment transitive. Encore une fois, on se ramene aux Z qui sont transitifs, c’est a dire aux G/V
avec V sous-groupe ouvert de G. On demande donc que I'action de A sur X" soit simplement
transitive dés que X" = 0.

O

Remarque 1.2.2.2. On peut aussi donner une version de ce théoréeme pour des groupes A non-
commutatifs muni d’'une action de G compatible, en se basant sur la remarque 1.1.6.4. On note
alors H'(G, A) le premier ensemble pointé de cohomologie d’un groupe profini G agissant sur un
groupe A de fagon continue.

1.2.3 Coinduction

On commence par rappeler la notion de coinduction pour les groupes abstraits. L'idée est de
partir de I’énoncé général suivant en théorie des modules.

Théoreme 1.2.3.1. Soit A un anneau (non-nécessairement commutatif) et B une A-algébre. La notation
A—Mod¢ désigne la catégorie des A-modules d gauche. On dispose de foncteurs adjoints :

A —Mod?
Indﬁ\u\lCoindg
B—Mod*
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avec IndﬁM =B®y M et CoindﬁM =Hom, (B, M), et la fleche du milieu est le foncteur d’oubli.
La vérification de cet énoncé est élémentaire, et elle s’applique notamment au cas suivant.

Deéfinition 1.2.3.2. Soit G un groupe (abstrait) et H un sous-groupe de G. En choisissant A = Z|H] et B =
Z|(G] dans le théoréme précédent, on obtient des foncteurs Ind%; et Coind$;, d’induction et de coinduction.

Notons que Coindg(A) correspond a ’ensemble des applications de G dans A qui sont H-équivariantes,
et s’il on fixe un systeme de représentants S de G/H, on peut voir Indg (A) comme P
pelle d’ailleurs que si H est d’indice fini dans G, ces deux foncteurs sont isomorphes.
Dans le cas des groupes profinis, il est toujours possible de définir la coinduction, de la fagon sui-
vante.

sA. On rap-

seS

Définition 1.2.3.3. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé de G. Si A est un H-module
topologique, on pose :

Coind$(A) = colimy Coindg//EJHmU) (AH”U)

oul la colimite porte sur les sous-groupes ouverts distingués de G. On vérifie alors que cet un G-module
topologique et que le foncteur ainsi formé est un adjoint a droite du foncteur d’oubli. Dans le cas on H est
ouvert, la colimite peut bien siir porter sur les U contenus dans H.

Le lemme de Shapiro est alors encore valable dans le cadre cohomologique grace a la proposition
1.2.1.8:

Théoreme 1.2.3.4. (Lemme de Shapiro en cohomologie des groupes profinis) Soit G un groupe profini et
H un sous-groupe fermé de G. Soit A un H-module topologique. On a un isomorphisme canonique :

H"(H,A) = H"(G,Coind%(A)).

1.2.4 Restriction, inflation, corestriction et cup-produit

Le but de cette partie est de donner un trés bref résumé des opérations usuelles de la cohomologie
des groupes.

Définition 1.2.4.1. (Restriction, inflation) Soit G un groupe profini, H un sous-groupe fermé de G, et A un
G-module. On a une application naturelle de restriction C*(G,A) — C"(H,A) qui induit un morphisme
en cohomologie :

ResS : H"(G,A) — H"(H,A)

et on notera parfois wy pour la restriction d’une classe de cohomologie w @ H. Au niveau du H°, c’est
Iinclusion naturelle de AC dans AH.

Si H est un sous-groupe fermé distingué, la méme construction via le morphisme G — G/H donne un
morphisme en cohomologie, dit d’inflation :

Infg 5 : H"(G/H,A™) — H"(G, A).

Si H est un sous-groupe ouvert de G, on peut aussi définir des morphismes de corestriction,
H"(H,A) — H"(G,A), comme en cohomologie des groupes finis.
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Définition 1.2.4.2. (Corestriction) Soit G un groupe profini et H un sous-groupe ouvert de G et soit A un
G-module. On définit un morphisme G-équivariant :

Tr : Coind$(A) — A

défini comme colimite portant sur les sous-groupes distingués ouverts U contenus dans H des morphismes
G/U-équivariants :
Try: Coindg//%(AU) —AY

qui envoient f : G/U —> AY une application H/U-équivariante sur I'élément :

Zsf(s_l)eAU

S€SU

avec Sy un systéme de représentants de (G/U)/(H/U). On vérifie aisément que la construction ne dépend
pas de ces choix de systémes de représentants et qu’ils sont bien tous compatibles en faisant varier U.
En cohomologie, le morphisme Tr induit alors des morphismes :

H"(G,Coind(A)) — H™(G,A)
et par le lemme de Shapiro 1.2.3.4, on a donc des morphismes, dits de corestriction :

Corg
H"(H,A) — H"(G, A).

Les morphismes de restriction, corestriction et inflation sont compatibles aux morphismes connec-
tants dans les suites exactes longues de cohomologie, au sens ou si 0 — A — B — C — 0 est une
suite exacte de G-modules topologiques, et si on note V : H*(C) — H"*!(A) le morphisme connec-
tant, alors V commute aux différents morphismes construits lorsque cela a du sens.

Comme dans le cas des groupes finis, si H est un sous-groupe ouvert de G, on a:

CorgoResg =[G: H]id.

On rappelle a présent la suite spectrale de Hochschild-Serre. Si G est un groupe profini et H un sous-
groupe fermé distingué de G, et si A est un G-module, alors chaque H"(H, A) est muni d’une action
continue de G/H par conjugaison. En effet, pour tout 0 € G, on a un automorphisme induit sur H
par conjugaison puisque H est distingué :

I,:H—H
ainsi qu’un isomorphisme :
f:0:A—A
qui envoie x sur o(x). Puisque f et 1, sont compatibles, f induit un isomorphisme H"(H,A) —
H"(H,A). C’est 'action de G sur H"(H,A), et H agit trivialement pour cette action, de sorte que
'action se factorise par G/H. On a alors les foncteurs exacts a gauche suivants :

(o) (o)

G —Mod"P — (G/H)—Mod"P — Ab

dont la composée donne le foncteur (e)°. Notons que ces morphismes viennent des morphismes de
sites suivants :
{*} — (G/H) — Set™P — G — Set'°P
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donc la suite spectrale de Leray 1.1.4.3 s’applique. On pourrait aussi raisonner directement avec le
théoreme de Grothendieck en justifiant que le premier foncteur envoit les injectifs sur des acycliques
pour le second foncteur. On a ainsi une suite spectrale dite de Hoschild-Serre :

HY(G/H,HP(H,A)) = HP™(G,A).

L’analyse des premiers termes de cette suite spectrale donne lieu aux suites exactes suivantes, dites
d’inflation-restiction.

Théoréme 1.2.4.3. (Hochschild-Serre)
Soit G un groupe profini, H un sous-groupe fermé et A un G-module. On a une suite exacte :

0 — HY(G/H, AP) 25 111G, A) 2S5 B (H, A9 — H2(G/H, AT) 25 H2(G, A).

De plus, si HP(H, A) = 0 pour tout p € {1,...,n—1}, avec n > 1, alors on a aussi une suite exacte :

0 — H"(G/H, A™) 225 H7(G, A) 2SS 17 (1, A)GH.

Le dernier outil important en cohomologie des groupes (profinis) est le cup-produit. Si G est un
groupe profini et A et B sont deux G-modules topologiques, on peut former leur produit tensoriel
A®B =A®y B qui est encore un G-module topologique et on a des morphismes :

HP(G,A)® HY(G, B) — HP™(G,A® B).

Pour les construire, on se rameéne au cas des groupes finis grace a 1.2.1.8, puis on utilise la mé-
thode de décalage dimensionnel, ou dimension shifting pour les déduire des cas simples ou p = 0 ou
g = 0. On renvoie au livre de Neukirch pour les détails de la construction [19] et pour des cas par-
ticuliers importants. L'essentiel pour nous est que le cup-produit est anti-commutatif en degré 1,
qu’il est fonctoriel et qu’il vérifie une relation de compatibilité avec les morphismes connectants : si
0 — A — B — C — 0 est une suite exacte de G-modules topologiques et si D est un G-module
topologique tel que la suite obtenue en tensorisant a droite par D reste exacte, alorson a :

V(c)ud =V(cud)
pour c € HP(G,C) et d € H1(G, D), et de fagon similaire en tensorisant cette fois-ci a gauche par D :

dUV(c) = (-1)7V(d Uc).
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Chapitre 2

Cohomologie galoisienne

La cohomologie des groupes profinis s’applique directement aux groupes de Galois des extensions
galoisiennes de corps. C’est ce qu’on va étudier a présent. Soit L/K une extension galoisienne de
corps (non-nécessairement finie). Le groupe de Galois Gal(L/K) munit de la topologie de Krull est
un groupe profini (voir 1.2.1.2). Si A est un Gal(L/K)-module, on pose alors :

H™(L/K,A) = H"(Gal(L/K), A)
pour plus de simplicité. De méme, si A est un Gg-module, on pose :
H"(K,A) = H"(Gg,A)
de sorte que, par 1.2.1.8:
H"(K,A) = colimx H" (L/K, A")

ou la colimite porte sur les extensions finies galoisiennes L/K contenues dans K une cloture sépa-
rable fixée de K.

. . . s qe . . . . Gal(L/K
Si M est une extension intermédiaire, le foncteur de coinduction Coind>” )

(
Gal(L/M)
on adopte des notations similaires pour les morphismes de restriction, corestriction et inflation.

sera noté Coind},, et

Remarque 2.0.0.1. La cohomologie galoisienne est un cas particulier de la cohomologie étale (voir
exemple 1.1.1.3) : en effet, si K est un corps de groupe de Galois absolu G et de cloture séparable
K,, on a une équivalence de sites entre le site étale (SpecK); et le site G — Set'®P des G-ensembles
topologiques. Cette équivalence est donnée par :

X - X(Ky)

pour X un schéma étale au dessus de K, et dans l'autre sens, il suffit de le définir sur les G/U avec U
sous-groupe ouvert de G, et on associe alors & G/U le schéma Spec(KY). Les détails de cette équiva-
lence sont dans [28], théoréme 2.1.

Ainsi, tout G-module topologique A correspond a un faisceau abélien A sur le site Spec(K).; eton a:

H"(K,A) = H};(Spec(K), A).

En ce sens, la cohomologie étale est une généralisation géométrique de la cohomologie galoisienne.
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2.1 Hilbert 90

Le premier résultat fondamental de la cohomologie galoisienne est le suivant :

Théoréme 2.1.0.1. (Hilbert 90)
Soit L/K une extension galoisienne. On a :

HY(L/K,L*)=0.
De fagon plus générale, on a pour tout m>1:
H'(L/K,GL,,(L)) = {#}.

Démonstration. Notons G = Gal(L/K). On choisit ici de donner une preuve qui peut sembler haut-
perchée mais qui met en valeur la philosophie de la classification des formes tordues par le premier
groupe de cohomologie, bien qu’il existe des preuves terre-a-terre en manipulant les cocycles.

En résumé, I'idée est que H!(L/K,GL,,(L)) classifie les formes tordues de L™ vu comme un faisceau
via l'action canonique de G, or les espaces vectoriels sur K sont classifiés par leur dimension donc il
n’y a qu'une seule forme tordue possible. Précisons cela : On utilise le théoreme 1.1.6.6. Le site des
G-ensembles topologiques est muni du faisceau d’anneaux O = h| pour lequel :

O(X)=Homg(X,L)

pour tout G-ensemble topologique X.

Ainsi, GL,,(L) correspond au faisceau Aut,(F) avec F le faisceau qui correspond a L".

I1 faut donc montrer que si F’ est un faisceau de O-modules localement isomorphe a F, alors il est
isomorphe a F.

Or un faisceau de O-modules revient, par le lemme de Yoneda, a la donnée d’un L-espace vectoriel
V muni d’une action de G compatible a la structure d’espace vectoriel. La théorie élémentaire de
la descente galoisienne pour les espaces vectoriels assure alors que V = VO ®g L et donc que V est
simplement paramétré par sa dimension. Le fait que F’ soit localement isomorphe a F entraine que
V est de dimension 7, et donc il est isomorphe a F. ]

Le théoreme suivant est parfois appelé théoreme de Hilbert 90 additif. Il est évident en carac-
téristique nulle car H"(L/K, L) est alors a la fois un groupe de torsion et un K-espace vectoriel. La
preuve en caractéristique quelconque est plus délicate.

Théoréeme 2.1.0.2. (Hilbert 90 additif)
Soit L/K une extension galoisienne. On a, pour tout n>1:

H"(L/K,L) = 0.

Démonstration. Par 1.2.1.8, on se rameéne au cas ou L/K est finie.
Notons G = Gal(L/K). Le théoreme de la base normale affirme qu’il existe une K-base de L qui est
une orbite sous l'action de G. Autrement dit, on a un isomorphisme de G-modules :

L = K[G] = Coind$ K

ce qui donne le résultat voulu par le lemme de Shapiro 1.2.3.4. O
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2.2 Théorie de Kummer

Soit K un corps et m un entier premier a la caractéristique de K. On note G = Gal(K,/K) le groupe
de Galois absolu de K. On dispose alors de la suite exacte de G-modules, appelée suite de Kummer :

[m]

l—p, > K —>K'—1

avec y,, le groupe des racines m-émes de 1'unité dans K; - il y en a bien m car X" — 1 est séparable
sur K - et [m] la mise a la puissance m, que l'on verra plutét comme la multiplication par m dans le
groupe abélien K. On obtient alors une suite exacte longue en cohomologie :

1—>lumﬂK—>KXM>KXl>H1(K,ym)—>1

car HY(K,K}) = 0 par Hilbert 90. On a ainsi un isomorphisme :

(K>

On peut expliciter I'isomorphisme puisqu’il est donné par le morphisme connectant V : si a € K*, on
choisit un a'/" € KX et on lui associe le cocycle suivant :

V: =~ HY(K, p,).

ql/m
8§ Palg) = ilW € Hm-

Plagons-nous a présent dans le cas particulier oui p,, C K. Dans ce cas ’action de G sur y,, est triviale et
donc HY(G, p,,) = Hom(G, ) est un sous-groupe du groupe des caractéres de G (il est sous-entendu
qu’on considere les morphismes continus). Expliquons comment ceci donne une preuve cohomolo-
gique de la classification des extensions cycliques.

Théoreme 2.2.0.1. Soit K un corps, Ks une cloture séparable de K et m un entier premier d la caractéris-
tique de K tel que p,, C K. Notons E,, l'ensemble des extensions cycliques de K contenues dans K d’ordre
divisant m et considérons le quotient de K*/(K*)™ par l'action de (Z/mZ)* qui agit par exponentiation :
(k,a) — a*. On a alors une bijection :

(K*/(K*)™)/(Z/mZ)* =E,,

via a — K(a'™). De plus, le groupe de Galois de K(a'/™)/K est d’ordre d 'ordre de a dans le groupe
KX/(KX)m.
Démonstration. Notons S,, I’ensemble des sous-groupes normaux fermés de G dont le quotient est

cyclique d’ordre divisant m qui est en bijection avec E,, par la théorie de Galois. On a les applications

suivantes :
Ker HI—)KH

K/(KX)" = HY (K, ) = Hom(G, i) = Sy — Eyy
et seul Ker n’est pas nécessairement une bijection, mais elle est certainement surjective, et devient
injective apres quotient par l'action de (Z/mZ)* = Aut(u,,), et pour voir cela on utilise le fait que si
d | m alors le morphisme (Z/mZ)* — (Z/dZ)* est surjectif.
I est alors clair que a s’envoie sur K(a'/™) vu la description du morphisme V faite précedemment.
La correspondance des ordres est claire en inspectant la suite d’applications précédente. [

Notons qu'’il est possible, étant donnée une extension cyclique L de degré m de K, avec p,, € K,
de trouver un générateur a de L/K avec a” € K. Pour cela il sufit de considérer o un générateur
du groupe de Galois de L/K et de prendre un vecteur propre de ¢ pour une valeur propre racine
primitive m-éme de I'unité. C’est ainsi qu’on prouve a la main le théoreme précédent.
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2.3 Théorie d’Artin-Schreier

La théorie d’Artin-Schreier permet de combler un cas non-traité par la théorie de Kummer : si K
est de caractéristique p et que m = p. Son interprétation cohomologique se base sur la suite exacte
suivante :

0—TF,— K, 5K, —0

avec p(x) = xP —x qui est surjectif car pour tout a € K, XP — X —a est un polynome séparable.

Si a € K;, on notera abusivement p~!(a) pour un élément x tel que x” — x = a, de sorte que p~'(a) n’est
défini que modulo F, (c’est un abus de notation équivalent a a'/™ en théorie de Kummer). La suite
exacte d’Artin-Schreier induit la suite exacte longue suivante en cohomologie :

0 —F, — K > K — H'(K,FF,) — 0
car H'(K,K;) = 0. On a donc un isomorphisme :
Hom(G,Z/pZ) = H' (K, F,) = K/pK

car G agit trivialement sur IFp. Par la méme démonstration que 2.2.0.1, on en déduit le théoréeme
suivant.

Théoreme 2.3.0.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0, et K une cloture séparable de K. Notons
E, I'ensemble des extensions cycliques de K contenues dans K d'ordre p et considérons le quotient de
(K/pK)\ {0} par I'action de (Z/pZ)* qui agit par produit : (k,a) — ka. On a alors une bijection :

((K/pK)\{0}/(Z/pZ)*)/ = E,

via a v k(p~la).

2.4 Algebres centrales simples et groupe de Brauer d’un corps

Une des applications frappantes de la cohomologie galoisienne est la classification des algebres
centrales simples sur un corps par le second groupe de cohomologie du module galoisien associé
au groupe multiplicatif. On commence par rappeler les définitions et premiéres propriétés des al-
gebres centrales simples sur un corps. Le but n’étant pas de faire un cours complet d’algebre non-
commutative, on renvoie a [20] pour les détails.

2.4.1 Premieres propriétés des algebres centrales simples

Un anneau simple est un anneau non-nul dont les seuls idéaux bilateres sont 0 et 'anneau tout
entier. Ainsi, un corps est un anneau simple commutatif. Un anneau a division est un anneau non-nul
dans lequel tout élément non-nul est inversible. Ainsi, tout anneau a division est simple et le centre
d’un anneau simple est un corps.

L'analyse des idéaux bilatéres de M, (A) montre que, pour n > 1, 'anneau M,(A) est simple si et
seulement si I’anneau A est simple, et le centre de M,,(A) est Aid.

Deéfinition 2.4.1.1. (Algébre centrale simple sur un corps)
Soit K un corps. Une algébre centrale simple sur K est une K-algébre simple de centre égal a K et de
dimension finie sur K.
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Le produit tensoriel de deux algebres centrales simples est une algebre centrale simple, et, si A
est une algebre centrale simple, alors M, (A) aussi. De plus, un théoréme de Wedderburn assure que
toute algebre centrale simple sur K est isomorphe a M, (D) avec D une algebre a division centrale (de
dimension finie) sur K uniquement déterminée a isomorphisme pres.

Si A est une algebre centrale simple, on définit I’algebre duale A°PP comme étant le méme espace
vectoriel sur K mais avec le produit suivant :

axPPh=bxa.
On a alors un isomorphisme de K-algebres :
A®A°PP = Endg(A) = M,(K)

avec 1 la dimension de A sur K. Cet isomorphisme est donné par a®a’ — (x + axa’).

L'idée de Brauer est alors d’identifier deux algebres centrales simples sur K si elles sont de la forme
M, (D) et M,,(D) avec la méme algebre a division centrale sous-jacente D et de munir ’ensemble
Br(K) des classes d’équivalence du produit tensoriel. Plus précisément, on définit I’équivalence a la
Brauer de la facon suivante :

Définition 2.4.1.2. Soient A et B deux algébres centrales simples sur K. On dit qu’elles sont Brauer-
équivalentes si elle sont isomorphes a des algébres de matrices sur la méme algébre a division centrale. De
fagon équivalente, A et B sont Brauer-équivalentes s’il existe p,q > 1 vérifiant :

M,(A) = M,(B).

pl

On note Br(K) I'ensemble des classes d’équivalence d’algébres centrales simples sur K, qui forme bien un
ensemble car ces algébres peuvent étres définies sur K" avec n entier.

On a toujours M,,(A) ® M,,(B) = M,,,(A®B) et donc M,(A) = A® M,(K). De fagon équivalente, on
peut définir Br(K) comme ’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres a division centrales sur
K.

Théoreme 2.4.1.3. (Groupe de Brauer)

Soit K un corps. Le produit tensoriel des algebres centrales simples est compatible a I’équivalence de Brauer
et définit sur Br(K) une structure de groupe commutatif dont I’élément neutre est K. L'inverse de [A] est
donné par [A°PP]. On appelle ce groupe le groupe de Brauer de K.

Démonstration. On a M,,(D)®M,,(D’) = M,,,(D®D’) donc I’algebre a division sous-jacente au produit
tensoriel ne dépend que des algebres a division sous-jacentes : il s’agit de prendre 1’algebre a division
sous-jacente a DQ®D’.

Ceci montre que la loi ® descend sur ’ensemble Br(K). Elle est clairement commutative et associative
et puisque A ® A°PP est une algebre de matrices sur K, c’est I’élément neutre dans Br(K). ]

Notons que deux algebres centrales simples A et B sont isomorphes si et seulement si elles sont
Brauer-équivalentes et de méme dimension.
Exemple 2.4.1.4. Donnons deux exemples importants de groupes de Brauer.

— SiK estalgébriquement clos, alors Br(K) = 0. En effet, si D est une algébre a division centrale (de
dimension finie) sur K, alors pour tout a € D, K(a) est une extension finie de K donc K(a) = K
et ainsi D =K.

— Le groupe de Brauer de R est isomorphe a Z/2Z, et il est engendré par 1’algebre des quaternions
H.
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2.4.2 Déploiement des algebres centrales simples

Soit L/K une extension de corps. Si A est une K-algebre centrale simple, alors A; = A®g L est une
L-algebre centrale simple. Cette considération fournit un morphisme de groupes, dit de restriction :

K
Res;

Br(K) — Br(L)

dont on note Br(L/K) le noyau : c’est le groupe de Brauer relatif. On dit que A se déploye sur L si [A]
est dans le noyau de ce morphisme.

Puisque Br(K) = 0 avec K une cloture algébrique de K, on a Az qui est isomorphe a une algebre de
matrices sur K : en particulier la dimension de A sur K est un carré parfait. On pose alors :

deg(A) =+/[A: K]

le degré de A. On définit aussi I'indice de A comme le degré de l'algebre a division sous-jacente
a A :ind(A). Ainsi, I'indice de A ne dépend que de sa classe dans le groupe de Brauer de K. Le
théoréeme suivant est fondamental et sa preuve repose sur le théoréeme de Skolem-Noether ainsi que
le théoreme du bicommutant. On renvoie a [20] pour une preuve.

Théoreme 2.4.2.1. (Caractérisation des corps de déploiement)
Soit K un corps et A une algébre centrale simple sur K. Soit L/K une extension finie. Alors L déploye A si
et seulement s’il existe B une algébre centrale simple sur K équivalente a A et un plongement de L dans B

avec en plus :
deg(B) =[L: K].

De plus, si L C A, on a toujours :
degy(A) =[L: K]deg;(L')

avec L’ = C4(L) le commutant de L dans A qui est une algebre centrale simple sur L.

Notons que si L est un sous-corps d’une algebre centrale simple A sur K, on a toujours :
[L: K] |deg(A)

et donc cette condition sur le degré est une condition de maximalité du degré de L/K. Elle revient a
dire que le commutant L’ de L dans A est L.

Corollaire 2.4.2.2. (Déploiement sur une extension finie séparable)
Soit K un corps et A une algébre centrale simple sur K. Il existe alors L/K une extension finie séparable qui
déploye A. En particulier, si K est séparablement clos, alors Br(K) = 0.

Démonstration. La preuve qu’on présente ici utilise un peu de géométrie algébrique.

On suppose K infini et de caractéristique p > 0, sinon il n’y a rien a prouver. En effet, on sait déja que
toute algebre a division centrale D sur K se déploye sur K, donc se déploye sur une extension finie
de K car un isomorphisme D¢ = M,,(K) descend sur une extension finie. Soit donc D une algébre a
division centrale de dimension finie sur K. Supposons que tout élément de D \ K soit inséparable
sur K. Il existe alors g une puissance de la caractéristique p du corps telle que DY C K. On consideére
alors :

D —K
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le morphisme de groupes x — x7. Ce morphisme provient d’'un morphisme de schémas ¢ : A} —
A} avec m = dimg D car K est infini. On étend alors les scalaires & K pour obtenir au niveau des
K-points :
Dy — K

qui est toujours x +— x7, car c’est le cas sur les K-points et K est infini. Or Dy est une algebre de
matrices, et il existe des matrices qui a la puissance g ne donnent pas un multiple de I'identité, sauf
si Dg = K.

On a donc montré que, si D # K, il existe un élément a € D \ K séparable sur K.

Ensuite, si L/K est une extension séparable avec L C D, on applique ce raisonnement a l’algebre a
division centrale sur L, D’ = Cp(L) € D : si D’ # L, il existe un élément de D’\ L séparable sur L, ce
qui donne une extension séparable L’/K contenue dans D strictement plus grosse. Au final, on aura
Cp(L) = L pour une certaine extension finie séparable L/K contenue dans D et donc L déploye A. [

2.4.3 Trace et norme réduite

Soit A une algebre centrale simple sur un corps K. De la méme facon que les extensions finies
de K permettent de définir un polynome homogene, la norme, il est possible de définir une norme
réduite pour A. Un candidat naif serait la norme d’algebre N4k, mais on peut obtenir un polynéome
de plus petit degré que ¢a par la construction suivante.

On a un isomorphisme de K;-algebres :

AKS = Mn(Ks)'

En composant ce morphisme avec le déterminant et la trace, on obtient deux polynomes homogenes :
N
AKs — KSX

et
Tr x
AKs — KS .
Ces polynomes sont invariants par ’action de Galois car si 0 € Gk, l’action de o sur M,,(Kj;) et I’action
de o sur Ay, déplacée par I'isomorphisme different d'un automorphisme intérieur de M, (K;), et
la trace et le déterminant sont invariants par ces automorphismes intérieurs. Ainsi, par descente
galoisienne, on obtient une forme linéaire, dite de trace réduite :

Trreq

A— K
et un polyndome homogene de degré n = deg(A) :

AN g

Il est immédiat, a partir de la définition, que si A = M,(D), alors les diagrammes suivants com-
mutent :

D D
V Xlﬁr‘ed det Qﬁzd
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2.4.4 Interpreéetation cohomologique du groupe de Brauer

Soit K un corps de cloture séparable K;. On explique ici comment le groupe de Brauer de K
s’identifie au groupe H?(K,K). Le fait que toute algébre centrale simple sur K se déploye sur Kj
(voir 2.4.2.2) permet de donner une définition alternative des algebres centrales simples : ce sont
exactement les K-algebres A telles que Ag_est isomorphe a une algebre de matrices sur K. Autre-
ment dit, ce sont des formes tordues de M,,(K) sur le site Gg —Set'°P au sens de la philosophie générale
présentée dans le théoréme 1.1.6.5. Ici il faudrait adapter le théoréme pour prendre en compte les
automorphismes d’algebres, néanmoins la preuve est exactement la méme. On obtient ainsi la pro-
position suivante.

Proposition 2.4.4.1. Soit K un corps et m > 0 un entier. On note Br'"™(K) 'ensemble des classes d’iso-
morphisme d’algébres centrales simples sur K de degré m. Puisque deux algébres centrales simples A et
B de méme degré sont isomorphes si et seulement si elles sont Brauer-équivalentes, on a une inclusion :
Br"(K) < Br(K). On a alors un isomorphisme canonique :

Br™(K) = H!(K,PGL,,(K)).

Démonstration. Par la philosophie générale des formes tordues, Br")(K) s’identifie a8 H' (K, Aut(M,,(K;)))
avec Aut(M,(K;)) les automorphismes de K-algebre de M, (Kj). Or le théoreme de Skolem-Noether
affirme que ces automorphismes sont tous intérieurs, d’ou la conclusion. ]

Notons ensuite que si m | n, on a un diagramme commutatif :

Br(m)(K) — 2@ o gy k)

H'(K,PGL,,(K,)) —— H'(K,PGL,(K,))

ou la fleche du bas provient du morphisme PGL,,(K;) — PGL,,(K;) qui envoie une matrice M sur la
matrice diagonale par blocs avec n/m blocs M. Ces morphismes de transition sont tous injectifs car
si deux algebres a division sont isomorphes apreés tensorisation par M,,/,,(K), elles sont équivalentes
et, comme elles ont la méme dimension, elles sont isomorphes. On a alors :

Br(K) = colim,, Br'"(K) = UBr(m)(K).
m

via ces morphismes de transition pour m | n. On en déduit que :
Br(K) = colim,, H' (K, PGL,,(K)).
Observons alors la suite exacte suivante de Gg-groupes topologiques :
0 — K} — GL,,(K;) — PGL,,,(K;) — 0.

Bien que les deux derniers groupes ne soient pas commutatifs, il est possible de démontrer avec
la définition avec les cocycles, et parce que K s’envoie dans le centre de GL,,(K), qu’on a une
suite exacte d’ensembles pointés, autrement dit 'image d’une fléeche est ’ensemble des éléments qui
s’envoient sur le point distingué par la fleche suivante de la suite :

H'(K,KZ) — H'(K,GL,(K,)) — H'(K,PGL,,(K;)) —> H*(K,KY).
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On a donc une application :
Br™(K) — H?(K,K})

qu’il est d’ailleurs possible d’expliciter via les cocycles. On renvoie alors au livre de Szamuely pour
les détails de la preuve du théoreme suivant.

Théoreme 2.4.4.2. (Groupe de Brauer et cohomologie)
Soit K un corps. Les morphismes Br'"™(K) — H?(K,KX) sont compatibles et induisent un isomorphisme :

Br(K) = H*(K,KY)
en considérant Br(K) comme la colimite des Br™(K).

En conséquence, le groupe de Brauer est un groupe de torsion : toute algebre centrale simple sur
K a un ordre dans le groupe de Brauer, appelé période de 1’algebre centrale simple, noté per(A). Si A
est une algebre centrale simple sur K, on a toujours l'indice qui divise la période :

ind(A) | per(A).
Avec l'identification donnée par le théoréme, si L/K est une extension galoisienne, la suite exacte :
0 — Br(L/K) — Br(K) — Br(L)
s’identifie a la suite d’inflation-restriction (voir 1.2.4.3) :

0 — H(L/K, L) 25 H2(K, K) XS HA(L k)

car H'(L,K) = 0. On a donc un isomorphisme canonique :
Br(L/K) = H?*(L/K,L%).
Enfin, pour tout m > 1 non-nul dans le corps, la suite exacte de Kummer :

[m]

l—p, > K —>K'—1
donne en cohomologie, grace a Hilbert 90 (2.1.0.1) :

H2(K, ) = Ker(Br(K) 2 Br(K)

autrement dit :
H*(K, py) = Br(K)[m]

ou la notation [m] désigne la m-torsion.

2.4.5 Algebres cycliques et algebres de quaternions

Dans cette partie, on utilise I'interprétation cohomologique du groupe de Brauer pour étudier les
algebres cycliques sur un corps K, qui sont des exemples importans d’algebres centrales simples sur
K. On renvoie encore a [20] pour les détails.
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Définition 2.4.5.1. (Algébre cyclique)

Soit m un entier positif non-nul dans K, x : Gx — Z/mZ un caractére continu surjectif du groupe de
Galois et b € K*/(K*)™.

Le noyau Gy de x est associé a une extension L/K de groupe de Galois Z/mZ, dont on note o le géné-
rateur qui s’envoie sur 1 par x. On définit une algébre centrale simple (x,b) comme la K-algébre (non-
commutative) générée par un élément f et par L telle que ™ =b et A = fo(A) pour tout A € L.

L'algebre (x,b) est de degré m et elle correspond au cocycle :

Gx — Z/mZ — PGL,,(K)

qui envoie o sur la matrice :

b

1 0

J= 1 0
0 1 0

car on a un isomorphisme :
¢ (X, b)p — My (L)

qui envoie 8 sur | et A € L sur la matrice diagonale de diagonale (g(1A) | g € Gal(L/K)), et donc l'au-
tomorphisme de M,,(L) associé au fait de conjuguer ¢ par ¢ est donné par la conjugaison par J. On
peut alors décrire la classe de (x,b) dans le groupe H?(K, p,,) = Br(K)[m].
Puisque H!(K,Z/mZ) s’identifie au groupe des morphismes continus de Ggx dans Z/mZ, on consi-
dere que x € HY(K,Z/mZ) et que b € HY (K, p,,) = K*/(K*)™ (voir 2.2.0.1). On dispose alors du cup-
produit :

HY(K,z/mZ)® H (K, u,,) — H*(K, ,,) = Br(K)[m].
Proposition 2.4.5.2. L'algébre cyclique (x,b) a pour classe x Ub dans le groupe Br(K)[m].

L’idée de la preuve est de remonter x a H(K,Z) grace a la suite exacte de Gg-modules triviaux
0 —Z—Z— Z/mZ — 0 et d’utiliser la compatibilité du cup-produit aux morphismes connec-
tants. On réfere a [20] pour les détails du calcul.
Dans le cas ou K possede les racines m-éme de I'unité, on peut donner une description plus élégante
des algebres cycliques. En effet, on a alors :

Z/mZ =y,

comme Gg-modules via le choix d’une racine primitive m-éme . On peut donc choisir a € H' (K, p,,,) =
K*/(K*)™ qui correspond a y via cet isomorphisme, autrement dit L = K(a'/") et o(a'/™) = wal/™.
Dans ce cas, on adopte la notation suivante :

(alb)w = (Xr b)

et on peut méme décrire l'algebre (a,b), de la fagon suivante : elle est engendrée par a et p qui
vérifient a™ =a et " =b et on a aff = wpa. La classe de (a,b), dans le groupe de Brauer est alors
donnée par aUb € H*(K, u%?) = Br(K)[m] car u,, = Z/mZ dans ce cas.

Définition 2.4.5.3. (Algébres de quaternions) Le cas m = 2 de la construction précédente donne les algébres
de quaternions sur K si K est de caractéristique différente de 2. On a donc une application bilinéaire :

K*/(K*)?® K*/(K*)*> — Br(K)[2]
qui envoie a®b sur [(a,b)_1] = aUb. Par exemple, si K = IR, on retrouve 'algebre de quaternions usuelle

via la formule (-1,-1)_4.
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2.5 Dimension cohomologique des corps

La conjecture de Kato et Kuzumaki 6.0.0.1 propose de relier les propriétés diophantiennes des
corps a leur dimension cohomologique, qui est 'invariant que nous allons étudier maintenant. On
commence par le définir pour les groupes profinis car c’est la qu’il a tout son sens. Si A est un groupe
abélien, on pose A[p®] = J,>0A[p"] le sous-groupe des éléments annulés par une puissance de p.

Définition 2.5.0.1. Soit G un groupe profini, p un nombre premier et n > 0 un entier. On dit que G est de
p-dimension cohomologique au plus n, ce que l'on note :

cd,(G) < n

si pour tout G-module discret de torsion A, et pour tout i > n, on a Hi(G,A)[p‘X’] =0.

On définit alors la p-dimension cohomologique cd,(G) de G comme le plus petit n tel que cd,(G) < n, et si
un tel n n’existe pas, alors on pose ¢d,(G) = co.

Si k est un corps de caractéristique différente de p, on définit la p-dimension cohomologique de k, notée
cd, (k) comme la p-dimension cohomologique du groupe de Galois absolu de k.

On notera que les corps de p-dimension cohomologique 0 pour tout p sont les corps séparable-
ment clos.

Remarque 2.5.0.2. Si A est un G-module discret de torsion, on peut écrire :
A= AP~
p

est un sous-G-module, de sorte que :

et chaque A[p*]
H'(G,A)[p™] = H'(G,A[p™)).

Par conséquent, on a cd,(G) < n si et seulement si pour tout A G-module discret de p™-torsion et
touti>mn,ona Hi(G,A) =0.
Si cd,(G) < n et si A est un G-module discret quelconque, en considérant les suites exactes 0 —

Alp] — A L pA — 0 et 0 — pA — A — A/pA, on obtient que H'(G,A)[p™] = 0 pour tout
i>n+1.

Par un argument de décalage, il suffit de vérifier I'annulation de cohomologie pour i = n + 1.

Proposition 2.5.0.3. Si pour tout G-module discret de p®-torsion A, on a H"*1(G,A) = 0, alors cd,(G) <
.

Démonstration. On consideére la suite exacte :

0— A— Coind’A—C—0

ol tous les termes sont de p™®-torsion. On a alors H'(G,A) = H'~!(G,C), ce qui permet de conclure.
O

Le résultat suivant permet de ramener le calcul de la dimension cohomologique a celui d’un
p-Sylow qui est plus facile a établir.
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Proposition 2.5.0.4. Soit H un sous-groupe fermé de G. On a alors cd,(H) < ¢d,(G), et si H est un pro-
p-Sylow de G, il y a égalité.

De plus, si G est un pro-p-groupe, on a cd,(G) < n si et seulement si H"Y(G,Z/pZ) = 0, oit Z/pZ est
muni de n’importe quelle action (on montre dans la preuve que cette action est nécessairement triviale).

Démonstration. Si A est un H-module discret de p®-torsion, on a H'(H,A) = H'(G, CoindgA) et
Coindfl(A) est encore de p®-torsion, d’ou c¢d,(H) < cd,(G).

Si maintenant H est un pro-p-Sylow de G, et si A est un G-module discret de p*™-torsion, on a pour
tout sous-groupe ouvert normal U de G le diagramme commutatif suivant :

H'(G/U,AY) =5 Hi(H/(U nH),AY) =5 H'(G/U,AY)

\_/r

[G/U:H/(UNH)]

avec [G/U : H/(U N H)] qui est premier a p, et qui induit donc un isomorphisme puisque A est de
p™-torsion. Ainsi res est injectif et cela permet de conclure : si c¢d,(H) < n, alors on montre que
H(G,A) = 0 pour i > n en considérant un a € H(G,A), qui provient d’un certain H'(G/U,AY) et
dont la restriction & H'(H,A) est nulle par hypothése, de sorte que, quitte & restreindre le sous-
groupe ouvert normal U, on ait res(a) = 0 dans H' (H/(U N H),AU) et donc a = 0 par injectivité.
Supposons enfin que G est un pro-p-groupe. On veut voir que pour tout G-module discret A de p*-
torsion, on a H””(G,A) = 0. En écrivant A comme réunion croissante de sous-modules de type fini,
on peut supposer A fini et annulé par p”. Par un argument de dévissage tres simple, on se ramene au
cas ou A est un G-module fini simple. Comme G est un pro-p-groupe, on a la formule :

|A%|=1A] [p]

et donc AC = 0, et par simplicité A® = A. On en déduit que A = Z/pZ muni de I'action triviale. ]

Remarque 2.5.0.5. La proposition précédente montre que la condition cd,(k) < n pour un corps
de caractéristique différente de p est stable par passage a une extension algébrique séparable. C’est
aussi stable par passage a une extension algébrique quelconque car, si £/k est une extension alébrique
purement inséparable, et si k est une cloture algébrique de k et de £, on a :

Gy = Homy(¢,, £;) = Hom(¢,, k) = Homy(k, k)

car k/{, est purement inséparable, avec £, la cloture séparable de ¢ associée au choix de k. De méme,
Gy = Homy(k, k) et on remarque facilement qu'un morphisme ¢ de k-algebres de k vers k est auto-
matiquement ¢-linéaire. En effet, si x € k et p € £, il existe r tel que y7 € k avec q la caractéristique de
k,etona:

o) = (7 <)) = ye(x)

On a donc Gy = Gy, et la dimension cohomologique ne change pas (on vérifie bien str que les topo-
logies sont les mémes également).

Le théoreme suivant concerne les corps de dimension au plus 1.

Théoreme 2.5.0.6. Soit k un corps et p un nombre premier. Si car(k) = p, alors ¢d,(Gy) < 1.
Sinon, les énoncés suivants sont équivalents :
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cdy(k) <1
Pour toute extension algébrique séparable K/k, on a Br(K)[p®] = 0.
Pour toute extension algébrique séparable K/k, on a Br(K)[p] = 0.

L=

Pour toute extension algébrique séparable K/k et toute extension cyclique de degré p, L/K, la norme
L* — K* est surjective.

Démonstration. Supposons d’abord que k est de caractéristique p. Dans ce cas, la suite exacte d’Artin-
Schreier 2.3 donne :
H*(Gy, Z/pZ) = 0.

En particulier, c’est aussi le cas pour £ = k!’ avec H un pro-p-Sylow de G, et donc cd,y(G)=cd,(H) <1
d’apres la proposition 2.5.0.4.

Supposons maintenant que car(k) = p.

Puisque (1) est stable par passage aux extensions algébriques séparables, pour montrer (1) = (2) il
suffit de montrer que Br(k)[p*] = 0 en supposant cd,(k) <1.Orona:

Br(k)[p™] = UHZ(Gk’Vp’) =0

r>0

par hypothese. Ensuite, pour montrer (3) = (4), on utilise le fait que pour une extension cyclique
de degré p,ona:
K*/N(L*) = H*(Gal(L/K),L*) = Br(L/K) C Br(K)

et ce groupe est de p-torsion donc il est contenu dans Br(K)[p] = 0.
Enfin, supposons (4) et montrons (1). On se rameéne par la proposition 2.5.0.4 au cas ou G est un
pro-p-groupe et il suffit donc de montrer que HZ(Gk,yp) = 0 par cette méme proposition. Or :

H?(Gy, piy) = Br(k)[p] = ] Br(¢/k)[p]
U/k

ou la réunion porte sur les ¢/k galoisiennes finies. Puisqu’une telle extension est résoluble, on se
ramene a montrer Br(¢/k)[p] = 0 pour ¢/k cyclique de degré p, ce qui découle directement de 'obser-
vation k*/N(€*) = Br({/k) faite précedemment. O

Le théoreme précédent montre que I'invariant cd,(Gy) n’a pas beaucoup d’intérét quand k est de
caractéristique p. On a donc recours a une définition différente dans ce cas (voir [14]), mais pour
simplifier nous ne traiterons pas ces questions ici, de sorte que les preuves données ici fonctionnent
en caractéristique nulle, mais il est toujours possible de généraliser a la caractéristique positive en
prenant en compte cette définition alternative pour la p-dimension cohomologique.

Enfin, on définit aussi la dimension cohomologique absolue d’un corps k comme :

cd(k) = supcd, (k).
p

2.6 Groupes de Tate-Chafarevitch

Un des ingrédients importants des preuves de cas particuliers de la conjecture de Kato et Kuzu-
maki pour des corps globaux est le passage du local au global. En d’autres termes, étant donné un
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corps global K et un K-schéma X ayant des points dans tous les corps locaux associés a K, peut-on
s’assurer que X possede un K-point? Pour certains schémas, notamment les torseurs sous un groupe
algébrique, la réponse est donnée par les groupes de Tate-Chafarevitch que nous allons définir a
présent.

Soit K un corps global, c’est a dire un corps de nombres ou bien une extension finie du corps k(t)
avec k un corps fini. On note Qg 'ensemble de ses places et Gg le groupe de Galois de K.
Commencons par rappeler les faits suivants sur le caractere local-global de la théorie de Galois.

Proposition 2.6.0.1. On note K une cloture séparable de K. Pour toute place v de K, il existe une place v de
K, au dessus de v et Gy agit transitivement sur I’ensemble des places au dessus de v. Notons Kh I'hensélisé
de K en v, c’est a dire la cloture séparable de K, dans K, qui s’identifie a (K,),. Le stabzlzsateur D(v,v)
d’une place v au dessus de v est un sous-groupe fermé de G qui s’identifie comme groupe profini au groupe
Gal(KS%/Kv) qui est canoniquement isomorphe a Gy, le groupe de Galois absolu de K.

Ainsi, quitte a choisir une place w de K au dessus de v, on a un plongement canonique de Gg, dans Gg.
res

Enﬁn, si A est un Gg-module topologique, le morphzsme de restriction H"(K,A) — H™(K,, A) ne dépend
pas, a isomorphisme pres, du choix de v. Ainsi, on ne précisera pas le choix de v dans la suite.

Démonstration. Pour chaque extension finie L/K contenue dans K;, notons ()] ,, I’ensemble fini non-
vide des places de L au dessus de v. La limite des () , est non-vide comme limite projective d’en-
sembles finis non-vides, donc il existe une place v au dessus de v. De plus, si wy, w, sont deux places
au dessus de v, pour chaque L I’ensemble des g € Gal(L/K) qui envoient wy |; sur w;; est non-vide,
et donc la limite de ces ensembles est encore non-vide. L'action est donc transitive.

Ensuite, si v est une place au dessus de v, le stabilisateur est donné par :

ﬂ{g € Gr | gLviL =)
L/K

ou l'intersection porte sur les extensions finies contenues dans K; et ces groupes sont ouverts donc
fermés. Ainsi le stabilisateur D(v,v) est fermé. Tout élément de ce stabilisateur agit par isométries
sur K; muni de la place v et donc 'action s’étend de fagon unique a la complétion K5 et se restreint
ensuite a I’hensélisation. Réciproquement, tout élément de Gal(KS}fi, K,) agit sur K; par v-isométries
et en fixant K, donc on a bien un isomorphisme canonique :

D(v,v) = Gal(K/;, K, ).

Ensuite, vérifions que K hi est une cloture séparable de K,,. On a déja utilisé que 1’extension est sépa-
rable, mais justifions le rapldement pour toute extension finie intermédiaire L/K, on a :

L®Kv:l_[Lw

wlv

de sorte que 0= Qp/x ®K, = Qrgx /k, = EBwh; Qr /k, -

De plus, par le lemme de Krasner et par densité de K dans K, toute extension finie séparable de K,
s’obtient comme corps de rupture d’un polynome séparable a coefficients dans K irréductible sur K,
(et donc sur K), donc th est bien une cloture séparable de K,,.

La preuve du dernier énoncé vient du lemme général suivant. [
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Lemme 2.6.0.2. Soit G un groupe profini et H,K deux sous-groupes fermés conjugués de G. Pour tout
G-module topologique A et tout entier n > 0, on a un triangle commutatif :

H"(G,A)

H"(K,A)

H™(H, A)

ot I'isomorphisme du bas est induit par le choix d’un o dans G tel que K = cHo ™.
Démonstration. Supposons que K = cHo ™!, de sorte que :
H"(K,A)=H"(H,A’)

avec A° le H-module dont I'action est donnée par h*a = cho~'a. On a alors un isomorphisme H-
équivariant :
A — A
donne par I’action de 6~!. Ceci donne un isomorphisme H"(H,A%) = H"(H, A) et permet de conclure.
O

Définition 2.6.0.3. (Groupes de Tate-Chafarevitch) Soit K un corps global et A un Gg-module topolo-
gique. On définit, pour tout n > 0, les groupes de Tate-Chafarevitch stricts :

II"(K, A) = Ker| H(K, A) —> ]_[ H"(K,,A)

VEQK

et faible : 1117 (K, A) défini comme l'ensemble des a € H" (K, A) qui sont nuls dans presque tous les H"(K,,, A).
Ces groupes sont bien définis et fonctoriels en A et en K grdce au lemme précédent. On a bien siir :

1"*(K,A) c I (K,A) = 0.
Il est aussi possible de définir des groupes de Tate-Chafarevitch relatifs pour toute extension finie galoisienne

L/K :

I1"(L/K, A) = Ker| HY(L/K, A) —> ]_[ H"(L,/K,,A)

UEQK

en choisissant des places v’ de L au dessus de chaque v (encore une fois, le choix n’a pas d’importance). On
définit de méme le groupe de Tate-Chafarevitch relatif faible.

I1 est possible de démontrer un lemme de Shapiro pour les groupes de Tate-Chafarevitch. Pour
ce faire, commencgons par rappeler I’énoncé suivant de théorie des représentations.

Proposition 2.6.0.4. Soit G un groupe profini, H un sous-groupe ouvert de G et K un sous-groupe fermé
de G. On considére S C G une partie qui vérifie :

G= |_|HsK.

Soit A un H-module topologique. On a alors 'isomorphisme de K-modules topologiques suivant :

Resg Coindg A= ]_[ CoindﬁmsKs_l A

seS

otl la coinduction de H NsKs™! d K se fait via le morphisme injectif x > s~ xs.
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Démonstration. Le cas ou G est un groupe fini est bien connu, c’est par exemple un lemme qui permet
d’obtenir le critére d’irréductibilité de Mackey. L'idée est que, dans ce cas, CoindgA s’identifie a
’'ensemble des applications f : G —> A qui sont H-équivariantes. A une telle application, on associe
alors la famille de ses restrictions aux parties disjointes sK, que l'on précompose par la bijection
K — sK qui a k associe sk.

Puisque H est ouvert et G est compact, S est un ensemble fini.

On a, en faisant porter la colimite sur les sous-groupes ouverts distingués U de G contenus dans H
(qui forment une base de voisinages de 1) et en notant 7t;; : G — G/U la projection canonique :

Coindg A= colUim Coindg//[{] AY
= colim]_[Coindzg))m(sKS,l)AU carona G/U = I_I(HsK)/U du faitque U CH
v seS s€S
. . K
= co%}m H CodeEH)mSKS_l)AU car UCH
seS
= ]_[colim CoindZE?mKs,l)AU car le produit est fini
seS v
— 4K
= ]_[ Coindy 1A
seS
comme voulu. On vérifie facilement que ces identifications sont K-équivariantes. N

Cette proposition nous permet de démontrer le lemme de Shapiro pour les groupes de Tate-
Chafarevitch.

Théoréme 2.6.0.5. Soit K un corps global, L C K une extension finie séparable de K et A un Gp-module
topologique. On a des isomorphismes canoniques :

LII"(K, Coind X A) = [II"(L, A)

et :
LI/, (K, Coind X A) = I1I",(L, A).

Démonstration. Soit v une place sur K, et fixons v une place sur K; au dessus de v. Par la proposition
2.6.0.4avec G = Gg, H =Gy et K =D(v|v) = Gk, on obtient :

D(vlv)

GrNsD(v|v)s—1 A

Resgiv Coindgf A= ]_[ Coind

seS
avec S comme dans la proposition, c’est a dire que :
Gy = |_| G;sD(@ | v)
seS

et avec la coinduction qui se fait via le morphisme de conjugaison par s.
Notons A l’ensemble des places de L au dessus de v. On a une application surjective (a cause de
2.6.0.1):

Gy — A
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qui a 0 € Gk associe la place ((0‘1)*2)|L. Cette application induit une bijection :
GL \ GK/D(i | 7}) =A

ce qui permet de choisir le systeme de représentant S de sorte que S soit en bijection avec A via cette
application.
Ainsi, si s € S correspond & w, on a w = (s~!)*v et donc :

sD|v)s NG =D((s")vlv)NGL=D((s")'v | w).
Ceci permet de réécrire :
G . G ~ . D(v|v) ~ . Gk,
Resciv Codef A= I_[ ComdD((s_1 )Mw)A = ]_[ CodeLw A.
weA weA

On a donc:
H"(K,, Coind X A) = H H™Y(L,,A)
weA
par le lemme de Shapiro habituel.

Ainsi :
I11"(K, CoindgX A) = Ker(H” (K, Coindgk A) — [ | H"(K,, Coind ¥ A)]
v
= Ker| H"(L,A) — ]_[ l_[H”(Lw,A) = III"(L, A).
v owy
En adaptant ce dernier argument, on obtient également la preuve pour les groupes I117. ]

Corollaire 2.6.0.6. Soit K un corps global et X un ensemble fini sur lequel Gg agit. On note A le module
de permutation associé, c’est d dire A = Z[X] muni de l'action évidente de Gg. Alors on a :

II1%(K,A) = III2 (K, A) = 0.

Démonstration. Les foncteurs I11" et I11” étant additifs, on peut supposer que X est un Gg-ensemble
transitif quitte a décomposer X en union disjointe d’orbites. Ainsi, on peut identifier X a un quotient
fini Gx/G| par la correspondance de Galois, avec L/K une extension finie séparable de K contenue
dans K;. Par le lemme de Shapiro pour les groupes de Tate-Chafarevitch 2.6.0.5, on a donc :

1112 (K, A) = L2 (K, Coind ¥ Z) = 1112 (L, Z)
et on peut donc supposer que A = Z, muni de 'action triviale.
On utilise alors la suite exacte suivante :
0 —>Z—>0Q—Q/Z—0.
Rappelons que le module galoisien trivial Q n’a pas de cohomologie, de sorte que :
1%, (K, Z) = 111, (K, Q/Z)

par la compatibilité de la suite exacte longue en cohomologie aux morphismes de restrictions. Le
groupe H'(K,Q/Z) est le groupe des caractéres continus de Gg, et si un caractére continu de Gg est
nul sur chaque Gk pour presque toute place v de K, alors il est nul a cause du théoreme de densité
de Chebotarev : en effet, par continuité un tel caractere se factorise par un groupe de Galois fini
Gal(L/K), et le théoréeme de Chebotarev, valable aussi pour les corps de fonctions, assure que tout
élément de ce groupe provient d’une infinité de places finies non ramifiées. On a donc II1} (K, Q/Z) =
0 d’ou la conclusion. O
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Chapitre 3

Groupes algébriques

3.1 Geéneralités

Soit k un corps. Un groupe algébrique sur k est un schéma en groupes I' de type fini sur k. Autre-
ment dit, c’est un schéma de type fini sur k muni d’une factorisation (a isomorphisme naturel pres)
du foncteur des points par la catégorie des groupes :

Schy — Grp — Set

ce qui revient a dire que pour tout k-schéma X, I'(X) est un groupe et pour chaque morphisme
X — Y de k-schémas, la fleche I'(Y) — I'(X) est un morphisme de groupes.

I1 est facile de voir que ¢a revient a munir chaque I'(R) d’une structure de groupe pour toute k-algebre
R de sorte que si R — S est un morphisme de k-algebres, alors I'(R) — I'(S) est un morphisme de
groupes.

De fagon équivalente, une structure de groupe algébrique sur I' peut étre donnée par des morphismes
[ x4 I' — I’ (multiplication), ' — I (inversion) et Spec(k) — I' (unité) qui vérifient les axiomes de
groupe, ou, ce qui est équivalent, par Yoneda, tels que pour tout R une k-algebre, les applications
induites I'(R) xI'(R) — I'(R), I'(R) — I'(R) et {o} — I'(R) fassent de I'(R) un groupe.

Si I est affine, tout ceci est encore équivalent a la donnée d’une structure d’Algébre de Hopf sur
A =O(), c’est a dire d'un morphisme de comultiplication A : A — A ®; A, d’'un morphisme anti-
pode A — A et d’une counité ¢ : A — k qui vérifient les axiomes duaux.

Exemple 3.1.0.1. On introduit les notations suivantes : le groupe multiplicatif G,, ou (G,,); défini
comme Speck[T,1/T] et le groupe additif G, ou (G,); défini comme Speck[T].

Si f:I' — I est un morphisme de groupes algébriques sur k, on définit le noyau de f, Ker(f),
comme le tiré en arriere de 'unité Spec(k) — I” par f. Il est immédiat de vérifier que c’est un
sous-groupe fermé de I', et qu’on a pour tout R une k-algebre :

Ker(f)(R) = Ker(I'(R) — T’(R)).

Rappelons ensuite le théoréme de Cartier ainsi que les propriétés géométriques de base des
groupes algébriques.

Théoreme 3.1.0.2. Soit I' un groupe algébrique sur un corps k. Alors I est séparé et son faisceau cotangent
est trivial. Si k est de caractéristique nulle, alors T est lisse.
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En particulier, un groupe algébrique en caractéristique 0 est réduit et ses composantes connexes
sont ses composantes irréductibles.

Démonstration. Soit I un groupe algébrique sur k. On commence par montrer que le faisceau cotan-
gent est trivial : plus précisément, si e : Spec(k) — I est le morphisme unité et si f : I' — Spec(k) est
le morphisme structural, alors on a :
Qryk = f7eQrsi

et comme e*Qyp/; est libre de dimension dimy T, T, c’est aussi le cas du tiré en arriére par f. Pour
cela, on note p : I' x, I' — T la multiplication et py,p, : I' X, I' — T les deux projections. On note
aussi 0 : I' xp I' — I’ x; I' le morphisme qui, sur les points, est donné par (x,v) — (xy,y). Cest un
isomorphisme de schémas au dessus de I' via la projection p,, et ainsion a:

* ~
0 Qry,rr = Qry,rr

et d’autre part Qr, r/r = p]Qrs. On tire en arriere par ¢ : I' — I' x; I qui, sur les points, est donné
par g — (e, g), ce qui donne :

Qryk=(p1000@) Qrp =@ 0" Qryrr = @ Oryryr = (P10 @) Qryr = f7e' Qryie

Si k est de caractéristique 0, comme I' est de type fini sur k, la locale liberté du faisceau tangent
entraine que I est lisse. I est séparé (sur k) car on a le diagramme commutatif cartésien suivant :

I —2 5 TxT

fl l(x,y)»—m‘ly

Spec(k) —— T

et e est clairement une immersion fermée car I' est un k-schéma de type fini.
O]

Proposition 3.1.0.3. Soit I' est un groupe algébrique réduit sur k. I' est le groupe trivial si et seulement si
I'(Q)) est le groupe trivial pour () un corps algébriquement clos contenant k.

Démonstration. Si I'(Q) est trivial, alors pour tout point fermé x de I', le corps résiduel k(x) est une
extension finie de k car I' est de type fini sur k et donc k(x) se plonge dans (), ce qui donne un
morphisme :

Spec(Q)) — Speck(x) — T

et par hypothese, il n’y en a qu’un. On en déduit que I' n’a qu’un seul point fermé et donc que I’ est
le groupe trivial. O]

3.2 Groupes algébriques affines

Dans la suite, on sera intéressé seulement par des groupes algébriques affines sur un corps k. Si
f :T — I est un morphisme de groupes algébriques affines sur k, les bonnes notions d’injectivité
et de surjectivité de f sont données respectivement par le fait que f soit une immersion fermée et
le fait que f soit fidelement plat (on dit alors que f est un quotient). Dans notre cas, ces propriétés
peuvent se vérifier de fagon plus élémentaire, comme on va le voir.
La preuve du théoréme suivant repose sur des énoncés techniques sur les algebres de Hopf, notam-
ment le fait que toute inclusion d’algebres de Hopf de type fini sur k est fidelement plate. On renvoie
a [18] pour une preuve.
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Théoreme 3.2.0.1. Tout morphisme de groupes algébriques affines sur k, f : I — I, se factorise en
[' — Im(f) — " avec Im(f) un certain sous-groupe fermé uniquement déterminé de I'’ et T — Im(f)
un quotient.

Corollaire 3.2.0.2. Si f : I' — T’ est un quotient de groupes algébriques affines sur k et Ker(f) est le
groupe trivial, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. Par Yoneda, il suffit de montrer que pour tout R une k-algebre, on a un isomorphisme
I'(R) — I’(R). Par hypothese, ce morphisme est injectif. Soit ensuite y € I'’(R). Par fidéle platitude de
I' sur I, il existe S une R-algebre fidelement plate et x € I'(S) tel que x s’envoie sur y vu dans I'’(S) :
en effet, il suffit de prendre S = R®p /) O(I') qui est fidelement plat comme changement de base du
morphisme fidelement plat O(I'’) — O(T'). On montre ensuite que :

R=1lim(S 3 S®$S)

autrement dit, comme RC S,que R={s € S |s®1 = 1®s}. En effet, si s®1 = 1®s,ona 1®s € SO®R C S®S
car S/R est plat, et donc I'image de 1 ® s dans le quotient (S® S)/(S®R) = S ® (S/R) est nulle. Si on
note L le R-module engendré par I'image de s dans S/R, on a donc S ® L = 0 et par fidéle platitude,
on en déduit que L = 0 et donc que s € R comme souhaité. On a donc :

['(R)=1lim(I'(S)3T(S®YS))
et
I'(R) = lim(I"(S) = T"(S®S))

ce qui est tout l'intérét de la descente fidelement plate. Il est alors facile de voir que x € I'(S) vit
dans cette limite en utilisant l'injectivité des I'(T) — I'’(T) et donc que x € I'(R), ce qui permet de
conclure. O

Corollaire 3.2.0.3. Soit f : I — I'" un morphisme de groupes algébriques affines réduits sur k et soit Q
un corps algébriquement clos contenant k. On a alors d'une part les équivalences suivantes :

— f est une immersion fermeée.

— Ker(f) est le groupe algébrique trivial.

— f est injective au niveau des (Q)-points et Ker(f) est réduit (cette deuxiéme condition est immédiate
en caractéristique nulle).

et d'autre part les équivalences suivantes :
— f est un quotient.
— Im(f) =T’ comme sous-schémas fermés de I".
— f est dominante.
— f est surjective au niveau des ()-points.
Démonstration. Si f est une immersion fermée, c’est un monomorphisme et donc son noyau est trivial

par le lemme de Yoneda. Les points 2 et 3 sont équivalents a cause de la proposition 3.1.0.3. Enfin,
si Ker(f) est le groupe trivial, on factorise f en:

r-Lm(f) 517
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avec i une immersion fermée et g un quotient. Ainsi, g est encore un monomorphisme et par le
corollaire 3.2.0.2, c’est un isomorphisme. On en déduit que f est une immersion fermée.

Si f est un quotient, I’espace topologique sous-jacent a Im(f) est I'” car f est surjective sur les points,
et c’est aussi une égalité schématique car Im(f) est réduit, puisque O(Im(f)) < O(I'). Si Im(f) =17,
alors f est clairement surjective sur les points et donc dominante. Ensuite, si f est dominante, Im(f)
contient une partie dense donc Im(f) = I' (encore une fois parce qu’il est réduit) et donc i est un
isomorphisme et f est un quotient.

Il reste a voir I’équivalence avec le dernier point. Si f est un quotient, alors pour tout y € I'’(QQ), par
le méme argument que dans la preuve de 3.2.0.2, on trouve x € I'(S) qui s’envoie sur y avec S une
()-algebre fidelement plate. Puisque O(T') est de type fini sur k, le morphisme O(I') — S associé a
x est a valeurs dans une sous-(2-algebre de type fini non-nulle (car S est fidéelement plate), et donc
on peut supposer S non-nulle et de type fini. Par le Nulstellensatz, elle posséde un Q-point, ce qui
donne bien un Q-point de I' qui s’envoie sur y par une vérification élémentaire.

Supposons enfin que f est surjective au niveau des ()-points. Elle est alors dominante a cause du
diagramme commutatif suivant (ou |I'| est I'espace topologique sous-jacent a I') :

Q) —» 1'(Q)

| |

| —— I

en observant que les fleches verticales sont d’image dense (leurs images contiennent les points fer-
més). O

On peut maintenant définir ce qu’est une suite exacte de groupes algébriques affines sur k.

Définition 3.2.0.4. Une suite de morphismes de groupes algébriques affines sur k, I L> I LN I3 est
exacte si g o f est le morphisme trivial et le morphisme induit I} — Ker(g) est un quotient.

Proposition 3.2.0.5. Soit k un corps de caractéristique nulle, (3 un corps algébriquement clos contenant k

f g : I~ : . . :
et I} — I, — I3 une suite de groupes algébriques affines sur k. Cette suite est exacte si et seulement si la
suite induite sur les ()-points est exacte (au sens usuel de la théorie des groupes abstraits).

Démonstration. On est en caractéristique nulle donc les problemes de nilpotence ne se posent pas.

f

Sili >0 LN I3 est exacte, on a bien go f = 1 au niveau des Q-points par fonctorialité, et le
morphisme induit I; — Ker(g) étant un quotient, il est surjectif sur les (Q-points, or Ker(g)(€2) =
Ker(g(Q2)), donc I (QQ) — Ker(I1(QQ) — I3(Q))) est surjectif.

Si[1(Q) — I(Q) — I[3(Q) est une suite exacte de groupes abstraits, on a Ker(g o f) < I} qui est
une immersion fermée et un quotient car elle est surjective au niveau des ()-points, donc c’est un
isomorphisme et g o f est le morphisme trivial. Le morphisme induit I; — Ker(g) est un quotient
car il est surjectif sur les (Q-points. ]

3.3 Groupes de type multiplicatif en caractéristique nulle

On présente dans cette partie la théorie des groupes de type multiplicatif sur un corps k, qu'on
prend de caractéristique nulle pour plus de simplicité, bien que la théorie s’adapte aussi en caracté-
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ristique positive. Les groupes de type multiplicatif rassemblent les tores et les groupes abéliens finis
en une catégorie MT}, duale de la catégorie des Gx-modules topologiques de type fini sur Z.

Soit k un corps de caractéristique nulle et k une cloture algébrique. On rappelle qu’un tore sur k
désigne un groupe algébrique affine sur k qui, aprés changement de base a k, est isomorphe a G4,
On dit que le tore T est diagonalisable sur k s’il est isomorphe a G sur k.

D’autre part, les groupes finis sur k sont les groupes algébriques affines finis sur k, ou, de fagon équi-
valente, qui ont un nombre fini de points dans k.

Si F est un groupe fini abstrait, on lui associe le groupe fini sur k, E = | |¢.pSpec(k). C'est bien un
groupe algébrique car pour toute k-algebre R, on a F(R) qui est en bijection naturelle avec I’ensemble
des fonctions localement constantes de SpecR dans F.

On s’intéresse ensuite a la notion de groupe de type multiplicatif, qui rassemble les tores et les
groupes abéliens finis sur k.

Définition 3.3.0.1. Un groupe de type multiplicatif sur k est un groupe algébrique affine I sur k iso-
morphe au produit d’un tore et d’'un groupe fini abélien sur k. On dit qu’un groupe de type multiplicatif
est diagonalisable sur k s’il est isomorphe @ G4, ;. F avec F un groupe abélien fini.

On note MTy la catégorie des groupes de type multiplicatif sur k. Si I' est un groupe algébrique
commutatif sur k, on définit le groupe des caracteres et le groupe des cocaracteres respectivement
comme :

X*(T') = Hom(E, G,,) € Hom(T'(k), k)
et
X.(T') = Hom(G,,, I[)

ot 'on considére a chaque fois les morphismes de groupes algébriques sur k. On voit notamment
que ces définitions ne changent pas si ’on fait un changement de base algébrique.
Le groupe de Galois absolu de k, Gy, agit a gauche sur I} par automorphismes de k-schémas (via

’action a droite sur A donnée par f f“il) et donc il agit a gauche sur X*(I') de la fagon suivante :
si o € Gy et xy € X*(T'), on définit o - x ainsi :

o1 o
I — I — G, — G,

de sorte que les points fixes de l’action correspondent aux morphismes I' — G,,,. De méme, G; agit
a gauche sur le groupe des cocaracteres.
Voyons tout de suite des exemples.

Lemme 3.3.0.2. On a X*(G,,) = X.(G,,) = Z muni de Uaction triviale de Gy et si F est un groupe fini
commutatif, X*(F) = FV et X,(F) = F, avec F¥ le groupe des caractéres de F, et toujours avec l'action
triviale de Gy.

Démonstration. Pour le premier cas, il s’agit de déterminer les endomorphismes d’anneau de k[T, 1/T]
qui induisent un endomorphisme de groupes algébriques. Un tel morphisme est déterminé par un
élément inversible de k[T,1/T], c’est a dire un élément de la forme aT" avec @ = 1 pour qu’on ait
bien un morphisme d’algebres de Hopf, et n € Z. Ainsi les caracteres sont en bijection avec Z, avec
Xn le caractére x — x". L'action de Galois est triviale car tous ces morphismes sont définis sur k.
Ensuite, on a :

X*(F) = Homg, 41 [I_I Spec(k),G,, | = Hom(F, k) = FV

feF
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car k est de caractéristique nulle. Ensuite, X,(F) est contenu dans F(G,,), l'’ensemble des fonctions
localement constantes de G,, dans F, or G,, est connexe donc c’est isomorphe a F. ]

On se convainc facilement que si I' et I'” sont deux groupes algébriques affines commutatifs sur
k, on a X*(I x; I") = X*(I') x X*(I'") et X.(I' xx I'") = X.(T') x X,(I'") de facon compatible a ’action de
Galois. Ceci assure que X*(I') est toujours de type fini sur Z pour I' de type multiplicatif, et I’action
de Galois est toujours continue car, en étendant les scalaires sur une extension finie ou le groupe I
est diagonalisable, ’action devient triviale.
Ainsi, en notant Gy—Mod/ la catégorie des G -modules continus de type fini sur Z, on a un foncteur :

(MT;)% — G, — Mod/

qui a I' associe son groupe de caracteres. On va montrer que c’est une équivalence de catégories.
Commengons par observer que, par le principe d’'indépendance des caractéres, X*(I') est toujours une
famille k-libre de la k-algébre A = O(I%). On peut caractériser le fait que I' soit de type multiplicatif
par le fait que cette famille soit une base.

Proposition 3.3.0.3. Soit I' un groupe algébrique affine sur k de caractéristique 0. Les énoncés suivants
sont équivalents :

— T est de type multiplicatif.
— X*(T) est une k-base de A = O(I3).

. N 4 )
— I est isomorphe a un sous-groupe fermé d’un tore

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos.

Pour montrer 1 — 2, il suffit d’observer que 2 est valable pour les tores et les groupes abéliens
finis, ce qu’on vient de démontrer.

Supposons a présent que X*(I') est une k-base de A. Dans ce cas, on constate que :

A= k[X*(T)]

comme k-algebres de Hopf. Pour cela, on constate que le produit de deux caracteres ¢ et i est bien
donné par le produit dans l'algebre des fonctions A sur I et que pour toute k-algebre R, la structure
de groupe sur I'(R) est bien celle de Hom(k[X*(I')],R) = Hom(X*(I'), R¥) : en effet, si x,y € ['(R), alors
pour tout xy € X*(I'), on a bien :

x(xy) = x(x)x(y) € R*.

Notons de plus que le groupe X*(T) est de type fini car 1’algébre A est de type fini sur k : il existe donc
X1,...,X, des générateurs de A, que 'on peut supposer dans X*(I'), et ces x; engendrent X*(I') car tout
caractere x est un polynome en les x;, et par indépendance linéaire des caracteres, il est méme un
produit de x;. Par le théoreme de structure des groupes abéliens de type fini, on en déduit aisément
que I est de type multiplicatif car :

I' = Speck[X*(T)].

Comme X*(T) est de type fini, on a un morphisme surjectif p : Z? — X*(T') qui induit un morphisme
de groupes algébriques :
i:T — Speck[Z%] = G,

Ce morphisme est une immersion fermée car le morphisme induit sur les algebres de fonctions est
surjectif. On en déduit que 2 = 3.

46



Enfin, si T est un sous-groupe fermé d’un tore G% sur k algébriquement clos, alors A est un quotient
de k[Ty,...,Ty,1/Ty,...,1/T ] et dong, si f € A, f est combinaison linéaire d’images de TZ-] avec j € Z,
et ces fonctions sont des caractéres sur I' car I'inclusion de T dans G, est un morphisme de groupes
algébriques. [

On en déduit une dualité entre les groupes de type multiplicatif sur k et les Gy-modules continus
de type fini sur Z.

Corollaire 3.3.0.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. A tout Gy-module continu U de type fini sur
Z on associe le groupe de type multiplicatif U = Spec(k[U])% = (Spec%[U])/Gk, ou le quotient a du sens
car Uaction se factorise par un groupe fini.

Ceci définit un foncteur (Gk —Modf)Op —> MT} qui est un quasi-inverse du foncteur X*(e) défini plus
haut.

Ainsi, la catégorie des groupes de type multiplicatif sur k est anti-équivalente a la catégorie des Gy-modules
continus de type fini sur Z.

_ Pour mettre en valeur la dualité, on notera aussi I le groupe des caractéres de T, de sorte que
[=TetU=U.

Bien que la dualité forme une équivalence de catégories, il n’est pas évident a priori que les suites
exactes de groupes multiplicatifs induisent des suites exactes au niveau des groupes de caracteres et
réciproquement, car nous n‘avons pas défini les suites exactes en fonction d’une structure de catégo-
rie abélienne sur MT;.

Proposition 3.3.0.5. En transportant la structure de catégorie abélienne via le foncteur de dualité sur
MTy, on retrouve la méme notion de suites exactes que celle définie précedemment en 3.2.0.4.
Autrement dit, la suite [ — I, —> T est exacte si et seulement si la suite duale I3 — I, — I est exacte.

Démonstration. On commence par remarquer que si f : [ — I'” est une immersion fermée, alors
X*(I'") — X*(I') est surjective : tout caractere x sur I s’étend en une fonction f sur I'’ qui est combi-
naison linéaire de caracteres, et on utilise alors 'indépendance linéaire des caracteres pour conclure
qu x est la restriction d’'un de ces caractéres a I'. Réciproquement, si U — V est surjectif, alors
V — U est une immersion fermée car le morphisme induit sur les algébres de fonctions est alors
surjectif.

Si f :T — I est un quotient, alors X*(I'’) s’injecte dans X*(I') : on peut supposer k algébriquement
clos, et si un caractere x’ de I'” vérifie f*x’ = 1, alors topologiquement x’ est constant car f est sur-
jective et donc x’ est le caractere trivial (il est trivial sur les k-points). Réciproquement, si U — V
est injectif, alors O(U) — O(V) aussi donc le morphisme induit sur les groupes algébriques est do-
minant donc c’est un quotient (voir 3.2.0.3).

Ainsi les quotients correspondent aux morphismes injectifs au niveau des groupes de caracteres et
les immersions fermées correspondent aux morphismes surjectifs au niveau des groupes de carac-
teres. De plus, si f : I} — [, est un morphisme dans la catégorie MTy, le dual de Ker(f) est Coker(f)
car ils vérifient des propriétés universelles duales.

A présent, soit T} i) I LR I’; une suite exacte de groupes de type multiplicatif sur k, et montrons que
la suite duale est exacte. En étendant les scalaires a %, la suite reste exacte et les duaux ne changent
pas (en tant que groupes abéliens du moins). On peut donc supposer k algébriquement clos. La suite
duale est clairement un complexe, et il faut donc voir que si x est un caractere sur I, qui vérifie
f*x =1, alors x provient de I par tiré en arriere par g.
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On peut décomposer g en I, — Im(g) — I3 avec un quotient et une immersion fermée de sorte

, . f g 1 . —— .
qu'on a une suite exacte I} — I, — Im(g) — 0, et, si 'on sait trouver ¢ € Im(g) dont le tiré en

arriere par g est x, alors, comme [; — I@) est surjectif, on aura bien ce qu'on veut.
Ainsi, on peut supposer que g est un quotient. Notons A; 'algebre de Hopf des fonctions sur I} et B
’algebre de Hopf des fonctions sur Ker(g). On a des morphismes induits :

SR
L~
B

car I} — Ker(g) est un quotient par hypothese d’exactitude. Puisque f*x =1, le diagramme ci-dessus

A3(g

montre que 1'image de x dans B est nulle. Or A; = k[T;] et B = k[Cokerf] par ce qui précede, donc
I'image de x dans Cokerg est 1, autrement dit x est dans I'image de § comme souhaité.
A présent, supposons que U —> V —> W est une suite exacte de Gy-modules continus de type fini
sur Z et montrons que la suite duale est exacte. Comme l'exactitude se vérifie sur les k-points par
3.2.0.5, on peut encore supposer k algébriquement clos. La suite duale au niveau des k-points est
alors tout simplement :

Hom(W, k*) — Hom(V,k*) — Hom(U, k*)

qui est exacte car k™ est un groupe abélien injectif. O

Remarque 3.3.0.6. On fait a présent quelques remarques sur cet énoncé de dualité.

— Dans la dualité précédente, les tores correspondent aux Gi-modules qui sont libres sur Z et les
groupes finis correspondent aux Gg-modules finis sur Z.

— Si U est un Gy-module continu de type fini sur Z, on a une suite exacte Gi-équivariante :
0— Utors —U— U/Utors —0

qui donne, par dualité, pour tout I' groupe de type multiplicatif sur k, une suite exacte 0 —
T —T — F— 0avec T un tore et F fini. T est le tore maximal de I'. Si k est algébriquement
clos, la premiere suite est scindée dans la catégorie des groupes abéliens de type fini donc la
seconde aussi.

Remarque 3.3.0.7. SiI est un groupe de type multiplicatif sur un corps k, on peut aussi voir I' comme
un module galoisien en considérant I'(k;) muni de l’action naturelle de G. Ainsi, il est possible de
définir les groupes de cohomologique H"(k,I') comme H"(k,I'(ks)).

De plus, en caractéristique nulle, une suite I; — I, — I3 est exacte si et seulement si la suite au
niveau des ks-points est exacte, donc une suite exacte courte de groupes de type multiplicatif induit
toujours une suite exacte longue en cohomologie.

Le lien entre les modules galoisiens T'(k;) et T est I'objet de la dualité d’Artin-Verdier.

Le calcul suivant sera utile dans la suite.

Lemme 3.3.0.8. Soit {/k une extension finie de corps de caractéristique nulle. On note Resi la restriction a
la Weil. Soit I un groupe de type multiplicatif sur €. On a alors un isomorphisme canonique de Gy-modules
topologiques :

Res{ I = Coind{ T
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ainsi qu’un isomorphisme de Gi-modules topologiques :
(Res{ ) (k;) = Coindy I'(k).

Démonstration. Cela peut se prouver directement ou alors se démontrer par abstract nonsense en
contemplant le diagramme de foncteurs suivant qui commute a isomorphisme naturel pres :

MT, ———— (Gy—Mod/ )

oxkél TResi Resglgl TCoindg’;

MT, (Ge-Mod/ )

par unicité d’un adjoint a droite a isomorphisme naturel pres. Pour ce qui est du deuxiéme énoncé,

ona: H 0k Gi/G
k5®k€Eks Omk(’S)Eksk/ (4

de sorte que :
(Rest (D)) (ko) = Tk, @ £) = ]_[ T(k;) = CoindX T (k,)
7€Gy/Gy

en vérifiant que les actions coincident. ]

Pour conclure cette partie, mentionnons enfin que si I' est de type multiplicatif, on a un accou-
plement Gi-équivariant parfait modulo la torsion :

X*T)x X.([) — Z

qui a G,, — Iy et Iy — G, associe leur composée vue dans X*(G,,) = Z. En effet, il est immédiat de
vérifier que :
X.(I') = Hom(G,,, I) = Homg,, (X*(T'), Z)
en passant a la catégorie duale.
Cette fois-ci, X, ne donne pas une équivalence de catégorie car si T est le tore maximal de I, on a

toujours X,(T) = X,(I') de fagon immeédiate. En revanche, X,(T) permet notamment de classifier les
sous-tores de T via la proposition suivante.

Proposition 3.3.0.9. Soit k un corps de caractéristique nulle et I un tore sur k. On dispose d’une corres-
pondance bijective entre les sous-tores de I et les sous Q-espaces vectoriels de X,(I')® Q stables par l'action
de Gy. Cette correspondance est donnée par :

T X.(T)®Q.

Démonstration. Si T est un sous-tore de I', X*(I') — X*(T) est surjective et équivariante donc X,(T)®
Q — X.(I') ® Q est injective et équivariante. On note V(T) son image.

Par le théoreme de dualité, les sous-tores de I correspondent aux quotients de Gx-modules defqui
sont libres sur Z, qui eux correspondent aux quotients de Gy-modules de V = T®Q (en effet, si
g : V — W est un tel quotient, on lui associe I'image de T par g). Par 'accouplement parfait, cela
correspond bien aux sous Q-espaces vectoriels de X, (I') ® Q stables par l’action de Gy. ]
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3.4 Dualité de Poitou-Tate pour les tores

Dans la suite, nous aurons besoin d’un résultat de dualité entre groupes de Tate-Shafarevich pour
les tores. Ce théoréme est un cas particulier du théoreme 0.2 de [4] de Harari et Szamuely qui traite
la dualité de Poitou-Tate pour les 1-motifs sur un corps de nombres. Les 1-motifs sont une classe de
complexes de schémas en groupes abéliens sur Spec(K), avec K un corps de nombres, assez grande
pour comprendre les variétés abéliennes, les tores, et les groupes abéliens de type fini muni d’une
action de Gg, et stable par dualité. L'analogue pour les groupes topologiques serait par exemple la
classe des groupes localement compacts pour la dualité de Pontriaguine.

Théoreme 3.4.0.1. (Poitou-Tate pour les tores) Soit K un corps de nombres et T un tore sur K. On a alors
un accouplement non-dégénéré et canonique de groupes abéliens :

HIY(T) x HI*(T) — Q/Z.

Remarque 3.4.0.2. On ne donnera pas de preuve de cet énoncé car il n’en n’existe pas d’élémentaire
avec les outils présentés jusqu’ici. Faisons tout de méme quelques remarques.

— Le théoréme cité de [4] donne un accouplement non-dégénéré modulo les sous-groupes divi-
sibles, au sens ot les noyaux de ITT' (T) — Hom(II1%(T), Q/Z) et IT1*(T) — Hom(I1I(T), Q/Z)
sont des sous-groupes divisibles. Or le groupe II1'(T) est tué par [L : K] avec L/K une extension
finie sur laquelle T se déploye (i.e. T; = GX,) par un argument de restriction-corestriction et
en utilisant Hilbert 90 qui entraine que II1}(L, T;) = 0. Ainsi, le seul sous-groupe divisible de
I (T) est 0. De méme, ITI%(L, T) = 0 car T = Z* avec I'action triviale de G, et par 2.6.0.6, ce
groupe est nul. Ainsi, encore par restriction-corestriction, III?(K, T') est tué par [L : K] et n’a
donc que 0 comme sous-groupe divisible. On a donc bien un accouplement non-dégénéreé.

— La preuve de Harari et Szamuely repose sur de la cohomologie étale et sur la dualité d’Artin-
Verdier qui accouple la k-eme cohomologie d’un faisceau abélien fini 7 sur un ouvert non-vide
U de Spec(Ok) et la cohomologie a support compact de son dual de Cartier sur U. Il s’agit alors de
passer a la limite sur les ouverts U pour obtenir un accouplement au niveau du point générique
Spec(K).

— Il existe aussi des versions de la dualité de Poitou-Tate dans d’autres contextes, par exemple
pour les groupes algébriques abéliens finis (voir le texte d’Izquierdo a ce sujet [9]).

3.5 Tores multinormiques : un résultat de Demarche et Wei

Le but de cette partie est d’étudier un type particulier de groupe de type multiplicatif : les tores

multinormiques. On va notamment montrer que, sous certaines hypotheses, le premier groupe de
Tate-Chafarevitch d’un tel groupe s’annule, grace au corollaire 2.6.0.6.
Soit K un corps de nombres de cloture algébrique K et de groupe de Galois absolu Gg. On considére
ici des extensions finies Ly,...,L, de K et on s’intéresse au tore (voir apres) T dont les K-points sont
les solutions dans [; L7 de I’équation [ ; N; /k(z;) = 1. Un tel tore, appelé tore multinormique, et c’est
un cas particulier de la construction suivante.

Définition 3.5.0.1. Soit K un corps et A une K-algebre de type fini. On définit le groupe algébrique
Res}A‘/K G,, comme le noyau de Res /x (G,,)a — (G,,)x qui est le morphisme de norme, avec Res /i la
restriction d la Weil de A a K.
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Dans notre cas, T = Res!
suivante :

r1L/k Gm est décrit par la suite exacte de groupes de type multiplicatif

| [N
0—T— [ [Resg Gy, 2 G — 0.

La derniére fleche est un quotient car, au niveau des K-points, elle correspond a :

]_[(Li ®K F)X — EX

i

| |—H0m L,K —X
K 1 K .

I1 est alors intéressant de considérer la suite exacte longue en cohomologie (voir la remarque 3.3.0.7)
a la lumiere du lemme 3.3.0.8 et du lemme de Shapiro 1.2.3.4:

Cc’est a dire a :

[N,
0— T(K) — (P L R S HYK,T) — PH' 1.6, =0.

On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 3.5.0.2. Soit T le tore multinormique associé aux extensions L;/K. On a alors :
KX

N(L;/K)N(L,/K)...N(L,/K)

avec N(L;/K) l'image du morphisme norme Ny /x. On a aussi :

HYK,T)=

K><
I1Y(K, T) = K
(KT) = Ker| S 7K NL/K) l_[ N((Ly) /K N((Ly),/K)

avec (L;), = L; ®g K, qui est un produit d’extensions finies de K.

Ainsi, 'annulation du groupe 111! (K, T) revient & dire que le fait d’étre une norme pour les exten-
sions L; se vérifie localement. C’est donc une propriété d’intérét pour la conjecture de Kato et Kuzu-
maki dans le cas g = 1. L'article de Demarche et Wei, [2], donne alors des conditions d’annulation de
ce groupe.

Pour comprendre cela, commengons par considérer la suite exacte duale de Gg-modules topolo-
giques. Elle correspond a :

O—>Z—>]_[C0indﬁZ—>T—>O (*)

par le lemme 3.3.0.8. Rappelons que Coindlfi Z est isomorphe au module de permutation Z[Gg/Gr ]
et en déroulant les définitions, on voit bien que le premier morphisme de cette suite duale envoie 1
SUr ); ) veGy/G, X- On en déduit que cette suite est scindée dans la catégorie des groupes abéliens, ce

qui justifie que T est libre sur Z et donc que T est bien un tore.

A priori, T n’est pas un Gg-module de permutation et donc on ne peut pas directement utiliser le
corollaire 2.6.0.6. Le lemme suivant donne une condition suffisante pour qu'un quotient comme on
rencontre ici soit un module de permutation. La condition n’est pas remplie ici, sauf si I'un des L; est
K, mais on va voir comment forcer a obtenir cette condition sous de bonnes hypotheses.
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Lemme 3.5.0.3. Soit G un groupe profini et X un ensemble fini non-vide muni d’une action de G. On

pose :
a= Zx e Z[X].
xeX

Si X posséde un point fixe par G, p, alors on a un isomorphisme de G-modules topologiques :
Z|X|/Za=2Z[X\{p}]
et la suite 0 — Za — Z[X] — Z[X\{p}] — 0 est scindée dans la catégorie des G-modules topologiques.

Démonstration. Notons déja que a est fixé par G donc le quotient M = Z[X]/Za est bien un G-
module. S’il existe p € X fixé par G, alors la famille (x),.., U(a) est une Z-base de Z[X], et induit une
décomposition :

Z[X]=Z[X\{p}|®Za

et chaque facteur de cette décomposition est stable par G, d’ou la conclusion. N

L'idée de Demarche et Wei pour obtenir I’annulation de III2 (K, T) sous certaines hypothéses de
disjonction linéaire des L; est de regrouper les L; en deux familles. Pour l'instant, faisons cela de
facon arbitraire : on considére une partition {1,...,n} = I UJ avec I et ] non-vides, et on forme les
compositums L; et L; des L; pour i € I et pour i € ] respectivement. On considere aussi Ej et Ej leurs
clotures galoisiennes respectives.

On observe alors que Gg/Gy,, en tant que Gy -ensemble, avec i € I, possede un point fixe, a savoir la
classe de I’élément neutre. Ainsi, par le lemme 3.5.0.3, on en déduit que T est un Gy, (resp. G, resp.
Gg,, resp. Gg,) module de permutation, et que la suite exacte duale (x) est scindée dans la catégorie
des modules topologiques sur ces groupes-ci.

En particulier, ceci donne 'annulation de le)(U, T) pour U = L;, L, E; ou Ej. Ainsi, si on parvient a
trouver des hypotheses sous-lesquelles le morphisme canonique de restriction :

H*(K,T)— H*(L, T)® H*(E;, T)
est injectif, on aura obtenu III2 (K, T) = 0. C’est l'objet de la preuve du théoréme suivant.

Théoreme 3.5.0.4. (Demarche et Wei)

Soit K un corps de nombres et Ly,...,L, des extensions finies de K. On considere le tore multinormique T
defini plus haut, dont les K-points sont les solutions de I'équation multinormique [ [; Ny /k(z;) = 1.

S’il existe une partition I 1] ={1,...,n} telle que, avec les notations précédentes, Li N E; = K, alors on a :

112 (K, T) = 0.
Par dualité de Poitou-Tate 3.4.0.1, on a donc :
YK, T) = 0.

Démonstration. Commengons par rappeler que si G est un groupe profini et A un module de per-
mutation de type fini sur Z, alors H'(G,A) = 0 : en effet, par Shapiro, cela revient a établir que
HY(G,Z) = 0, or H'(G,Z) s’identifie aux morphismes continus de G vers Z, et un tel morphisme
se factorise par son noyau qui est ouvert donc d’indice fini, et il n’y a qu’un seul morphisme d’un
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groupe fini vers Z : le morphisme trivial.
Comme vu précedemment, il suffit de montrer que le morphisme canonique de restriction :

H*(K,T)— H*(L;, T)®H*(E;, T)

est injectif. Or ona H! (Ej, T) = 0 car T est un module de permutation sur Gg,. Ainsi, la suite spectrale
de Hoschild-Serre donne une suite exacte d’inflation restriction en degré 2 :

0— H?(E;/K,T°

E]) — H*(K,T) — H?(E;, T).
On est donc ramenés a prouver 'injectivité de la composée suivante :
H?(E)/K, T ) — H(K,T) — H*(L;, T).
C’est ici qu’on utilise le fait que L; N E; = K : ceci assure que L; ®k Ej = L;E; et que Gal(L;E;/L;) =
Gal(E;/K) par un argument classique de théorie de Galois en utilisant que E;/K est galoisienne, et
que le produit d’un sous-groupe distingué par un sous-groupe est un sous-groupe. On a ainsi :
H?(Ep/K, T ) = H? (L E}/L;, T )

et on peut alors contempler le diagramme commutatif suivant :

H?(Ey/K, T%) ——— H*K,T) — H*(L;,T)

H2(LiEy/L, T®) — H?(L, T%) — H(L;,T)

. . . , . : =Gg, \CLE _ 76
ou le morphisme du dessous a gauche est donné par inflation, car (T E ) =T,

I1 faut donc montrer que la composée de la ligne inférieure de ce diagramme est injective. On montre
que chacune des deux fleches est injective. D’abord, H 1(LIE], TCEr ) = 0 car TC5 ~ 7N avec action
triviale comme Gy, g,-module. Ainsi, la suite spectrale d’"Hoschild-Serre donne I'injectivité de la pre-

miére fleche. Pour la seconde, il suffit de constater qu’elle est induite par 'inclusion T°% C T qui
admet une rétraction G -€équivariante, comme on va le voir tout de suite. Posons :

A= l_[CoindIéL. Z-= HZ[GK/GLi].

Puisque H'(E;,Z) = 0, on a le diagramme commutatif a lignes exactes suivant en prenant les points
fixes par G, dans la suite exacte (x) :

0—— Z > A > T > 0
0 ——Z — A — 5 TH — 5 0

et on souhaite voir que T°5 < T admet un rétract dans la catégorie des Gy, -modules topologiques.

. . . . . . G
Par un exercice de chasse au diagramme, on se convainc qu’il suffit de voir que A”" < A admet un
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rétract dans cette méme catégorie. Pour enfin obtenir ceci, on note que Gp, G, = Gk pour tout i €]
et donc G, agit transitivement sur Gk/Gy, et donc Z[GK/GLi]GEI = Za; avec a; = ZXEGK/GLI- x.0n a

A% = (B za;0 P 2[Gk/Gr]™.

i€l jeJ

donc :

Le premier gros facteur est bien un facteur direct de A comme Gy ,-modules par le lemme 3.5.0.3
appliqué a chaque Z[Gg/Gt ] car Gx/Gy, possede un point fixe sous I'action de Gp,. Ensuite, pour
chaque j €], Z[GK/GLj]GEI = Z[GK/GLj] car Gg, agit trivialement sur GK/GLj puisque Gg, € GL], et
G, est distingué dans Gg. Ceci permet de conclure. [

3.6 Tores multinormiques infinis et une généralisation du théo-
reme de Demarche et Wei

Soit K un corps de nombres de cloture algébrique K. Dans cette partie, on souhaite généraliser
le théoreme d’annulation de Demarche et Wei a des tores multinormiques définis par une infinité
d’extensions finies de K. Cette nouvelle formulation permettra de comprendre la preuve d’Izquierdo
du fait que les corps de nombres totalement imaginaires sont C; (voir 9.1).

Définition 3.6.0.1. Soit L une famille non-vide d’extensions finies de K. On définit le tore multinormique
T, comme le Gg-module topologique noyau du morphisme surjectif suivant :

@ Coindf K —K"
Lel

Dans cette définition, T, est un module galoisien et non un groupe algébrique comme dans le cas
d’un nombre fini d’extensions.
Puisque la cohomologie des groupes profinis commute aux colimites filtrantes par 1.2.1.9, la propo-
sition 3.5.0.2 reste valable avec une preuve similaire. On a donc :

KX
(N(L/K)| L€ L)

HY(K,T;) =

et:
K* K
(NWL/K)[LeL) D (N(L,/K,)[Le L) |

1Y (K, T;) = Ker

Si v est une place de K, on note £, 'ensemble des extensions finies de L, qui apparaissent comme
facteurs des algebres étales L, avec L € £, de sorte que :

IIY(K, T,) = Ker

HY(K, T,) — ]_[Hl(K,,, Tﬁv)).

On peut tout de suite faire quelques remarques de fonctorialité : si £ C £’, alors on a un morphisme
surjectif H'(K, T;) — H'(K, T;/) et donc un morphisme 111! (K, T;) — IIY(K, T;/).

De plus, si on ajoute & £ des extensions qui contiennent des extensions de £, le groupe H(K, T,)
ainsi que les groupes H'(K,, T;,) restent inchangés. On peut donc supposer que L est stable par
passage a des sur-extensions.
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Définition 3.6.0.2. Un systéme d’extensions L de K est une famille non-vide d’extensions finies de K stable
par passage a une sur-extension. Un tel systéme est dit séparé si pour tout L € L il existe L’ € L telle que :

LNL =K.

Remarque 3.6.0.3. De facon équivalente, on peut considérer des systemes non-vides ¢/ de sous-
groupes ouverts de Gy stables par passage a un sous-groupe. Un tel systeme est alors séparé si pour
tout U e U, il existe U’ e U tel que:

(U,U’) = Gkg.

Le lemme de compacité suivant ramene ’étude des tores multinormiques infinis a celle des tores
multinormiques finis de Demarche et Wei. La preuve est adaptée de l'article d’Izquierdo [10].

Lemme 3.6.0.4. (Lemme de compacité)
Soit K un corps de nombres et L un systéme d’extensions de K. Le morphisme canonique :

colim rc, III' (K, Tr) — 1K, T)
est surjectif, avec la colimite qui porte sur les parties finies non-vides de L.

Démonstration. Puisque £ est non-vide, il existe L, € £. Soit alors x € K* dont la classe [x] € H! (K, T,)
est dans III'(K, T,).

Ainsi, pour toute place v, on trouve des extensions finies Lg.v) € L de K pour lesquelles x € N((Lgv))v/Kv).
L'astuce est alors de remarquer que pour presque toute place v, v est finie, non-ramifiée dans L et
x est une unité pour v, de sorte que x € N((Ly),/K,). On en déduit qu’il existe une famille finie
d’extensions finies 7 C £ non-vide telle que, pour toute place v, on ait :

xe(N(F,/K,)| F e F)

()

en prenant les Liv et L. O

On peut alors démontrer le théoréme suivant qui généralise une forme faible du théoréme d’an-
nulation de Demarche et Wei 3.5.0.4. On pourrait strement trouver des hypotheses plus faibles sur
le systeme £ mais cette version du théoreme suffit a nos applications.

Théoreme 3.6.0.5. Soit K un corps de nombres et L un systéme d’extensions séparé. Alors :
YK, T;) = 0.

Démonstration. 1l suffit de voir que la colimite du lemme de compacité est nulle, or pour tout sous-
ensemble fini non-vide F de £, puisque L est séparé, on trouve F’ une extension de K dans £ li-
néairement disjointe de la cloture galoisienne du compositum des extensions de £, et en considérant
F’ = F U{F’}, le théoréme d’annulation de Demarche et Wei 3.5.0.4 donne :

IIIl(K, T]:f) = 0

Or ces groupes la sont cofinaux dans le diagramme qui donne la colimite, d’ou la conclusion. N
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Si £ est un systeme d’extensions de K et E/K est une extension finie, on obtient un systeme
d’extensions de E en posant :
LE={LeL|ECL).

Pour que cela ait du sens, il faut que tout soit plongé dans K une cloture algébrique de K. On a alors
des morphismes de restriction et corestriction :

Res
(K, T;) 5 7 IIN(E, Tpe)
Cor

qui vérifient CoroRes = [E : K]id. La corestriction est induite par la norme Ng g tandis que la res-
triction est induite par l'inclusion K* C E*.

56



Chapitre 4

K-théorie de Milnor et formes quadratiques

Dans ce chapitre, on présente une suite d’invariants associés a des corps quelconques par Milnor,
les groupes de K-théorie de Milnor, et on relie leur version "modulo 2" a la théorie des formes qua-
dratiques. Pour la K-théorie de Milnor, on se base sur le livre de Gille et Szamuely [20], sans donner
les preuves de tous les résultats. On renvoie donc le lecteur a cet ouvrage pour plus de détails.

4.1 Deéfinition de la K-théorie de Milnor d’un corps

Soit k un corps. Milnor associe a k un anneau gradué de K-théorie :

K.(k) = ED K(k)

n>0

défini comme le quotient de l’algebre tensorielle T,(k*) du groupe abélien k* par l’'idéal gradué
engendré par les x®(1 —x) pour x, 1 —x € k*. En particulier on a donc Ky(k) = Z puis K; (k) = k*. Cette
définition ad-hoc fait en fait partie d’'un contexte plus général de K-théorie algébrique qui contient
la K-théorie de Milnor.

Siay,...,a, €k, on note généralement {ay,...,a,} la classe de a1 ® --- ® a,, dans K,,(k) et si u,v € K, (k)
on note aussi {u,v} ou bien uv leur produit dans K, (k). La structure additive de I'anneau K, (k) sera
notée + bien qu’elle provienne de la structure multiplicative de k.

Mentionnons rapidement les propriétés de base de cet anneau.

Lemme 4.1.0.1. Soient ay,...,a, € k* et a,b € k™. Les faits suivants sont vrais.
1. Sil'un des a; vaut 1, alors {ay,...,a,} = 0.

Ona{a,—a} =0.

On a{a,b} =—{b,a}.

Onal{a,a}={-1,a} ={a,—1}.

L'algébre K, (k) est commutative au sens gradué, c’est a dire que uv = (—1)™"vu pour u € K,,(k) et
v € K, (k).

6. S’il existe I C{1,...,n} non-vide tel que } ;.;a; €{0,1}, alors {ay,...,a,} = 0.

SARNGO R S

Démonstration. Le premier point vient du fait que 1 est le zéro du Z-module k*.
On observe, pour le second point (on peut supposer a = 1)

0:{a_1,1—a_l}:—{a,l—a_l}:—{a,a;l}:—{a,1_a}:—{a,1—a}+{a,—a}:{a,—a}.

—a
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On en déduit que :
0 ={ab,—ab} ={a,—a} +{a, b} +{b,a} +{b,—b} = {a, b} + {b,a}.

Ensuite :
{a,a} +{a,-1}={a,—-a} =0

donc {a,a} = —{a,-1} or 2{a,-1} = {a, (—1)2} = 0 donc on peut retirer le signe.

La relation de commutativité au signe prés découle directement du troisieme point.

Voyons enfin le dernier point. Par commutativité, on peut supposer Zle a; €{0,1} avec k > 1. Le cas
k = 2 étant connu, on suppose k > 3 et que I’hypothése de récurrence pour k — 1 est connue. Posons
S=ay+a,. 515 =0, c’est le point 2 qui conclut. Sinon, on a %1 + aS—Z =1 donc:

0={%. 2} = far,ar) - (a1, 5) - a5} 4155},

On multiplie cette égalité a droite par {as,...,a,} et les trois derniers termes sont nuls par hypothése
de récurrence puisque S +az +---+a, € {0, 1}, et donc finalement :

{ai,...,a,} =0.

Exemple 4.1.0.2. Soit k un corps fini. Alors pour toutg>2ona:
K,(k) = 0.

Démonstration. 11 suffit clairement de montrer que K;,(k) = 0. Choisissons a un générateur de k* de
sorte que K, (k) est engendré par {a,a} = {—1,a}. Notons p la caractéristique de k et :

m =kl = p’
avecr>1.Sip=2,ona-1=1donc{-1,a} =0 et K,(k) = 0. Supposons maintenant p impair. On a:

2{-1,a}={1,a}=0

donc K,(k) est d’ordre au plus 2. Ensuite, remarquons que :

et donc {-1,a} = mT_l {a,a} = '”T_l {-1,a} de sorte que si m =1 [4], on a {-1,a} = 0 comme voulu. Suppo-

sons a présent m = 3 [4] de sorte que p = 3 [4] et r est impair, et par la seconde loi complémentaire
de la réciprocité quadratique, 2 n’est pas un carré modulo p et n’est pas non plus un carré dans k car

r est impair. Or on a %+ % =1 donc {2_1,2_1} = 0 et donc {2,2} = 0. Puisque 2 n’est pas un carré, on
écrit 2 = a' avec i impair et ainsi :
i{a,a} =0

donc {a,a} = 0 et on conclut. ]
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4.2 Morphismes résiduels et morphismes de speéecialisation

Ici, K est un corps de valuation discrete v, de corps résiduel k et d’anneau des entiers R. Il est
possible de relier la K-théorie de K et celle de k grace a deux types de morphismes, les morphismes
résiduels et de spécialisation. On note a la réduction dans k d’un élément a € R.

On ne se réferera pas a la construction explicite de ces morphismes dans la suite, mais expliquons
tout de méme rapidement de quoi il retourne. On utilise une idée de Serre : on construit d’abord un
anneau K, (k)[x] obtenu en ajoutant a ’anneau K, (k) la variable x avec la contrainte que ax = —xa

pour tout a € K; (k). On obtient ainsi un anneau gradué avec x en degré 1, et on quotiente cet anneau

par x> —{—1} x pour obtenir un anneau noté K, (k)[C], avec { I'image de x. La graduation de cet anneau

est alors la suivante :
K.(k)[c] = DL,

n>0

avec L, = K,,(k)®CK,,_1(k) pour n > 1 et Ly = Ky(k) = Z.
Fixons alors 7w une uniformisante de K et construisons le morphisme suivant :
dr
K* — L CK.(k)[C]

qui envoie *u sur le couple (u,Ck) € L, avec u une unité et k € Z. Un calcul détaillé dans [20]

montre que d, (a)d,(1—a) =0 pour tout a € K\ {0,1} de sorte que d,, induit un morphisme d’anneaux
gradués :

dn
K.(K) — K.(k)[C].
Ainsi, pour tout n > 0, on obtient un morphisme :
Sn
Kn(K) — Kn(k)
dit de spécialisation et un morphisme :

K(K) -2 K,y ()

dit de résidu (si n > 1). On vérifie alors que d ne dépend pas de 7.
On a d’ailleurs les formules suivantes, qui décrivent entiérement d et s, car les symboles de la forme
donnée dans la proposition engendrent la K-théorie de Milnor.

Proposition 4.2.0.1. Soit 7 une uniformisante, uy,...,u, des unités et iy,...,i, € Z. On a alors :
d{m,uy,..., u,) = {uy,..., u,}

et:
i i —
sn{n 1u1,...,n”un}: {uy,...,1,}.

On définit ensuite les groupes d’unités en K-théorie de Milnor. On utilise les notations usuelles :
U%K)=R*, UNK)=1+mnR.

Définition 4.2.0.2. On définit le groupe U, (K) comme le sous-groupe de K,,(K) engendré par les symboles
{ug,..., u,} avec u; € R, et le groupe UY(K) comme le sous-groupe de K, (K) engendré par les symboles
{x1,...,x,} avec x; € UY(K). Par convention, U&(K) =0.
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On peut alors montrer, en se ramenant au cas 1 = 2, que :
U, (K) C U,(K)

bien que ¢a ne saute pas aux yeux. On montre alors qu’on dispose de deux suites exactes qui relient
la K-théorie de K a celle de k.

Proposition 4.2.0.3. Soit K un corps de valuation discrete de corps résiduel k. On a deux suites exactes :

0 —> U, (K) —> K,,(K) -5 K,_; (k) —> 0

et:
0 — U (K) — U,(K) =5 K, (k) — 0

ou s est la restriction d’un morphisme de spécialisation s, a U,(K), qui ne dépend pas de I'uniformisante
choisie.

Notons que pour n = 1, le morphisme d est donné par la valuation et donc la premiere suite exacte
donne simplement K*/R* = Z. La deuxieme suite exacte, donne, toujours pour n=1:

R*/(1 +mR) = k™.

Proposition 4.2.0.4. Soit K un corps de valuation discréte complet de corps résiduel k et soit d un entier
non-nul dans k. Pour tout choix d’uniformisante 7 de K et pour tout n > 1, on a alors un isomorphisme :
Ky(K) 509 Ky(K) Kyl

Démonstration. La surjectivité est claire au vu de la proposition précédente. Voyons l'injectivité : si
a € K,,(K) est envoyé sur 0 dans le terme de droite, alors par surjectivité de s, et de d, on a:

a € Ker(s,)+dU,(K)

et:
a € Ker(d) + dK,(K).

Par la deuxiéme affirmation, sans changer la classe de a« modulo d et tout en gardant la premiere
affirmation, on peut supposer da = 0, et ainsi a € U,(K). On a donc :

a e UNK)+dU,(K)
et le groupe U, (K) est divisible par d car U!(K) I'est, puisque K est complet et d est non-nul dans k
(on utilise simplement le lemme de Hensel). ]
4.3 Morphismes de norme
Si L/K est une extension finie de corps, il est possible de définir des morphismes :
Nk : Ky(L) — Ky (K)

pour tout n > 0. Concrétement, on a le théoréme suivant.
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Théoreme 4.3.0.1. Pour chaque extension finie L/K de corps, et pour tout n > 0, il existe un morphisme :
Nk : K, (L) — K, (K)
de sorte qu’on ait les points suivants.
— Pour n =0, le morphisme Ny jx : Ko(L) — Ko(K) est la multiplication par [L: K] sur Z.
— Pour n =1, c’est le morphisme de norme L* — K*.
— On a une formule de projection :

Np/k(a)p = Nyk(apfir) € Kyom(K)
pour a € K, (L), B € K,,,(K), en notant j; I'image de  dans K,,(L).

— Les normes se composent bien vis a vis des tours d’extensions, au sens ou si M/L/K est une tour
d’extensions finies, on a Nj;/x = Np/x o Ny en K-théorie.

Un tel jeu de morphismes est alors entiérement caractérisé par ces propriétés.

La construction de tels morphismes n’est pas évidente. Une vague idée de construction est de
commencer par le cas des extensions de la forme K(P)/K avec P un point fermé de IPIl< (c’est a dire
des extensions monogenes) en utilisant le théoréme de Milnor qui relie la K-théorie du corps des
fonctions de [Py, a savoir K() a la K-théorie des corps résiduels en les points fermés de Py, puis de
montrer que ce choix ne dépend pas du point choisi avec un résultat de Kato. Encore une fois, les
détails sont dans le chapitre 7 de [20].

Dans le cas de corps de valuation discrete complets, on a une compatibilité entre les morphismes
résiduels et de spécialisation avec la norme, et la norme préserve les groupes d’unités définis dans
4.2.0.2.

Proposition 4.3.0.2. Soit L/K une extension finie de corps complets a valuation discréte, et soit €/k l'ex-
tension résiduelle associée et e(L/K) I'indice de ramification associé. On a alors un diagramme commutatif :

Ku(L) —2= K,_(¢)

NL/K\L lNé/k

K(K) —— K1 (K)
De plus, si 1ty et g sont deux uniformisantes de L et K, alors, en notant —mg = u(—my)° avec u une unité
de L, on a pour tout o € K,,(L) :
S © Nk (@) = eNgjg 0 55, (a) + Ny 0 d({u} ).

Sia € U,(K), le deuxieme terme de cette somme est nul car {u}a € U, (L) et on a donc un diagramme
commutatif indépendant des choix d’uniformisantes :

Un(L) _s> Kn(g)
NL/K\L \LE(L/K)NM
Un(K) —— K, (k)

Le premier énoncé est délicat et repose sur la construction des morphismes normes (voir [20]).
Le deuxiéme découle directement du premier grace a la formule suivante :

Sme(@) = d({-mix}a)

pour tout a € K,(K).
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4.4 Formes quadratiques sur un corps

On fixe k un corps de caractéristique différente de 2. Dans ce contexte, la donnée d’une forme
quadratique g sur un k espace vectoriel V (qui sera toujours de dimension finie) équivaut a la donnée
d’une forme bilinéaire symétrique sur V. On parle alors de I'espace quadratique (V,g) et ces espaces
forment une catégorie dont les morphismes sont les applications linéaires qui préservent la forme
quadratique, appelés isométries.

On dira abusivement que deux formes quadratiques ¢q;,4, sont isomorphes, en notant cela q; = ¢,
pour dire que les espaces quadratiques associés sont isomorphes.

Une forme quadratique g est réguliere si la forme bilinéaire symétrique associée l’est (on dit aussi
qu’elle est non-dégénérée) et on dit qu’elle est anisotrope si elle n’a pas de zéro non-trivial, et qu’elle
est isotrope dans le cas contraire. Un résultat élémentaire qui remonte a Gauss affirme que tout
espace quadratique (V, q) est somme directe orthogonale de droites quadratiques, autrement dit que
g est isomorphe a une forme quadratique diagonale, notée (ay,...,a,) qui est la forme quadratique
associée au polynome homogene de degré 2 :

ZaiXiz.

1

Notes que seule la classe de a; dans k/(k*)? est importante pour la définition de cette forme & isomor-
phisme prés puisque si on change a; en t74;, un changement de variable Y; = t;X; montre qu’on reste
dans la méme classe d’équivalence.
Si g et ¢’ sont deux formes quadratiques, on note g @ g’ leur somme directe orthogonale et g ® ¢’ leur
produit tensoriel, qui est une forme de dimension dimgq x dimq’ qui s’obtient en prenant le produit
tensoriel des matrices de g et g” dans des bases.
On rappelle que le discriminant d’une forme quadratique q est le déterminant de sa matrice de Gram
(B(x;,x;)) dans n’importe quelle base x, avec B la forme bilinéaire symétrique associée a g, et que ce
déterminant est bien défini dans k/(k*)?. On le note Disc(q).
On rappelle ensuite le théoreme d’annulation de Witt selon lequel, si trois formes quadratiques vé-
rifient :

91992=91943
alors q, = gs.

4.5 Anneau de Witt

On peut considérer I'ensemble W, (k) des formes quadratiques non-dégénérées sur k a isomor-

phisme prés (qui est bien un ensemble puisqu’il suffit de prendre des matrices diagonales) et le
munir de 'opération de somme directe orthogonale pour en faire un monoide commutatif dont le
neutre est la forme nulle de dimension 0, notée 0 ou ().
La fameuse construction de Grothendieck permet d’associer a ce monoide commutatif un groupe
W (k) qui vérifie la propriété universelle suivante : tout morphisme de monoides de Wy, (k) vers un
groupe abélien G se factorise de facon unique par W (k). Concrétement, il est construit comme Z a
partir de IN en prenant des différences formelles g, — g, d’éléments de Wy, (k) et en quotientant par
la bonne relation d’équivalence. Ici, puisque Wi, (k) est un monoide simplifiable par le théoréme
d’annulation de Witt (au sens ou x+y = x+z =— y = z), la relation d’équivalence par laquelle
quotienter est simplement :

G1—42~q1 -9, = q1+q>=49,+9>
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et on a un morphisme injectif canonique :

A

Winon (k) € W (k).

Ce dernier groupe s’appelle le groupe de Grothendieck-Witt de k et il est muni d’une structure d’an-
neau qui provient du produit tensoriel, dont I’élément neutre est (1). On a un morphisme d’anneau
surjectif :

W(k)—Z

donné par la dimension et son noyau est l'idéal fondamental I de k. L'anneau W (k) dispose d’un
élément en particulier appelé le plan hyperbolique :

H=(1,-1)
qui est 'unique forme quadratique de dimension 2 non dégénérée et isotrope a isomorphisme pres.
Lemme 4.5.0.1. Le sous-groupe engendré par H dans W (k) est un idéal de I'anneau W (k).

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour toute forme quadratique non-dégénérée g, la forme
quadratique g ® (1,—1) est hyperbolique, c’est a dire est somme directe de plans hyperboliques. No-
tons q = (ay,...,a,) de sorte que q® H = (ay,—ay,...,a,,—a,) = n-H car pour tout a € k* la forme
non-dégénérée (a,—a) est de dimension 2 et isotrope donc isomorphe a H. N

Définition 4.5.0.2. On définit lanneau de Witt de k comme le quotient de W (k) par I'idéal (ou le sous-
groupe) engendré par H. On le note W (k) et dans cet anneau, on a (1)+(—1) = 0 autrement dit (—1) = —(1).
Le morphisme de dimension défini précedemment induit un morphisme d’anneaux :

W(k) — Z/2Z
qui donne la parité de la dimension. Son noyau I est encore appelé idéal fondamental.

I1 est facile de vérifier que W (k) est en bijection avec les formes anisotropes a isomorphisme pres.

Définition 4.5.0.3. Soit {/k une extension de corps de caractéristique différente de 2. A toute forme qua-
dratique q sur k on peut associer une forme quadratique q, sur € par extension des scalaires. Si q est
non-dégénérée, qy aussi car son discriminant dans une base reste inchangé apreés extension des scalaires. 11
est alors clair qu’on obtient un morphisme d’anneaux :

W (k) — W (0)

d’extension des scalaires. On note de plus que le plan hyperbolique est envoyé sur le plan hyperbolique par
ce morphisme et donc on obtient un morphisme au niveau des anneaux de Witt également :

W(k) — W().
L'extension {/k est dite anisotrope si toute forme quadratique anisotrope sur k reste anisotrope sur £.

Remarque 4.5.0.4. Si {/k est une extension anisotrope, alors W (k) — W ({) est injectif, mais la réci-
proque n’a pas lieu d’étre.

Le théoreme suivant donne des exemples courants d’extensions anisotropes. Le second point est
da a Springer.
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Théoreme 4.5.0.5. Toute extension purement transcendante est anisotrope. Toute extension finie de degré
impair est anisotrope.

Démonstration. Commengons par le premier point. On se donne ¢ = k(X; | i € I) une extension pure-
ment transcendante de k et g une forme quadratique anisotrope sur k. On suppose que g a un zéro
non-trivial dans €. Un tel zéro a alors ses coordonnées dans une sous-extension purement transcen-
dante de type fini. Notons de plus que si L/K et M/L sont anisotropes, alors M/K est anisotrope. On
se ramene donc par récurrence immeédiate au cas ou ¢ = k(X). Si g a un zéro non trivial dans £, on a :

qfir--er fm) = 0

et on peut supposer f; € k[X] premiers entre eux dans leur ensemble par homogénéité de g. On évalue
alors cette relation en X = 0 et on trouve un zéro non-trivial de q (par hypothese les f; ne s’annulent
pas tous en 0).

Supposons maintenant que {/k est une extension finie impaire de degré d. Par dévissage, on peut
supposer que ¢ = k[x] avec P le polynome minimal de x sur k de degré d. Soit q anisotrope sur k et
soit (vq,...,¥y,) un zéro non-trivial de g dans £. On peut écrire :

v; = &i(x)

avec g; € k[T] de degré d; < d. Par homogénéité de g, tant que les g; ont des facteurs en commun, on
peut les retirer (ce qui fait baisser leur degré) et donc on peut supposer, en plus de d; < d, que les g;
sont premiers entre eux dans leur ensemble. On a alors :

q(&1(T),-.., gm(T)) = K(T)P(T)

dans k[T] avec h un certain polynome. Comme g est anisotrope sur k, le membre de gauche est de
degré 2M avec M le maximum des d; (si c’était de degré moindre, on obtiendrait un zéro non-trivial
de g dans k). On obtient :

d +deg(h) =2M
donc deg(h) est impair et deg(h) < 2(d—1)—d = d—2. Comme h est non-constant, il possede une racine
6 € k et on obtient, en évaluant en 0 :

9(g1(0),...,8m(0)) =0

dans le corps k[O] qui est toujours de degré impair mais strictement inférieur a d. Comme les g; sont
premiers entre eux dans leur ensemble, on a que g est isotrope sur ce corps et on conclut alors en
faisant une récurrence sur d. ]

4.6 Formes de Pfister

On se convainc facilement que 1'idéal fondamental I de W (k) défini dans la partie précédente est
engendré par les formes (1,—a) avec a qui n’est pas un carré (sinon cette forme est nulle). On note
alors ((a)) la forme (1, —a) et plus généralement :

(a1, ) = ((a1)) ® - ®{(an))

et ce sont les formes qui générent I"” : on les appelle formes de Pfister. Ces formes ont des propriétés
intéressantes, on montre notamment que si une forme de Pfister ¢ est isotrope, alors elle est hy-
perbolique (i.e. ¢ = 0 dans W(k)) et que I’ensemble des valeurs non-nulles de ¢, noté D(¢), est un
sous-groupe de k* (voir [16] théoremes 1.6 et 1.7).
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Lemme 4.6.0.1. Soient ay,...,a, € k*. Si l'un des a; est un carré, ou bien si a; +a; = 1 pour i # j, alors on
a:
ay,...,a,))=0
dans W (k). De plus, on a un morphisme d’anneaux gradués bien défini :
pf : K, (k)/(2) — EB .
n=0
quidalay,...,a,} associe {{a,...,a,)).
Démonstration. Si a € k* est un carré, alors ((a)) = (1,—a) = (1,—1) = 0 dans W(k) et en prenant des

produits on en déduit que si l’'un des a; est un carré la forme de Pfister s’annule dans W (k). Ensuite,
sia+b=1aveca,bek”, alors:

((a,by) = (1,-a)(1,~b) = (1,-a,~b,ab) = (1,-a,a~ 1,a—a’)

et cette forme prend la valeur —1 en l'appliquant au vecteur (0,1,1,0) et aussi la valeur 1 donc elle
contient un plan hyperbolique et une forme de Pfister isotrope est nulle dans W (k).
Ensuite, on observe, pour a,b € k* :

((ab)) = (1,—ab) = ({a)) + {{b)) = (&, b))
de sorte qu’on a un morphisme bien défini :
kK — I/T°.
En passant a l’algebre tensorielle on obtient un morphisme d’anneaux gradués :
T(k*) — T(I/1?) — (P 17/1"!
n>0

et par la relation démontrée avant on a donc un morphisme depuis la K-théorie de Milnor. Comme
les carrés sont tués par ce morphisme on a bien un morphisme comme annoncé. O

Puisque I" est engendré par les formes de Pfister, ce morphisme pf est surjectif. En fait, Orlov,
Vishik, et Voevodsky ont démontré en 1997 dans [29] en utilisant des techniques de cohomolo-
gie motivique que pf est un isomorphisme pour un corps de caractéristique différente de 2, ce qui
constituait auparavant une conjecture de Milnor.

Théoreme 4.6.0.2. (Orlov-Vishik-Voevodsky) Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Le mor-
phisme :
pf : K, (k)/(2) — @91”/1"+1
n=0

défini précedemment est un isomorphisme.

Certains cas particuliers sont faciles a traiter : en degré 0 les deux membres sont Z/2Z et en degré
1 il s’agit de voir que :
K*/(k*)? = I/1?
via le morphisme x — ((x)). Pour cela on peut explicitement construire le morphisme réciproque, en
envoyant la classe d’'une forme non-dégénérée g sur :

n(n-1)

(-1)" 2 Discqg

avec n = dim(q).
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4.7 Symbole de Galois et conjecture de Bloch-Kato

Soit k un corps et m > 1 un entier premier a la caractéristique de k. On note encore G le groupe
de Galois absolu de k. La théorie de Kummer donne un morphisme surjectif :

V:k* — HYG, uy)

dont le noyau est (k*)™. En tensorisant n fois avec n > 0 et en appliquant le cup-produit, on obtient

un morphisme :
h, : (K)®" — H"(G, u&")

appelé n-éme symbole de Galois et qui envoie x; ® ---® x,, sur (Vx;) U --- U (Vx,) que l'on notera
h,(x1,...,x,). On observe d’ailleurs que si y,, C k, alors y®" = u,, de fagon non-canonique (il faut
choisir un générateur).

Lemme 4.7.0.1. Le symbole de Galois se factorise par la K-théorie de k, on a donc un morphisme de
groupes :
hn : Kn(k) - Hn(G' V%n)

Plus précisément, on a un morphisme d’anneaux gradués :
h. : K.(k)— D H"(G, )
n>0
ott la structure d’anneau a droite est donnée par le cup-produit.
Démonstration. 11 s’agit de vérifier que sia+b =1 aveca,b € k*, alors :
(Va)u(Vb)=0
dans H%(G, 4#®?). On factorise X" —a dans k[X] :

avec f; irréductible unitaire sur k. Chaque f; posseéde une racine «; et on pose ¢; = k[a;] C k. En
évaluant en 1 on obtient : . .
b= l_[fz‘(l) = l_[Nfi/k(l - aj).
i=1 i=1

.
ha(ab) = ) (Va)u(VNg(l - ay)).
i=1
On utilise ensuite le diagramme commutatif suivant :

On adonc:

NZ,‘/k

£x

1 >k><

HO(Gg, kX) =25 HO(Gy, k)

v v

HY (G, ) —2 H(Gy, i)

66



de sorte que :

hy(a,b) = Z(Va) U Corggi (V(1-a;) = ZCorgéi (Resg& (Va)u V(1 - ai))

1
et on note alors que Resg{}. (Va) =Vy.(a) = Vo (a]") = 0 car V tue (€)™, Ainsi :
hy(a,b) =0

comme voulu. O

Puisque (k*)™ est tué par V, on a méme un morphisme d’anneaux gradués :

b, : K.(k)/(m) — @D H"(G, &)
n>0

dont on remarque que c’est un isomorphisme en degrés 0 et 1.

Théoreme 4.7.0.2. La conjecture de Bloch-Kato, démontrée par Voevodsky et Rost (voir [25]) et ainsi
devenue le théoréme d’isomosphisme de norme et résidu, affirme que :

h. : K(k)/(m) — @D H"(G, ")
n=0

est un isomorphisme d’anneaux gradués.

Pour n = 2, on obtient notamment que le groupe de Brauer est engendré par les algebres cy-
cliques. De plus, cet isomorphisme fait aussi correspondre, d’une part les morphismes de norme en
K-théorie, et d’autre part les morphismes de corestriction en cohomologie galoisienne.
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Chapitre 5

Faisceaux coheérents et théorie de
I’intersection

5.1 Groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents

Pour la suite, nous aurons besoin de quelques notions et résultats géométriques. Commencons
par définit le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents sur un schéma.

Définition 5.1.0.1. Soit X un schéma. On considére le groupe abélien libre engendré par les classes d’iso-
morphisme de faisceaux cohérents sur X, quotienté par le sous-groupe engendré par les [F |+ [H]—[G] pour
chaque suite exacte 0 — F — G — H — 0. On note ce groupe K(X) : c’est le groupe de Grothendieck
des faisceaux cohérents sur X. De méme, on définit K'(X), le groupe de Grothendieck des faisceaux locale-
ment libres de type fini sur X, qui est défini de la méme maniére en partant des classes d’isomorphisme de
faisceaux localement libres de type fini sur X.

Remarque 5.1.0.2. La définition précédente a du sens car on peut trouver un systéeme de représentant
des faisceaux cohérents a isomorphisme pres qui soit un ensemble. En effet, pour chaque ouvert
affine Spec A d’un recouvrement de X, les A-modules de présentation finie sur A sont des conoyaux
de matrices finies.

Si X est un schéma propre sur un corps et F un faisceau cohérent sur X, la caractéristique d’Euler
X(X,F)ne dépend que de la classe de F dans le groupe K(X) et on a alors un morphisme de groupes :

KX) Sz

Le groupe K(X) se comporte bien vis-a-vis des dévissages (de la méme facon que le groupe des
classes).

Proposition 5.1.0.3. Soit X un schéma, Z C X un sous-schéma fermé et U le complémentaire de Z. On a
une suite exacte :
K(Z)— K(X)— K(U)—0

ou la premiére fleche s’obtient par poussé en avant et la deuxiéme par restriction a U.

On renvoie a l’article de Borel et Serre pour la preuve de cet énoncé [1]. Notons simplement que
les deux fleches sont bien définies au niveau des groupes de Grothendieck car le poussé en avant par
une immersion fermée et le tiré en arriere par une immersion ouverte sont exacts.
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Proposition 5.1.0.4. Soit X un schéma noéthérien. Le groupe K(X) est engendré par les [i.Oz] avec Z SN
X un fermé intégre de X.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension et le nombre de composantes irréduc-
tibles de X. Si X est vide, c’est clair. Si X est irréductible, on peut aussi le supposer integre car K(X)
est un quotient de K(X*4) d’aprés la suite exacte 5.1.0.3. Soit alors F un faisceau cohérent sur X. Il
existe un ouvert non-trivial U sur lequel F est localement libre. Notons Z le complémentaire réduit
de U, i 'immersion fermée de Z et j I'immersion ouverte de U. On a une suite exacte :

0 —>K—>F—jfy—C—0

avec K et C supportés sur Z. Puisque Z est de dimension strictement plus petite que celle de X,
on se ramene donc au cas de J«flu qui est localement libre, donc libre quitte a restreindre U. On se
ramene donc a montrer que la classe de j,Oy est bien engendrée par les classes annoncées. Pour cela
on considere le morphisme Ox — j.Oy dont le noyau et conoyau sont supportés sur Z ce qui réduit
entierement le probléme a la question du faisceau Oyx. Or X est intéegre donc Oy est bien de la forme
souhaitée.

Supposons a présent que X possede au moins 2 composantes irréductibles.

Si Z est une composante irréductible (réduite) de X et si F est un faisceau sur X, on a un morphisme :

F — Ay

avec j : U — X I'immersion ouverte du complémentaire de Z. C’est un isomorphisme en tout point
de U donc le noyau et conoyau sont supportés sur Z, et puisque Z est integre, on connait I’énoncé
pour Z donc on se ramene au cas de j, /. Puisque U possede une composante irréductible de moins,
par récurrence on peut écrire [ ;] comme combinaison linéaire de faisceaux 1 .Or, iy avec T) fermé
integre de X. Comme d’habitude, on considere alors le morphisme :

(T) — X).0r, — (TH)NU — X).0r,nu

qui est un isomorphisme en tout point de U et dont le noyau et conoyau sont donc supportés sur Z,
ce qui permet de conclure. O

5.2 Principe de dévissage de Wittenberg et indices de variétés propres

Dans la suite, on note x(X,F) la caractéristique d’Euler d’un faisceau cohérent sur un k-schéma
propre X et x(X) la caractéristique d’Euler de X, définie comme x(X,Ox). On définit alors les trois
notions d’indices suivantes.

Définition 5.2.0.1. (Indices d’une variété propre sur un corps)
Soit k un corps et X un k-schéma propre. On définit :
— Llindice de X sur k, noté [ X : k], comme le pgcd des degrés des extensions finies €/k avec X(€) = (.

— L'indice étendu de X sur k, noté [X : klg, comme le pged des degrés des extensions ky/k, cloture
algébrique de k dans k(Z) pour Z fermé intégre de X (ce sont des extensions finies car k(Z) est une
extension de type fini de k).

— L'indice cohomologique de X sur k, noté [X : k], comme le pgcd des caractéristiques d’Euler-Poincaré
des faisceaux cohérents sur X.
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En spécialisant aux faisceaux cohérents j, Speck(P) pour P un point fermé de X et j : Speck(P) —
X, on obtient une premieére relation de divisibilité :

[X k], | [X:k].

Notons que si X est géométriquement integre, alors [X : k] = 1.
La proposition 5.1.0.4 permet de démontrer le principe de dévissage suivant di a Wittenberg
dans [30].

Théoreme 5.2.0.2. (Principe de dévissage de Wittenberg)

Soit k un corps, D > 0 un entier, et, pour chaque k-schéma propre de dimension au plus D (a isomorphisme
pres), un entier ny > 1.

On suppose que si Y —> X est un morphisme de k-schémas propres de dimension au plus D, on a ny | ny
et que pour tout k-schéma propre intégre X de dimension au plus D, il existe f : Y — X dominante avec
Y/k propre et integre, nx et x(Y, ) premiers entre eux, en notant Y, la fibre générique, et ny | x(Y).

Alors pour tout k-schéma propre X de dimension au plus D, et pour tout faisceau cohérent F sur X, on a :

Démonstration. D’apres la proposition 5.1.0.4, et comme la caractéristique d’Euler est additive, on
peut supposer que F est le faisceau des fonctions sur un fermé intégre Z de X, et comme ny | ny et
comme x(X,F) = x(Z), on peut supposer que X est intégre et qu’on s’intéresse au faisceau F = Oy.
On veut donc voir que ny | x(X).

On se donne alors un f : Y — X dominant comme dans I’énoncé, avec Y/k propre integre. Comme
X est de dimension finie, les R7£,Oy sont nuls a partir d’un certain rang et il existe donc un ouvert
dense U tel que (R7£.Oy)y soit libre pour tout q. On a alors 1’égalité suivante dans le groupe K(U) :

) (F1IRILOy ]y = [Zmqu)

[Oy]
7 7

avec r(q) le rang de R7f.Oy. Notons alors que, si 17 désigne le point générique de X et Y, est la fibre
générique, on a:

HY(Y,,0y,) = colimy H(f ' (V),0y) = (RI£.0y), = (Ox);”

donc :

x(Yy) =) (-1)7r(q).
q

Ainsi :
x(Y)[0u]= ) (~1)[R1£.Oy]y
q

et donc par la suite exacte pour le groupe de Grothendieck 5.1.0.3, il existe a € K(Z) avec Z = X\ U
tel que :

X(Y)[0x]= ) (-1)I[R1£Oy] +i.a.
q

Or on a une suite spectrale :
H1 (X,Rpf;OY) - Hp+q(Y,Oy)
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et on note E, la deuxiéme page. On définit la caractéristique d’Euler d’une page E;’* comme Y pq(-1)PT1dimE
et il est facile de vérifier que la caractéristique d’Euler ne change pas lorsqu’on tourne une page dans
la suite spectrale. On a donc x(E;) = x(Es) = x(Y).
On obtient donc :
x(Y)x(X)=x(Y)+x(Z, ).

Comme ny est premier avec x(Y;), et comme ny | ny | x(Y) et nx | nz | x(Z,a) en appliquant une
récurrence noéthérienne a Z, on conclut. O

Dans bien des situations, on aura méme f génériquement finie, ce qui, sur un corps parfait,
entraine que la quantité x(Y),) est égale au degré (geénérique) de f car f est génériquement éetale donc
x(Y;) = x(Yp) pour presque tout point ferme p de X, et Y, est une somme directe de deg(f) copies de

Speck(p).
De ce principe de dévissage, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.0.3. (L'indice étendu divise l'indice cohomologique)
Soit k un corps parfait, X un k-schéma propre et F un faisceau cohérent sur X. On a alors :

[X ke | [X k], | [X 2 K]

Démonstration. On applique le théoreme de dévissage 5.2.0.2 :si f : Y — X est un morphisme de
k-schémas propres, alors on a:

[X i klee | [Y : ket

car pour tout fermé intégre Z de Y, f(Z)"? est un fermé intégre de X et on a un morphisme kfz)—
k7 au dessus de k.

Ensuite, si X est un schéma propre intégre sur k, on peut considérer sa normalisation X — X qui
est encore un k-schéma propre et intéegre. Le morphisme de normalisation est birationnel donc la
condition de primalité est bien respectée, et Ox est un faisceau en kg-espaces vectoriels car X est

normal donc on peut voir X comme un kyx-schéma qu’on note X’, de sorte que :
X(X) =) (-1) dim H'(X,05) = ) (~1)'[kg : k] dimy H'(X,0) = [kg : k]x (X))

et ainsi [X : ky et | x(X). O

5.3 Théorie de l'intersection sur un schéma de type fini sur un
corps

Soit X un schéma de type fini sur un corps K. On considere, pour tout k > 0, le groupe Z;(X)
des combinaisons formelles de sous-schémas fermés integres de dimension k de X, appelés cycles de
dimension k. Pour tout morphisme propre f : X — Y de schémas noéthériens sur K, on dispose d’un
poussé en avant f, : Zy(X) — Z;(Y) défini de la fagon suivante : si Z est un fermé integre de X, ou
bien dim f(Z) < dim Z et on pose f,[Z] =0, ou bien dim f(Z) = dim Z auquel cas on pose :

flZ] = deg(fi2)[f (2)].

Ici, il faut comprendre fi; : Z — f(Z) avec sur f(Z) la structure réduite. Le degré est fini car
K(Z)/K(f(Z)) est de type fini et les deux corps ont méme degré de transcendance sur K.
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Si f est une immersion fermée, on a simplement f,[Z] = [Z].

On rappelle aussi que si X est integre de corps des fractions K(X), il est possible d’associer a toute
fraction rationnelle f € K(X)* un diviseur de Weil de la facon suivante. Pour chaque fermé integre Z
de codimension 1 de X, I'anneau Oy ; est défini comme l'anneau local en un point générique de Z,
et c’est un anneau integre local de dimension 1. Ainsi, si f € Ox 7 \ {0}, la quantité :

vz(f)=lenp, ,(Ox,z/(f))

est bien définie car Oy z/(f) est noéthérien de dimension 0 donc Artinien, et il est facile de voir
qu’elle s’étend en un morphisme de groupes v, : K(X)* — Z, en considérant, pour f,g € Ox z \ {0},
la suite exacte :

o><f
0 — Ox,z/(g) — Ox,2z/(fg§) — Ox,z/(f) — 0.

On définit alors le diviseur de f par la formule suivante :

div(f) =) vz(f)IZ]€ Zy1(X)

VA

avec la somme qui porte sur les fermés integres de codimension 1 (seul un nombre fini d’entre eux
donne une valuation non-nulle).

Si Ox 7 est normal (ou de fagon équivalente, régulier), alors c’est un anneau de valuation discrete et
vz(f) est simplement la valuation de f dans cet anneau.

On peut alors définit les groupes de Chow d’un schéma de type fini sur K.

Définition 5.3.0.1. (Groupes de Chow) Soit X un schéma de type fini sur un corps K.
Un cycle C € Zy(X) est rationnellement équivalent a 0 s’il existe des fermés intégres de dimension k + 1,

Z; X et des fonctions rationnelles non-nulles f; sur Z; telles que :
C=) ji.div(f)
i

On définit alors le groupe de Chow de dimension k de X comme le quotient du groupe Zi(X) par le groupe
des cycles rationnellement équivalents a 0, et on le note Chowy(X).

Bien souvent, il est plus avantageux d’utiliser la numérotation par la codimension comme on le
verra dans la suite : si X est irréductible de dimension d ou si toutes les composantes irréductibles de
X ont dimension d, on peut définir Chowk(X) = Chow_x(X). On définit de méme ZX(X) = Z,_(X).
Ainsi, Chow?(X) est le groupe des 0-cycles de X a équivalence rationnelle prés, et Chow' (X) s’iden-
tifie au groupe des classes de diviseurs de Weil, Cl(X).

On note enfin :
Chow(X) = EP) Chow*(X).
k

Si f:X — Y est un morphisme propre de K-schémas de type fini, les morphismes f, : Z;(X) —
Zi(Y) définis plus haut induisent un morphisme gradué de poussé en avant :

f. : Chow(X) — Chow(Y).

Remarque 5.3.0.2. Si X est propre sur K, le morphisme X — Spec(K) induit un morphisme Chow,(X) —
Chow(SpecK) = Z. 1l est facile de vérifier que ce morphisme est donné par le degré d’un 0-cycle.
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Donnons les groupes de Chow des variétés de base.
Proposition 5.3.0.3. On a Chow (A} ) =Z[A"] et Chowk(lPl’z) =Z pour 0 <k <n.

Remarque 5.3.0.4. Les outils utilisés pour faire ces calculs consistent en la suite exacte d’excision
pour les groupes de Chow et la méthode de stratification par des schémas affines. On renvoie a 3],
section 1.2, pour les détails.

Si X est un schéma projectif lisse et intégre sur K, on peut munir Chow(X) d’une structure d’an-
neau gradué.

Définition 5.3.0.5. Soient Z,,Z, deux fermés intégres de X de dimensions r et s. On dit que Z, et Z,
s’intersectent proprement si dim(Zy N Z,) < r +s—dim(X), ou de facon équivalente, en notant k,€ les
codimensions de Z, et Z, :

codim(ZyNZy) > k+¢.

Sia=Y.0Z €ZKX) et p = Y iuiW; € Z4(X), on dit que a et B s’intersectent proprement si les Z,;
intersectent proprement les W; deés que A; # 0 et p; # 0. On définit alors l'intersection de a et p via la
formule suivante :
anp= Z/\Z]/l][zz N W]] € Zk+€(X)
ij
o [Z;AW;] = 0si Z;NW; est vide (ou de fagcon équivalente, si il est de codimension strictement plus grande

que k +70).

La construction de la structure d’anneau sur le groupe de Chow repose alors sur le lemme suivant,
dit moving lemma.

)

Lemme 5.3.0.6. Soit X un schéma projectif lisse intégre sur K, a € ZX(X) et p € ZY(X). Il existe alors a
égal a a dans le groupe de Chow, tel que a’ et p s’intersectent proprement.

De plus, si a et p s’intersectent proprement et si [a] = 0 dans le groupe de Chow, alors [a N ] = 0 dans le
groupe de Chow également.

C’est alors une conséquence immédiate de ce lemme qu’il existe une unique structure d’anneau
gradué commutatif sur Chow(X) tel que, si [a] € Chow*(X), [B] € Chow!(X) avec a et B qui s’inter-
sectent proprement, on a :

[a][B] = [an ]

Notons que 1’élément neutre de I’anneau de Chow est toujours donné par la classe [X].

I1 est aussi possible de définir une structure de produit sur I'anneau de Chow d’une variété quasi-
projective lisse integre sur K.

On peut alors décrire la structure d’anneau de Chow(IP") :

Chow(PP") = Z[C /(T

avec C la classe d’un hyperplan quelconque.

Notons de plus que si Z est un fermé integre de IP" de dimension k, on peut lui associer sa classe
dans Chowy(IP") = Z qui est le degré de Z. C’est un entier positif, que 'on peut aussi définir via le
polynome de Hilbert de Z.
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5.4 Classes de Chern et formule de Riemann-Roch-Hirzebruch

Soit X un schéma intégre de type fini lisse sur un corps K. A tout fibré en droites £ sur X, on
peut associer une classe de diviseurs [div(£)] € CI(£) qui est un élément du groupe des classes de
diviseurs de Weil de X, de la facon suivante : on choisit s une section rationnelle de £, et pour chaque
Z fermé integre de codimension 1, on fixe une trivialisation locale de £ autour de Z, ce qui donne
un isomorphisme de Ox z-modules :

p: Ly —Oxz

qui, en tensorisant par K(X) permet d’envoyer s sur un élément ¢,(s) € Ox z dont la valuation en Z
est indépendante du choix de la trivialisation, on la note donc naturellement v,(s). On peut donc
poser :

div(s)= ) vz(s)[Z]

Z

et remarquer que la classe de ce diviseur ne dépend que de la classe d’isomorphisme de £ a cause de
la formule div(fs) = div(f)+div(s). Il est alors facile de voir qu’on a ainsi construit un morphisme de
groupes :

Pic(X) — CI(X)

et le groupe CI(X) s’identifiant 8 Chow'(X), on a un morphisme :
¢y : Pic(X) — Chow! (X).

Puisque X est régulier, c’est un isomorphisme. On souhaite étendre la définition de ¢; a tous les fibrés
vectoriels sur X, et définir aussi d’autres applications c,, appelées classes de Chern. De facon générale,
on peut construire pour F un fibré vectoriel sur X, des classes c,(F) € Chow”(X) avec c’(F) =1. On
pose d’ailleurs pour plus de simplicité :

c(F)=1+c1(F)+cy(F)+--- € Chow(X).
Ces classes de Chern vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 5.4.0.1. Pour toute suite exacte de fibrés vectoriels 0 — & — F — G — 0,0na:
c(F) = c¢(E)c(G) € Chow(X).

De plus, les classes de Chern sont fonctorielles, au sens ot si f : Y — X est un morphisme entre deux
variétés lisses quasi-projectives, on a :

fre(F)=c(f*F)
pour tout F fibré en droites sur Y (voir [3], 1.3.6 pour la définition du tiré en arriére sur le groupe de
Chow).
Enfin, si L est un fibré en droites, on a simplement :

c(L)=14cy(L).

Puisque 1 —¢(F) est nilpotent dans Chow(X), ¢(F) est inversible et on a donc un morphisme de
groupes bien défini :
K¥(X) — Chow(X)*
du groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels sur X vers le groupe des inversibles de I’anneau de
Chow de X.
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Dans notre cas, comme X est un schéma régulier, le groupe K'f(X) s’identifie au groupe K(X) de
Grothendieck des faisceaux cohérents sur X (voir [1]) de sorte qu’'on peut étendre la définition des
classes de Chern a tout faisceau cohérent sur X tout en gardant ces propriétés.

Pour calculer les classes de Chern, la recette est la suivante : si F = @le L; est une somme de fibrés
en droites, ou plus généralement si F admet une filtration dont le gradué est une somme de fibrés

en droites £;, on a, par 5.4.0.1 :
(F)=| [een =] [a+ez
i i
Bien str, il n’est pas vrai que tout fibré vectoriel est somme directe de fibrés en droites, ni méme se
filtre avec des fibrés en droites. En général, on utilise le lemme suivant.

Lemme 5.4.0.2. (Scindage d’un fibré en droite) Soit F un fibré vectoriel sur X. Il existe alors f : Y — X
plat, projectif, avec Y lisse et intégre, un morphisme de k-schémas, tel que le tiré en arriere Chow(X) —
Chow(Y) soit injectif et tel que f*F admette une filtration par des fibrés vectoriels dont les quotients
successifs sont des fibrés en droites.

Ainsi, on peut tirer en arriere F, calculer ses classes de Chern dans Chow(Y'), qui seront des élé-
ments de Chow(X) a cause de la fonctorialité des classes de Chern.
Si f*F estfiltré avec pour quotients successifs £y,..., L, des fibrés en droites, on appelle a; = ¢;(£;) €
Chow(Y) les racines de Chern de F. Ces éléments ne sont pas bien définis, mais tout polyndome sy-
métrique appliqué en les a; donne un élément bien défini de Chow(X) qui est un polynome en les
¢j(F). En effet, on a:

1+c1(f)+c2(f)+---+cd(]-‘):]_[(1+ocl~)

ce qui donne, en identifiant les termes dans la graduation :
¢i(F)=Zilay,...,a,)
avec ¥; le i-eme polyndme symétrique élémentaire, or on a :
Z[ay,...,a,P" =Z[%,..., 5,

Cette observation permet de définir le caractere de Chern et la classe de Todd Ch(F) et Td(F) :

Ch(F) = Zexp(ai) € Chow(X)®Q

i

et:
]_[Q ) € Chow(X)®Q
avec :
_ Bk k
Q(x)_l_ =1+ +;;’ Xk,

Tout ceci est bien défini car les racines de Chern sont nilpotentes.
Dans la suite, on aura besoin d’un peu plus de précision arithmétique :
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Proposition 5.4.0.3. Si X est quasi-projectif, lisse, intégre, de dimension d sur K et F est un fibré en
droites sur X, on peut définir Ch(F) et Td(F') plus précisément comme des éléments de Chow(X) ®Z[%]

et Chow(X)®Z [(217),] respectivement.

Démonstration. Notons ay,...,ay "les" racines de Chern de F, avec k le rang de F.
On a un morphisme :
Z[[t1,..., t;]]>F — Chow(X)

défini par t; > a; € Chow(Y) en choisissant Y comme dans 5.4.0.2. Notons alors I I'idéal de Z[[ty, ..., t;]]
engendré par les mondmes de degré strictement plus grand que d. Puisque Chow’(X) = 0 pour i > d,
on a un morphisme :

A=27Z[[t,..., ]|}/ — Chow(X).
Ainsi, sil’on considere les éléments f =) ;exp(t;) et g =[]; Q(t;), leur image dans AQQ tombe respec-
tivement dans AQZ[1/d!] et dans A®Z[1/(2d)!] car, comme on le voit en calculant le développement
en série entiéere de Q,on a :

Q(x) € Z[1/(2d)!][x] + (x"1)Q[[x]].

Ceci permet de conclure. ]

On aura besoin du théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch dans la suite. Pour cela, on adopte la
notation suivante : le morphisme Chow(X) — Chow(SpecK) = Z obtenu par poussé en avant sera
noté JX par analogie avec la géométrie complexe. Concrétement, c’est le morphisme qui donne le
degré de la partie 0-cycle d’un élément du groupe de Chow.

Théoréeme 5.4.0.4. (Riemann-Roch-Hirzebruch)
Soit X un schéma intégre projectif lisse sur un corps K et F un fibré en droites sur X. On a I’égalité
suivante :

x(x.7)= [ MTIChF €@
X
avec Ty le fibré tangent de X.

Remarque 5.4.0.5. Notons que ceci entraine directement le fameux théoreme de Riemann-Roch pour
les courbes. En effet, si X est une courbe projective lisse géométriquement integre sur K et £ un fibré

en droites sur X, on a simplement :
Ch(£)=1+¢1(£)

et:

avec Ky la classe du diviseur canonique. La formule de Riemann-Roch-Hirzebruch donne alors :

K 1
1,00 = [ (1+e(0)- ) = degt) - 5 degt
X
Ceci se réécrit, grace a la dualité de Serre, en notant D le diviseur associé a L :

h(D) - h°(Kx — D) = deg(D) — %deg(lCX).
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En appliquant ceci au diviseur canonique, on obtient :
1
W(Kx)-1= 5 deg(Kx)

dont on déduit deg(Ky) = 2¢(X) — 2 avec g(X) = h%(Kx) le genre de la courbe. On a donc bien :
h(D)-h°(Kx — D) = deg(D)+1 —g.

Du théoreme de Riemann-Roch-Hirzebruch et de la considération arithmétique précédente, on
déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.0.6. Soit X un schéma projectif lisse intégre de dimension d sur un corps K et F un fibré
vectoriel sur X. On a :
[X: K], € [X:K]Z[1/(2d)!]

ot 'on rappelle que [X : K] est I'indice de X/K, défini comme le pgcd des degrés des corps résiduels de X sur
K, et [X : K], est I'indice cohomologique de X sur K, défini en 5.2.0.1 comme le pgcd des caractéristiques
d’Euler-Poincaré des faisceaux cohérents sur X.

Démonstration. On a, pour tout faisceau cohérent F sur X :
x(x.7)= [ TTICh)
X

et Td(7x)Ch(F) € Chow(X)®Z[1/(2d)!]. Or 'image de JX : Chow(X) — Z est exactement [X : K|Z,
d’ou la conclusion. ]
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Chapitre 6

Proprietes diophantiennes des corps

Ce chapitre est le coeur du mémoire. Il s’agit de définir des bonnes propriétés diophantiennes
des corps toutes reliées a la question de l'existence de points rationnels sur une variété souvent
définie par beaucoup de variables et avec un petit degré, et d’étudier comment se comportent ces
propriétés lorsque l'on fait des opérations naturelles sur les corps : ajouter une indéterminée ou une
indéterminée infinitésimale, passer aux vecteurs de Witt, prendre une extension algébrique...

Lang est le premier a définir de telles conditions avec la propriété C; des corps. Cette condition est
raffinée par Kato et Kuzumaki, qui définissent une propriété C? qui fait intervenir les groupes de
K-théorie de Milnor. Nous verrons aussi une condition Cf forte définie par Wittenberg qui porte
non seulement sur les schémas projectifs, mais sur tous les schémas propres sur le corps de base.

La philosophie de la conjecture de Kato et Kuzumaki est alors de relier ces diverses propriétés a la
dimension cohomologique de notre corps K. On veut par exemple que K soit C; si et seulement s’il
est de dimension cohomologique inférieure ou égale a i. Ce premier espoir est assez peu réaliste a
cause des corps p-adiques, et la conjecture de Kato et Kuzumaki est plus précise.

Conjecture 6.0.0.1. (Kato, Kuzumaki)

Soit K un corps et i,q des entiers naturels. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— La dimension cohomologique de K est au plus i+ q.
— Le corps K vérifie la condition Ciq.

Comme expliqué dans l'introduction, cette conjecture est toujours fausse avec des exemples tres
complexes, mais il est naturel de I’étudier pour les corps de la vraie vie.

Définition 6.0.0.2. (Indice d’une variété)

Dans tout ce chapitre, si X est une variété sur un corps K, on définit I'indice de X sur K, noté parfois
[X : K] comme le pgcd des degrés des extensions de K ou X posséde un K-point. Si X est vide, cet indice
vaut donc 0.

6.1 Condition C; de Lang

Définition 6.1.0.1. (Lang) Soit i > 0 un entier. Un corps k est C; si pour tous n > 1 et d > 1 vérifiant
d' < n, toute hypersurface de degré d dans IP}, posséde un k-point. De facon plus élémentaire, tout polynéme
homogene de degré d a n+ 1 variables a un zéro non-trivial dans k.

Un corps est C si et seulement si il est algébriquement clos, et le théoreme de Chevalley-Warning
entraine que les corps finis sont C;.
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Notonsque Cy = C; = C;, = ....
La proposition suivante est I’'un des premiers liens observés entre les propriétés C; et la dimension
cohomologique des corps.

Proposition 6.1.0.2. Soit k un corps Cy. Alors toute algébre centrale simple sur k est déployée, autrement
dit Br(k) = 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que la seule algebre a division centrale finie D sur k est k. Or on
dispose de la norme réduite N : D —> k qui forme un polyndme homogéne de degré d a d? variables
si [D: k] = d?. Comme k est C;, cette norme s’annule en un x € D \ {0}, contredisant 1 = N(xx7!) =
N(x)N(x71). O

De cette observation, on obtient directement le théoréme de Wedderburn.
Corollaire 6.1.0.3. (Wedderburn) Tout anneau a division fini est commutatif.

Un outil essentiel pour étudier la propriété C; est la notion de forme normique définie dans [5],
chapitre 3.

Définition 6.1.0.4. Soit k un corps. Une forme normique est un polynome homogéne f de degré d a d
variables qui ne s’annule qu’en 0 sur le corps k.
Si {/k est une extension finie de degré d, la norme de €, Ny, est une forme normique.

Lemme 6.1.0.5. Si k n’est pas algébriquement clos, il posséde des formes normiques de degré arbitrairement
grand.

Démonstration. 11 existe {/k une extension finie non-triviale, qui donne lieu a une premiere forme
normique ¢ de degré d > 1. On considere alors :

v=¢(@l )

ce qui signifie P(X; ;) = ¢ (¢(X11,..., Xa1),--, 9(X14,...,X44))- Ainsi ¢ est une forme normique de
degré d? et on peut itérer cette construction. O]

Ceci permet d’établir le théoréme suivant qui permet d’établir l’existence de points rationnels sur
des intersections d’hypersurfaces de méme degré sur un corps C;.

Théoreme 6.1.0.6. (Lang-Nagata) Soit k un corps C; et fi,..., f, des polynomes homogenes de méme degré
d > 1 a nvariables avec rd* < n. Alors f possede un 0 non-trivial dans k.

Démonstration. Si k est algébriquement clos, le résultat s’obtient par la théorie de la dimension. Si-
non, il existe ¢ une forme normique de degré e > r, et on pose alors :

o1 =9(fufo o Sl froes el L fioes ££10,...0)

ou 'on place strictement moins que r fois le 0 a la fin. Encore une fois, le symbole | signifie que 'on
utilise de nouvelles variables. Ainsi ¢, est un polyome homogene a [fJ n variables et de degré ed. On
itere la construction :

Pt = Pulfiforeos fe L froees Sl L f1oee £ 10,...0)
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de sorte que, si D,, est le degré de ¢,, et N, est le nombre de variables de ¢,,, on ait :
D,, =ed™

et

ce qui donne :

n\m
NmZ(?) C+A

avec C >0 et A € R (on peut commencer la récurrence a m = 1 pour avoir un premier terme stricte-
ment positif). Puisque = > ’dT“ >d', on a a partir d’un certain rang N,, > D,, et puisque k est C; on
trouve un zéro non-trivial de g™ ce qui assure que les f; ont un zéro commun non-trivial. O

Ce théoreme permet notamment de démontrer le résultat suivant qui permet de relier les pro-
priétés arithmétiques d’un corps k a celles de ses extensions de degré de transcendance fini.

Corollaire 6.1.0.7. Soit {/k une extension de corps de degré de transcendance fini r. Si k est un corps C;,
alors € est un corps C;,.

Démonstration. On se ramene aux deux résultats suivants : si k est C; alors k(T) est C;,; et si €/k est
une extension algébrique alors ¢ est encore C;.
Commengons par le premier : on se donne f un polynome homogene a coefficients dans k(T) a n
variables et de degré d avec d'*! < n. On peut supposer que f est a coefficients dans k[T]. On cherche
a résoudre, pour g,...,9, € k[T]:

f(gi(T),...,84(T)) =0

avec g; = x;0T" +---+ x;,T* avec s a choisir ensuite. On obtient une équation en développant :

folxi) + fi(xif) T+ + fagpr(xi) T4V

avec r le maximum des degrés (en T) des coefficients du polynome f. Les f; sont des polynomes
homogenes de degré d en (s+ 1)n variables, donc si (ds+r+ 1)di < (s+1)n, comme k est C;, on trouve
une solution non-triviale a notre systéeme par le théoréme de Lang-Nagata 6.1.0.6. Or cette condition
est facile a réaliser en choisissant s assez grand.

Ensuite, supposons ¢/k algébrique. On se ramene facilement au cas ou ¢/k est finie car f vit dans un
corps intermédiaire fini sur k. On se donne alors (ey,...,e,,) une k-base de € et, si f est homogene de
degré d avec d' < n, on doit résoudre f(xj,...,x,) = 0, et on décompose alors chaque x; dans la base
e, ce qui donne x; = ) ;x;;e; et en décomposant l'’équation dans la base, on obtient un systeme de
m équations homogenes de degré d a mn variables, que 'on sait résoudre car k est C; et par Lang-
Nagata. [

En combinant ce théoreme avec la proposition 6.1.0.2, on obtient un théoréme de Tsen.
Corollaire 6.1.0.8. (Tsen) Si k est algébriquement clos, alors Br(k(T)) = 0.

Avec les mémes méthodes qu’avant et en utilisant le théoréme d’approximation de Greenberg
ci-dessous 6.1.0.9 on montre aussi que si un corps k est C;, alors le corps k((T)) est C;, .
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Théoreme 6.1.0.9. (Théoréme d’'approximation de Greenberg) Soit K un corps a valuation discréte d’an-
neau de valuation R d’idéal maximal m. On suppose K complet (ou plus généralement, Ox hensélien ex-
cellent). Soit X un R-schéma de type fini. Alors X posséde un point sur R si et seulement si X posséde un
point dans R/m* pour tout k > 1.

En réalité, le théoreme de Greenberg dit mieux que ¢a et affirme qu’il suffit d’avoir des points
dans les R/m* pour k assez grand, avec une borne précise. On renvoie a l'article de Greenberg [6]
pour I’énoncé plus général et sa preuve.

Dans le cas ou les caractéristiques sont différentes, mais seulement pour i = 0, on a aussi le résultat
suivant de Lang. On renvoie au chapitre 6 du livre de Greenberg [5] pour les détails.

Théoreme 6.1.0.10. (Lang) Soit K un corps complet de valuation discréte de corps résiduel k algébrique-
ment clos. Alors K est un corps C!.

Remarque 6.1.0.11. Comme beaucoup d’énoncés sur les corps complets, on peut supposer quelque
chose de plus faible, a savoir que le lemme de Hensel soit valable dans K. On en déduit par exemple
que I'extension maximale non-ramifiée de Q, est un corps C'.

6.2 Corps p-spéciaux

La notion de corps p-spécial sera utile dans la suite pour relier les conditions C; et Ciq.
On rappelle que si {/k est une extension algébrique, on peut définir son degré de la fagon suivante :

[€: k] = ppem[f : k]

ou le ppcm porte sur toutes les extensions finies intermédiaires de k, et est un nombre surnaturel,
c’est a dire un élément de ]_[p (NU o). Si ¢/k est galoisienne, alors [ : k] est exactement 'ordre du
groupe profini Gal(¢/k) (voir 1.2.1.4). Enfin, si m/{/k est une tour d’extensions algébriques, on a :

[m:k]=[m:L][¢: k]
et on renvoie a [15] pour une preuve de ce fait.

Définition 6.2.0.1. Soit p un nombre premier. Un corps k est p-spécial si toute extension finie de k est de
degré une puissance de p.

Proposition 6.2.0.2. Soit k un corps et p un nombre premier. Il existe une unique extension algébrique
k(p) de k a k-isomorphisme prés qui soit un corps p-spécial et tel que toute extension intermédiaire k(p)/€/k
finie (€/k) soit de degré premier a p.

De plus, si p = car(k) ou si k est parfait, alors k(p) est une extension séparable de k associée a un pro-p-
Sylow de Gy, et sinon, k(p) est la cloture parfaite d’une telle extension.

Démonstration. On fixe k, C k des cloture séparable et algébrique de k respectivement. Par le lemme
de Zorn, il existe k(p) une extension algébrique de k maximale pour la propriété que [k(p) : k] est
premier a p. Montrons que k(p) est un corps p-spécial. Soit {/k(p) une extension finie. Si elle est
séparable, on peut la supposer galoisienne de groupe G et on veut voir que G est un p-groupe. Or
G vérifie la propriété suivante, par maximalité de k(p) : tout sous-groupe strict de G est d’indice
divisible par p. Ainsi, un p-Sylow de G est égal a G, sinon son indice serait divisible par p et ce ne
serait pas un p-Sylow. Donc G est un p-groupe.

81



Si €/k(p) n’est pas séparable, on peut considérer ¢’ la cloture séparable de k(p) dans €. Par ce qui
précede, [¢’ : k(p)] est une puissance de p et il faut voir que [£: {’] en est aussi une. Si p = car(k), c’est
clair. Sinon, on a £ = ¢’ car le corps k(p) est alors parfait : en effet, si g = car(k) > 0, et si x'/9 ¢ k(p)
pour un x € k(p), on trouve une extension de k(p) de degré g en adjoignant x'/7, ce qui contredit la
maximalité de k(p). Ceci démontre l’existence d’une telle extension.

Voyons 'unicité a présent. Si k est parfait ou de caractéristique p, alors un tel corps k(p) est une
extension séparable de k et donc correspond nécessairement a un pro-p-Sylow de Gy, et deux pro-p-
Sylow sont conjugués. Si k est de caractéristique g # p positive, alors k(p) est nécessairement la cloture
parfaite du corps correspondant a un pro-p-Sylow de Gy, donc deux tels corps sont isomorphes. [

Remarque 6.2.0.3. Soit {/k une extension algébrique. En adaptant la preuve précédente, on peut
montrer que k(p) se plonge dans {(p) au dessus de k.

6.3 Condition C;

On commence par introduire des notations qui nous seront tres utiles dans la suite.

Définition 6.3.0.1. Soient q > 0 un entier et k un corps.

Si Z est un k-schéma de type fini, on définit le g-¢éme groupe de normes de Z, Ny(Z/k) C K,(k) le sous-
groupe de K, (k) engendré par les images des morphismes Ny : K,(€) — K, (k) pour toutes les extensions
finies € telles que Z(€) # 0. Si f est un polynome homogéne définissant une hypersurface projective X, on
pose aussi Ny(f/k) = Ny(X/k).

Soit maintenant p un nombre premier fixé, n > 0 un entier et a € K,(k)/pK, (k). On définit de fagcon
analogue le q-éme groupe de normes de a, Ny(a/k) C K,(k) engendré par les images des morphismes Ny :
K4(€)/p — K, (k)/p pour toutes les extensions € telles que ajp = 0 € K,,(€)/pK,,(£). On définit aussi le g-éme
noyau de a, noté Ker,(a) comme I'ensemble des p € K, (k) qui vérifient :

{a, B} =01p]
Il est clair qu’on a alors « € Ker,(f) <= p € Ker,(a).
Proposition 6.3.0.2. Pour tout o € K,,(k)/pK,(k), on a :
N,(a/k) C Kerg(a).

Démonstration. Soit {/k une extension finie dans laquelle a; = 0 [p] et soit x = Ny (y) € K,(k) une
norme non-nulle pour cette extension. On a alors :

{x,a) = Neje{p, ae} = 0 [p]
[l

Définition 6.3.0.3. Soient ¢ > 0 et i > 0. On dit qu’un corps k est C? si pour toute extension finie {/k et
tout f homogeéne de degré d a coefficients dans € avec n > d* variables, on a :

N, (f/€) = K,(f/0).

Parfois, nous aurons besoin de la propriété Cf](d), celle ou 'on allege la condition C? en ne sup-
posant que la condition pour des hypersurfaces de degré d. On définit la condition C;(d) de facon
similaire. ,

Notons que sii’ > i et g’ > g, alors C? = Ciq, grace a la formule de projection, et remarquons que la
définition est construite de telle sorte qu’elle soit stable par passage a une extension finie.
Commengons par comprendre les cas limites i =0 ou g = 0.

82



Remarque 6.3.0.4. (Le cas limite g = 0)
La condition C? équivaut a ce que, pour toute extension finie £/k et toute hypersurface Z de P, de
degré d avec d' < n, Z posséde un 0-cycle de degré 1 : c’est & dire une somme formelle de points
fermés de Z dont le degré vale 1. Par Bézout, cela revient encore a dire que les degrés des extensions
résiduelles de Z sont premiers entre eux dans leur ensemble.
En particulier, le théoréme de Springer 4.5.0.5 entraine que :

C(2) = Ci(2).
Remarque 6.3.0.5. La condition C? est censée étre stable par passage a une extension algébrique,
mais je n'ai pas trouvé de bonne explication dans la littérature. En effet, supposons que k est un
corps C? et que ¢/k est une extension algébrique. Puisqu’une extension finie de ¢ est encore une
extension algébrique de k, il suffit de montrer la condition diophantienne directement pour £. Soit
donc X une hypersurface de IP; définie par un polynéme homogene f de degré d avec d' < n. Il s’agit
de voir que :

Ny (X/€) = K4(0).

I1 existe une extension finie m/k contenue dans ¢ telle que f soit a coefficients dans m, et comme k
est Ciq, ona:
N, (f/m) = Ky(m).

Soit alors a € K;(¢). Quitte a agrandir m, on peut supposer que & provient de K,(m). On trouve alors
des extensions finies m;/m ou f s’annule et des a; € K,(m;) tels que :

]_[Nmi/m(ai) =ac Kq(m)

I1 s’agit alors de définir la K-théorie de la £-algebre finie {®,, m; et d’étendre les morphismes normes
a ce cas la en vérifiant qu’ils vérifient toujours les mémes propriétés, afin d’avoir :

Nuym(@i)ie = N, ere(i) € Ky(€)
ce qui fonctionnerait au moins dans le cas ou m;/m est séparable.

Proposition 6.3.0.6. Le corps k est Cg si et seulement si pour toute tour d’extensions finies m/€/k, le
morphisme :
Ny : Kq(m) - Kq(g)

est surjectif.

Si k est un corps p-spécial comme défini en 6.2.0.1, alors la condition C) équivaut a la condition C;. Plus
généralement, un corps k est CIQ si et seulement si pour tout nombre premier p, le corps k(p) défini en
6.2.0.2 est un corps C;.

Démonstration. En effet, si k est Cg, on veut voir que K,(m) — K, () est surjectif et par fonctorialité
on se ramene au cas ou m = {[x], avec P le polyndome minimal de x sur ¢, et il suffit alors de considérer
I’hypersurface Z projectivisée de I'hypersurface affine P(x) = 0 dans IP!. La réciproque est claire.
Ensuite, il est clair qu’un corps C; est C) puisque la condition C demande l’existence de 0-cycles de
degré 1, ce qui est moins fort que l’existence de points rationnels.

Si pour un certain nombre premier p, k est p-spécial, alors en retour on a I'implication CiO = (;
car le seul moyen d’avoir un 0-cycle de degré 1 dans ce cas est d’avoir un point rationnel car si des
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puissances de p sont premieres entre elles, alors 'une d’elles vaut 1.

Ainsi, si k est C) alors les corps k(p) sont C? car cette propriété est stable par extension algébrique, et
donc par l'observation précédente k(p) est C;. Réciproquement, si tous ces corps sont C;, et si £/k est
une extension finie et Z une hypersurface de IP, de degré d avec d' < n, alors pour tout premier p on
peut supposer k(p) C {(p) d’apres la remarque 6.2.0.3 de sorte que €¢(p) est une extension algébrique
de k(p), donc €(p) est un corps C; et donc Z possede un point dont le degré sur € est premier a p. Ceci
étant vrai pour tout p, les degrés résiduels de Z sur ¢ sont donc premiers entre eux. N

La conjecture de Bloch-Kato ou théoreme de Voevodsky 4.7.0.2 permet de démontrer le lien sui-
vant entre dimension cohomologique et propriété C.

Théoreme 6.3.0.7. Soit k un corps de caractéristique nulle et g > 0 un entier. Les propositions suivantes
sont équivalentes :
q
— Le corps k est C,,.
— Le corps k est de dimension cohomologique au plus q.
Plus généralement, si p est un nombre premier différent de la caractéristique de k, on a toujours Cg =
cd,(k) <gq.

Démonstration. Supposons que k est C{ et soit p un nombre premier différent de la caractéristique
de k. Comme la condition Cg est stable par passage a une extension algébrique, on peut supposer
que Gy est un pro-p-Sylow. Dans ce cas, il suffit de montrer que :

Hq+1(Gk, ]/lg+1) ~0
d’apres 2.5.0.4. Or par Bloch-Kato 4.7.0.2 :
1
HTY (G pty ) = Ky (k)/pKga (K).

Soit donc {al, - ag¢1} € Kgy1(k) et montrons que cet élément est divisible par p. Pour cela on consi-

dére ¢ =k(a ") qui est une extension finie de k et comme k est Cq, il existe u € K, ({) vérifiant :

{al,...,aq} = Ng/k(u)

q+1

1 e 2
de sorte que {al,...,aqH} = pNyyk { u,aqipl} comme souhaité.

Ensuite, supposons k de caractéristique nulle et cd(k) < g et montrons que k est Cg. Il suffit de
montrer que pour toute extension finie {/k, la norme sur les groupes K, est surjective car la deuxieme
proposition est stable par passage aux extensions algébriques (séparables).

Notons d le degré de I'extension {/k. Puisque dK,(k) C N(K,({)), il suffit de montrer que :

Ky (6)/d — K,(k)/d
est surjective. Or, par Bloch-Kato, cela revient a la surjectivité du morphisme correspondant :
® ®
HI(E, pg") — HI(k, rg")

dont on se convainc facilement qu’il s’agit du morphisme de restriction en cohomologie. Puisque G,
est d’indice fini dans Gy, on a une suite exacte de la forme :

O—)I—)COlndey?q—>‘ud —0
avec I de torsion, qui donne bien la surjectivité voulue en appliquant le lemme de Shapiro et le fait
que HI*(Gy,I) = 0. O
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Remarque 6.3.0.8. Le théoreme précédent reste valable en caractéristique positive, en utilisant la
bonne définition de dimension cohomologique en la caractéristique. On renvoie a [14] pour ce cas la.

On peut montrer certains liens entre les propriétés C; et C?.

Proposition 6.3.0.9. Soit p un nombre premier, k un corps de caractéristique différente de p qui contient
les racines p-émes de 'unité et A une algébre centrale simple finie sur k dont la classe dans le groupe de
Brauer est annulée par p. On note N, : A — k la norme réduite de A et on a alors :

Ni(aa/k) = N, (AY)

avec ay € Ky(k)/pKy(k) I'élément qui correspond a [A] € Hy(k, p,) par Uisomorphisme de Bloch-Kato
4.7.0.2.

Démonstration. Par Bloch-Kato, A est déployée sur une extension finie £/k si et seulement si (a4), =
0 [p]. Il s’agit donc de montrer 1’égalité suivante :

N, (A™) = (N (€) | [Aje] = 0).

Notons que si A = M,(D) avec D une algebre a division centrale, la norme réduite de A se factorise
par celle de D avec le déterminant M, (D) — D qui est surjectif, de sorte qu’on peut supposer que
A = D est une algebre a division centrale finie sur k. Ainsi, si x € D%, il existe un corps ¢ contenant
k(x) qui est maximal dans D et donc D se déploye dans ¢, et on a bien :

N, (x) = Ny (x).

Ensuite, si ¢/k déploye D, il existe B = M,,(D) une algebre centrale simple sur k dans laquelle ¢ se
plonge et est strictement maximal (i.e. [B: k] = [ : k]?) de sorte que :

N,(D*) = N.(B*) 2 Ny (€¥).
O]

Théoreme 6.3.0.10. Soit k un corps et p un nombre premier différent de la caractéristique de k. Si k est
C;, alors il est aussi CIQ, et on a de plus les implications suivantes :

C; = cdy(k) <1

et
C, = cd,(k) <2

et ainsi, si k est de caractéristique nulle, C;, — Cé et C, = Cg. Encore une fois, il existe une générali-
sation a la caractéristique positive.

Démonstration. On a déja vu que C; = C). Dans les deux cas a traiter, on peut remplacer k par
ki avec H un pro-p-Sylow de G; d’aprés 2.5.0.4, et ainsi on a Hp C k et il suffit de considérer la
cohomologie de p,.

Dans le premier cas, si k est Cy, alors on veut voir que :

H?(k, uy) = 0.

Or la proposition 6.1.0.2 assure que Br(k) = 0 et permet de conclure.
Supposons maintenant que k est C;. On commence par observer que si D est une algebre a division

85



centrale finie sur k de dimension d?, la norme réduite N, : D — k est un polyndme homogeéne a d?
variables et de degré d, de sorte que pour tout A € k*, I’équation homogene N,(X; ;) = AT 4 d?+1
variables posséde une solution non-triviale, et comme D est une algebre a division, une telle solution
vérifie T # 0. On en déduit que N, est surjective. Ensuite, si A est une algebre centrale simple finie

sur k, on a A = M,(D) avec D une algebre a division centrale et la norme réduite de A se factorise en

det N, . o
M, (D) =5 D —5 k, donc encore une fois N, : A — k est surjective.

On fixe un isomorphisme de Gy-modules entre p, et Z/pZ puisque p, C k. Ainsi, si a,b,c € k*/(k*)P,
on sait que a € N,(A) avec A l'algeébre centrale simple correspondant a b U c € H2(k, Jip), Or on a
montré que N,(A) = N;({b,c}/k) C Ker({b, c}/k) de sorte que {a,b,c} = 0, et par Bloch-Kato 4.7.0.2, ceci
démontre que H3(k, Hp) = 0.

O

6.4 Formes de Pfister et dimension cohomologique en p =2

Soit k un corps de caractéristique différente de 2. On définit la condition C?(Pf) suivante : k est
C?(Pf) si pour toute extension finie £/k, pour tout n > i et pour toute forme de Pfister ¢ a 2" variables
sur £, on a K,(€) = Ny(¢p/€). Cest simplement la condition C? ou n‘autorise seulement les hyper-
surfaces définies par des formes de Pfister. Le but de cette partie est de démontrer la proposition
suivante, due a Kato et Kuzumaki dans l’article [14].

Proposition 6.4.0.1. Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Pour tout j > 0, les conditions
C?(Pf) avec i+ q = j sont deux a deux équivalentes, et sont aussi équivalentes a :

cd,(k) < j.

Pour cela, on va se baser sur I'isomorphisme de Milnor 4.6.0.2 qui permet de relier les éléments
de K-théorie de Milnor et les formes de Pfister. On utilise les notations de la partie sur les formes
de Pfister. Soit ¢ = ({(ay,...,a,)) € I" une forme de Pfister et @ = {ay,...,a,} € K,(k)/2 le symbole
correspondant. Un résultat non-trivial de Lam et Elman (voir [24], théoréme 3.2) affirme que deux
formes de Pfister ¢ et ¢’ sont égales modulo I"*! si et seulement si elles sont isométriques. En
particulier, {a;,...,a,} = 0 [2] si et seulement si ({ay,...,a,)) est isotrope sur k et ainsi ¢, = 0 si et
seulement si @y = 0 pour £/k une extension finie. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 6.4.0.2. Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et ay,...,a, € k*/(k*)®. On a alors
pour tout q >0 :
Ny((a,...,an))/k) = Ny({ay, ..., a,}/k) C Ky(k)/2

oul la norme est prise pour le nombre premier 2.

On montre méme mieux : les symboles purs du g-noyau proviennent du groupe des g-normes
(voir 6.3.0.1) pour un symbole de Milnor pur modulo 2.

Proposition 6.4.0.3. Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et ay,...,a, € k*/(k*)?. On a alors
pour tout q >0 :
Kerq({al’---’an})pur - Nq({al’- --’an}) c Kq(k)/z

ou I'indice pur signifie qu’on ne prend que les symboles purs (qui a priori ne forment pas un sous-groupe).

Pour cela, on commence par énoncer un lemme classique sur les valeurs prises par une forme
quadratique.
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Lemme 6.4.0.4. Soit ¢ une forme quadratique sur k qui représente 1. On rappelle que D(¢p) désigne
Uensemble des valeurs non-nulles prises par ¢. On a alors Uinclusion suivante :

D(¢) € Ny(@/k).

Démonstration. On peut clairement supposer ¢ anisotrope. Soit a € D(¢). On peut rendre ¢ iso-
trope dans une extension quadratique (si ¢ = (ay,...,4a,), elle devient isotrope dans k(v—a,/a,) par
exemple) et donc si a est un carré ’énoncé est évident. On suppose a présent que a n’est pas un carré,
et on choisit v # 0 un vecteur tel que ¢(v) =4, et w = 0 tel que p(w)=1. Comme a n’est pas un carré,
la famille (v, w) est libre. Puisque ¢ est anisotrope, on obtient :

¢ =(La)oy.

On peut donc supposer @ = (1,a). On considere alors I'extension ¢ = k(v/—a) dans laquelle ¢ devient
anisotrope (et donc —a n’est pas un carré dans k) car :

\/—a2+a =0

etona:
Nyj(V-a)=a

comme voulu. ]

Ce lemme s’applique en particulier aux formes de Pfister car elles représentent toutes 1.
On démontre a présent la proposition 6.4.0.3.

Démonstration. Soient ay,...,a, € k*. On montre d’abord que si {ay,...,a;} € N;({4;41,...,a,}/k), alors
{a,...,a;41} € Niji({aio,...,a,}/k) pour 0 <i <n-2.
Notons ¢ = ({(a;;1,...,a,)) et P ={{a;,,...,a,)) de sorte que :

¢ =P ®(=ai.1)P.

On écrit {ay,...,a;} = Zj Ng]./k(u]-) avec ¢ isotrope sur chaque ¢;. Comme ¢ est isotrope sur ¢;, et que
D(p ®¢;) est un groupe - puisque ¢ est une forme de Pfister - on obtient :

a;41 € D(l’b®€]) g1\11(111}/6])

par le lemme 6.4.0.4. Ainsi {ay,...,a;,1} est dans le groupe :

Z{Ngj/k(Kz‘(gj))' Ny (¢/€j)}

]

et la formule de projection permet de s’assurer que ce groupe est contenu dans N;,(i/k) comme
souhaité : en effet, il s’agit de voir que si m/¢/k est une tour d’extension, si u € K,(¢) et v € K,(m) tel
que Nyyye(v) = (a5,1);, alors :

Nyt v) = Nesi(Noyyse (4, v)) = Nese(4Nyy0(v)) = Nepie(u(@ig )e) = Nege (1)@ -

Ensuite, il est clair que :
No({a1,...,a,}) =Kerg({ay,...,a,}).

Ceci permet de conclure : si {al,...,aq} € Kerq({aq+1,...,an}), alors{ay,...,a,} = 0etdonc 1 € Ny({ay,...,a,})
puis a; € Ny({ay,...,a,}) et ainsi de suite. ]
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La proposition 6.4.0.1 découle directement de la proposition 6.4.0.3.

Démonstration. D’abord, remarquons que cd,(k) < j = Cé(Pf) puisque pour tout {al,...,aj} €

K;(k)/2 et pour toute forme de Pfister <<aj+1,...,aj+n>> a 2" variables avec n > 1, on a par Bloch-
Kato K, ,(k)/2 = Hj,,(k, pp) = 0 et donc {ay,...,a,} = 0 et on utilise 6.4.0.3 pour conclure. Les deux
conditions étant stables par passage a une extension finie, on n’a pas besoin de le remontrer pour ¢{/k
une extension finie.

Ensuite, si C?(Pf) est vérifié par k avec i + g = j, c’est aussi vérifié par toute extension algébrique de
k et ainsi on peut supposer que k est 2-spécial (voir 6.2.0.1) pour montrer que cd,(k) < j. Il suffit
alors, comme d’habitude, de montrer que Hj+1(k, Uy) =0, autrement dit, par Bloch-Kato 4.7.0.2, que

{al,...,a]-+1} = 0 [2] pour tous a; € k*. Or, k étant Cf(Pf), on a {al,...,aq} € Nq(<<aq+1,...,a]-+1>>/k) -

Kerq({aq+1,...,aj+1}), d’ou la conclusion. 0

Il est naturel de se demander comment généraliser C; = Cj et C, = C2. La remarque
suivante explique une tentative naturelle mais insuffisante qui utilise des produits tensoriels de po-
lynomes.

Remarque 6.4.0.5. Supposons que k contienne les racines p-éme de 'unité et soit de caractéristique
différente de p. Dans les preuves du théoreme 6.3.0.10 et de la proposition 6.4.0.1, I'ingrédient prin-
cipal est la construction, pour chaque symbole pur a = {al,...,aq} € K,(k) avec g > 0 et p un nombre
premier différent de la caractéristique de k, d’un polyndome homogene f a coefficients dans k de de-
gré p et a p4 variables tel que f s’annule sur £ une extension finie de k si et seulement si a; = 0 dans
K4(€)/p. Disons d’un tel polynome, s’il existe, que c’est un polyndme de déploiement du symbole a.

Le succes des preuves précédentes vient du fait qu'on sait construire un tel polynome de déploie-
ment quand g =1 (il s’agit de la norme de la k-algebre étale k[T]/(TP —a;)) et quand g = 2 (prendre
la norme réduite de l’algebre cyclique a; U a, associée au symbole a = {a;,a,}), ainsi que quand p = 2
grace aux formes de Pfister : on prend alors pour forme de déploiement associée a {al, oo aq} la forme

de Pfister <<a1,...,aq>>.

On peut naturellement se demander si la construction des formes de déploiement fonctionne plus
généralement. Une idée intuitive, au moins en caractéristique strictement plus grande que p, est la
suivante : si a = {al,...,aq}, on considere f; le polyndome de déploiement de {4;} modulo p, c’est a dire
la norme de k[T]/(T? - a;), puis on considere le produit tensoriel f; ®---® f, de ces polynoémes, qui
est défini de la facon suivante :

Soient V et W deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Si la caractéristique de k est stricte-
ment plus grande que p, on peut identifier I'espace Sym”(V*) des polyndmes homogenes de degré
p sur V a celui des p-formes symétriques (Sym? V), et on a alors un produit tensoriel canonique
(Sym?P V)* ® (Sym? W)* — (SymP(V ® W))* qui a f ® g associe la forme p-symétrique qui envoie
(v QW1,...,Vp ®wp) sur f(vl,...,vp)g(wl,...,wp). Ce produit tensoriel induit, via l’identification faite
précedemment, un produit tensoriel au niveau des polynémes homogenes de degré p. Quand p = 2,
on retrouve le produit tensoriel des formes quadratiques.

Cependant, pour p # 2, la définition n’est pas satisfaisante : on s’attendrait a ce que, si a,b € k*,
et si f, et f;, sont les normes des algebres étales k[T]/(TP —a) et k[T]/(TP —b), alors le polynoéme f,® f,

soit la norme réduite h de I’algebre cyclique aU b, mais ce n’est pas tout a fait le cas apres vérification
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numérique pour p = 3. Il semblerait toutefois, que si k = Q(p,), on ait £, ® f, = Try/o(h).
En général, il n’est pas clair qu’un tel polyndome de déploiement existe, et il faut en général construire
des variétés de déploiement (voir [12]).
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Chapitre 7

Transition des propriétés diophantiennes du
corps residuel au corps des fractions d’un
anneau de valuation discrete

Soit K un corps muni d’une valuation discrete v, que l'on va supposer ici complet et de corps
résiduel k parfait pour faciliter des réductions techniques (voir [14] pour le cas général ou K est
seulement supposé d’anneau d’entiers hensélien excellent).

On s’intéresse ici aux liens entre les propriétés C? sur K et sur k. Rappelons que dans le cas équica-
ractéristique, c’est a dire lorsque K = k((T)) on a le résultat suivant : si k est C;, alors K est C;, . Ceci
suggere qu’en général on ait : si k est C?, alors K est C?H et C?+1-

On va voir quelques résultats positifs dans ce sens d’abord dans ’article de Kato et Kuzumaki [14] et
puis dans l'article de Wittenberg pour une condition Cf un peu différente, dite forte.

Commencons par rappeler que l'on a une suite exacte, pour tout g > 1 :

0—> U, (K) — K, (K) 5 K,y (k) — 0

avec les notations de 4. Cette suite exacte induit, pour X un K-schéma de type fini, une suite exacte

0 —s Uq(K) N Kq(K) N Kq—l(k)
U (K)NN,(X/K) ~ Ny(X/K) ~ 9N, (X/K)

qui sera souvent utile pour démontrer des propriétés de transition entre k et K.

—0

7.1 Propriétés de transition pour la propriété C;

On aura besoin du lemme suivant qui provient de [14]. On dira parfois qu'un polynéme homo-
gene s’‘annule sur un corps s’il a un zéro non-trivial défini sur ce corps.

Lemme 7.1.0.1. Supposons k infini (et parfait) et soit f un polynome homogéne de degré d > 1 a coeffi-
cients dans Ok et @ n > 1 variables. On suppose que f ne s’annule pas dans le corps k et on se donne €/k
une extension finie ou il s‘annule. Alors il existe L/K une extension finie telle que € se plonge dans le corps
résiduel k(L) de L au dessus de k, f s’annule sur L et :

[L:K]
[€: k]

<d.
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Démonstration. Comme k est supposé parfait, on peut écrire € = k[a] et il existe alors g,...,8, €
Ok|T] de degrés d; < [€: k] tels que :

f(gi(a),...,gu(a)) =0

dans €. On pose alors ¢(T) = f(g1(T),...,g,(T)) et on note que @ = 0 car k est infini et ]_‘ne s’annule pas
sur k. Puisque ¢(a) = 0, il existe un facteur ¢ | ¢ dans Og[T] dont I'image dans k[T ] est irréductible
tel que P(a) = 0 et on peut alors considérer le corps L = K[T]/(1») dont le corps résiduel «(L) contient
bien un conjugué de a sur k. Par construction, f s’annule sur L puisque ¢(T) est nulle dans L. Enfin,
on a bien :

[L:K]=deg(y) < deg(p) <d[C:k]

Notons que dans ce lemme, on a [€: k]| [x(L): k]|[L: K] donc % est en fait un entier.

On peut a présent démontrer le théoreme suivant.

Théoréeme 7.1.0.2. Soit K un corps a valuation discrete v, complet, de corps résiduel k parfait et soit p un
nombre premier. Alors k est un corps Cio(p) si et seulement si K est un corps CI.O+1 (p).

Démonstration. On commence par traiter le cas ou le corps résiduel k est infini. On s’y ramenera
ensuite.

Supposons que k est Cio(p) et donnons-nous L/K une extension finie. Il s’agit de montrer que si f
a coefficients dans L est de degré p a n variables avec p'*! < 1, alors I’hypersurface associée Z a un
0-cycle de degré 1. Puisque (L), le corps résiduel de L, est une extension finie de k, il est aussi C?(p)
et donc on peut oublier ce corps L et supposer L = K. Ainsi dans la suite f est a coefficients dans K.
D’apres le lemme suivant 7.1.0.3, il suffit de montrer que ’hypersurface X définie par f possede un
0-cycle de degré premier a p. On suppose le contraire et on définit une valuation sur K" de la fagon

suivante : )

ve(x) = [;V(f(x))

avec v la valuation du corps K. Vérifions que ¢a définit bien une valuation de K-espace vectoriel. On
a clairement vy (Ax) = v(A) + vf(x) et vf(x) = co & x =0 car 0 est le seul point d’annulation de f
par hypothese. Il reste a vérifier I'inégalité ultramétrique :

vp(x+9) 2 min(vy (x), v ()

On peut supposer que (x,y) est libre et que v¢(x) < vf(y). Considérons g(T) = f(Tx +y) qui est
irréductible de degré p sur K par I’hypothese faite sur f. Si a est une racine de g et L = K(«), alors
2(T)=Npx(T —a)f(x) car f(x) est le coefficient dominant de g. Ainsi :

fx+y)=f(x)Npk(l-a)

et puisque Ny /x(—a) = % €Ok, onaa €O etdonc f(x)| f(x+y), dou ve(x+y) > vr(x)

De 13, on peut considérer les boules fermées V"™ = f~1(m}) pour m > 0 et comme les normes sont
équivalentes en dimension finie sur un corps complet, V") est un Og-module libre de rang fini n
qui engendre K-linéairement K", autrement dit c’est un Og-réseau de K". Notons que pour tout

m, le quotient W,, = y(m) yyy(m+l) et yn k-espace vectoriel de dimension finie, et que, si 7t est une
uniformisante de K, le polynéme 7" f induit une fonction polynomiale homogene de degré p, f,, :
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W,, —> k. Plus précisément, si ej,...,e, € V(" induisent une k-base de W,,, alors f,, correspond 4 la
réduction dans k[Ty,..., T,] du polynome F,, = 7" f (T e; +---+ T,e,) qui est bien a coefficients entiers
car il est a valeurs entiéres sur les entiers et le corps résiduel k est infini.

Par construction, f,, ne s’annule qu’en 0 sur W,,. Par le lemme 7.1.0.1 appliqué a F,,, on obtient que
fm ne s’annule sur aucune extension ¢/k de degré premier a p : en effet, si f,, s'annule sur une telle
extension L/K, le lemme assure que F,, s’annule sur une extension L/K avec :

[L:K]
[k P

Z>

Mais par hypothese sur f,onap|[L: K] et pt[¢:k]donc p divise ce quotient, et c’est absurde.
On en déduit que f,, n’a pas de zéro-cycle de degré 1 et comme k est un corps C;(p), on a:

dim W,, < p’

pour tout m > 0. Or, comme V(0 est un Ok-réseau de K" :
p-1
Pl < = dimp(VO/mg V) = dim, (VO v P)) = Zdimk wi) < pi*!
j=0

ce qui est absurde.

Réciproquement, supposons que K est un corps CI.O+1 (p). Encore une fois, par compatibilité aux exten-
sions algébriques et parce que toute extension finie de k se releve en une extension finie (non-ramifiée
par exemple) de K, on se raméne a montrer que si g est un polyndme homogene a n > p’ variables a
coefficients dans k de degré p, alors I’hypersurface définie par g possede un 0-cycle de degré 1.

On choisit G un relevé de g homogéne de degré p a coefficients dans Ok et on considere :

p-1
f = ZT(]G(X]'J,. . "Xj,n)
j=0

qui est homogeéne de degré p a np variables. Puisque K est CiOH(p), f aun zéro-cycle de degré 1 sur
K donc s’annule sur une extension L/K de degré premier a p. On en déduit facilement (en prenant
une solution primitive dans Op) que g s’annule sur I’extension résiduelle et que X a un zéro-cycle de
degré 1 encore avec le lemme 7.1.0.3.

I1 reste enfin a expliquer comment on se raméne au cas ou le corps résiduel k est infini. Rappelons
que I’hypothese C?(p) est équivalente, par 6.3.0.6, a la condition C?(p) pour certaines extensions
qui sont des corps infinis, ce qui permet la réduction voulue. Plus précisément, si g est un nombre
premier, il correspond a l'extension séparable k(gq) de k (voir 6.2.0.2) une extension non-ramifiée
K(q) de K de corps résiduel k(g) dont toute extension finie intermédiaire est de degré premier a g,
et on peut montrer avec la méme preuve que 6.3.0.6 que si tous ces K(g) vérifient C?H(p), alors K
aussi. [

On a utilisé le lemme suivant.

Lemme 7.1.0.3. Soit k un corps infini et X une hypersurface de P" de degré d > 1. Alors X posséde un
0-cycle de degré d.
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Démonstration. L'hypersurface X est le lieu d’annulation d’un polynéme homogene f de degré d. On
commence par montrer qu’il existe un changement de variable linéaire qui permet d’écrire f = X{l +g
avec u = 0 et g qui ne fait apparaitre que des termes de degré au plus d — 1 en X;. Pour cela, il suffit
de montrer que si le nombre minimal de variables d’'un mondme apparaissant dans f est £ > 2,
alors il existe un changement de variables qui donne un nombre minimal de variables d’'un mondéme
apparaissant dans f d’au plus € — 1. Dans ce qui suit, on peut supposer que f possede un mondme

de la forme Xfl ...ng avec chaque f; > 1. Ecrivons :

f= Zaaga

|a|=d
la somme portant sur les multi-indices de degré d. On effectue le changement de variable suivant :
Xl = Yl + /\Y2

et X; =Y; pouri>2,avec A € k un parametre. On a donc :

a1
_ a1 I R O R a,
N X 1 AR T

lal=d j=0

_ Bitbrybs P
=) A Py v
)4

ou les ... ne font pas apparaitre ce premier mondme et la somme porte sur les multi-indices y de
degreé d tels que y; = p; pour i > 3 et y; +y, = p1 +po. Comme k est infini, il existe A tel que )}, A7 =0
car c’est un polynéome non-nul en A.

On peut donc supposer f = Xf + g comme décrit plus haut, et ainsi en choisissant des valeurs quel-
conques X,...,X, pour X,,..., X, dans k, on factorise f(T,x»,...,x,) = fi(T)... f(T) en produit d’irré-
ductibles dans k[T] et on en déduit en prenant des racines des f; dans des extensions de k de degrés
d; = deg(f;) que X posséde un 0-cycle de degré ) d; =d. O

On a traité le cas limite g = 0, et on s’occupe a présent du cas limite i = 0. Encore une fois,
I’hypothese de caractéristique nulle du corps résiduel peut étre supprimée et on peut supposer O
hensélien excellent plutdt que complet (voir [14] pour ’énoncé complet).

Théoréeme 7.1.0.4. Soit K un corps a valuation discréte complet de corps résiduel k de caractéristique

nulle, autrement dit K est le corps des séries de Laurent sur k. Alors le corps k est Cg si et seulement si K

q+1
est Cy .

Démonstration. On reprend les notations de la partie 4 sur la K-théorie de Milnor.

1 . o :
Supposons que K est un corps Cg+ . Puisque cette condition est stable par passage aux extensions
finies et que toute extension finie de k se reléve en une extension (non-ramifiée) de K, il suffit de
montrer que pour toute extension finie {/k, le morphisme :

Nei: Kg(€) — K, (k)
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est surjectif. On consideére L/K 1l’extension non-ramifiée associée a {/k et on a un diagramme com-
mutatif dont les colonnes sont données par les morphismes surjectifs de résidu (voir 4.3.0.2) :

N,
Ky (L) — Kgi1(K)

2] o

Kq(g) T/k) Kq(k)

et ce diagramme prouve cette premiere implication.

Supposons a présent que k est un corps Cg et donnons-nous L/K une extension finie de degré d. On
note € le corps résiduel de L. Il suffit de montrer que Ny : Kyy1(L)/dKy1(L) — Kgi1 (K )/qu+1( )
est surjectif, puisque I'image du morphisme norme contient toujours dK,,(K). Comme d est inver-
sible dans k, on a un diagramme commutatif (voir 4.2.0.4) :

K1 (L)/AK 1 (L) fux y K1 (K)/dK 41 (K)

<snL,a>l l<snK,a>

K1 (6)/dK g1 (€)@ Kg(0)/dKo(€) —5= Kgia (k)/dKg.q (k) @ K (k)/d Ky (k)

avec des uniformisantes 7t et 77; de K et L et e I'indice d’inertie de L/K. Les colonnes sont des
isomorphismes, et puisque k est C{ et de caractéristique nulle, sa dimension cohomologique est au
plus g d’apres 6.3.0.7, et donc par Bloch-Kato K, 1(k)/dK,.1(k) = 0 (ou plus simplement en repre-
nant la preuve de 6.3.0.7). Ainsi, au regard de la proposition 4.3.0.2, le morphisme horizontal du
bas devient simplement Ny, qui est surjectif car k est Cg. Le morphisme du dessus est donc aussi

surjectif.
O

Corollaire 7.1.0.5. Avec les mémes notations que dans le théoréme précédent et grice a 6.3.0.7, on en
déduit que :
cd(K) =cd(k)+ 1.

Enfin, voyons ce qu’il est possible de dire dans un casou i =0 et g # 0.

Théoréeme 7.1.0.6. Soit K un corps parfait a valuation discrete v, complet, de corps résiduel k parfait et
soit p un nombre premier. On suppose que k est un corps Cf_l(p) et C?_l(p) pour i,q > 1. Alors le corps K
est C?(p).

Démonstration. Comme dans la preuve de 7.1.0.2, on se ramene facilement au cas ou le corps résiduel
k est infini. Soit f un polyndme homogene de degré p a n > p' variables sur K (on se ramene a ce cas
par les arguments habituels de passage a une extension finie). On veut voir :

N, (f/K) = K (K).

Si f aun zéro dans une extension L/K de degré premier a p, il n’y a rien a faire car pK,(K) est contenu
dans N,(f/k) puisque, par le lemme 7.1.0.3, f possede un 0-cycle de degré p, et donc il existe des
corps d’annulation de f, L;/K de degrés d; et une relation de Bézout ) ; u;d; = p qui donne pour tout
symbole px € pK,(K) :

px = zuidix e ZNq(Li/K) C N, (f/k).
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On suppose a présent que f ne s’annule dans aucune extension de degré premier a p, et ainsi on peut
introduire les V("™ comme dans la preuve de 7.1.0.2. De I'égalité :

p-1
n= Zdimk wm
m=0

on déduit qu’il existe 0 < m < p avec dim W™ > p'~1. Puisque k est Cz-q_l(p), le polynéme f,, défini
comme dans 7.1.0.2 vérifie :

Ny (fnlk) = K, (k).

On rappelle alors que le morphisme de spécialisation induit un isomorphisme :
Uq(K)/Uql (K) = K, (k).

L’extension maximale non-ramifiée K™ de K est un corps C! par le théoréme de Lang 6.1.0.10 et la
remarque 6.1.0.11 en utilisant le fait que k est parfait, en particulier f posséde un 0 non-trivial dans
une extension finie non-ramifiée L de K, puisque p < n. La norme induite sur les unités O — O
est surjective car l'extension est non-ramifiée, et donc tout élément de Uql(K) se reléve par la norme

(en effet UG}(K) est engendré par les {xi,...,x,} avec x; € U!(K) et il suffit de relever x;). On a ainsi :
U, (K) € Ny (f/K).
En utilisant le lemme 7.1.0.1, on a alors :
Uy(K) S N, (f/K)US (K) = Ng(f/K)  (%).

A présent, deux cas sont possibles :

— S’il existe 0 < u < v < p avec W) = 0 et W) = 0, alors on prend x € V™ \ V#+1) et ¢
V@ v+ Le polyndéme h(T) = " f(Tx+y)envoie Ox dans Ok donc, comme k est infini, est
a coefficients dans Ok. De plus, par construction, le polyndme réduit 1 € k[T] ne s’annule qu’en
0 dans k, et donc & est multiple d’un polyndme d’Eisenstein et s’annule sur une extension L/K
totalement ramifiée. Ainsi f s’annule dans L et comme l’extension est totalement ramifiée, la
norme sur les extensions résiduelles est un isomorphisme et donc par le diagramme commuta-
tif 4.3.0.2, on obtient :

K4(K) = Nk (Ky(L)) + Ker d = Nk (Ky(L)) + Uy (K)

et on conclut avec (*).

— Tl existe un seul 0 < u < p avec W) = 0. Dans ce cas, on a:
dimW® = > p!
donc en définissant f(*) comme au dessus et en utilisant que k est un corps Cf_l(p), ona:
Kg-1(k) = Ng_y (f"/k).

On conclut alors comme avant grace a 7.1.0.1.
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7.2 Propriétés de transition pour la propriété C! forte de Witten-
berg en dehors de la caractéristique résiduelle

On introduit, selon Wittenberg, la propriéte Cf forte ainsi que les propriétés C? fortes en un

nombre premier p et en dehors de p, qui sont plus souples que la propriété Cf. On verra que les
corps p-adiques vérifient la condition C{ forte en dehors de p et la condition Cj.

Définition 7.2.0.1. (Propriété Cf forte de Wittenberg)
Soit K un corps. On dit que K vérifie la propriété Cf forte si pour toute extension finie L/K et tout L-schéma
propre X, ona:

[X : K] - (Kg(L)/Ny(X/L)) = 0

autrement dit I'exposant du groupe de torsion K,(L)/N,(X/L) divise I'indice cohomologique [X : K], (voir
5.2.0.1) (on rappelle que ce groupe est annulé par I'indice [X : L] par Uargument usuel de restriction-
corestriction).

Si p est un nombre premier, on raffine cela en deux notions différentes :

On dit que K vérifie la propriété C? forte en p (respectivement en dehors de p) si, avec les mémes quanti-

fications qu’au dessus, la divisibilité de I'exposant de (Kq(L)/Nq(X/L)) par [X : K], a lieu dans Z,, (resp.
dans Z[1/p)).

Puisque les hypersurfaces intervenant dans la définition de la propriété C! de Kato et Kuzumaki
ont une caractéristique d’Euler égale a 1, la condition C? forte entraine la condition C?.
Wittenberg démontre alors dans son article [30] un résultat analogue a 7.1.0.6, résultat qui nous per-
mettra notamment d’affirmer que les corps p-adiques sont C; en dehors de p, ce qui servira ensuite
a montrer que les corps de nombres totalement imaginaires sont C;. Encore une fois, on choisit de
se restreindre au cas de corps complets pour plus de simplicité.

Théoreme 7.2.0.2. (Wittenberg)
Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps des fractions K et de corps résiduel k, et soit £

non-nul dans k. Soit q > 1 un entier. Si k vérifie la condition Cf_l forte en € et Cg en { (i.e. cdy(k) < q),
alors K vérifie la propriété Cf forte en L.
En particulier, tout corps p-adique vérifie la propriété C{ forte en € # p.

Pour comprendre la preuve de ce théoreme, on a besoin d’un peu plus d’outils sur la géométrie
sur un anneau de valuation discrete.

7.2.1 Arithmétique des schémas sur un anneau de valuation discrete

Soit R un anneau de valuation discrete de corps des fractions K et de corps résiduel k et soit 7w une
uniformisante de R. Le schéma Spec(R) est alors, du point de vue topologique, la réunion disjointe
du fermé Spec(k) et de 'ouvert Spec(K) = D(m).

Géomeétriquement, on peut le voir comme un trait infinitésimal avec un point au milieu. Ainsi, si X
est un schéma sur Spec(R), on a aussi une décomposition de X" en la fibre spéciale X, fermée, et la
fibre générale X, ouverte.

La fibre spéciale est une hypersurface définie par I’équation p*r = 0 avec p : X — Spec(R) le mor-
phisme structural, et la fibre générale est 'ouvert p*r = 0.
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Si X est propre sur Spec(R), le critére valuatif de propreté assure d’ailleurs que "application cano-
nique :
X(R) — X(K)

est une bijection. Il est ainsi possible de réduire les points de X(K) dans X' (k).

On peut donner une interprétation géométrique pour clarifier tout ceci : A est une famille de sché-
mas qui varient au dessus du trait infinitésimal Spec(R), paramétrés par la coordonnée 7. En 7t = 0,
on retrouve la fibre spéciale et en 7w # 0, on a la fibre générique. Un k-point de A" est un point de
la fibre spécial défini sur k, un R-point de X" est une courbe infinitésimale y qui traverse A dans
la direction donnée par Spec(R), et I'application : X(R) — X'(k) est I’évaluation du chemin y en la
coordonnée 7t = 0.

g

X

Spec(R) ----@--» T
Spec(k)

D’autre part, un K-point de X est la donnée d’une courbe infinitésimale qui parcourt X dans la
direction donnée par 7w mais avec un éventuel pole en 7w = 0. Si X" est propre, un tel pole ne peut pas
exister a cause du critere valuatif, d’ou le fait que X'(R) = A'(K).

Si R est complet, alors pour toute extension finie séparable L/K on peut former S la cloture intégrale
de R dans L, qui est encore un anneau de valuation discrete complet avec une valuation qui étend
celle de R définie de facon unique. Dans ce cas, si X est propre sur R, X5 est propre sur S et donc on
a aussi une bijection :

X(S)=X(L).

On en déduit le lemme suivant, qui assure que l'on peut toujours réduire un point fermé de A en
un point fermé de A} bien défini, si X" est propre sur R.

Lemme 7.2.1.1. (Réduction des points fermés)
Soit R un anneau de valuation discréte complet et X un schéma propre sur R. Pour tout point fermé x de
Xk, il existe un unique point fermé (x| de Xj dans Z, 'adhérence de x dans X .

La fibre spéciale X} n’a pas de raison d’étre réguliére ou méme réduite, ce qui amene a la définition
suivante.

Définition 7.2.1.2. (Multiplicité de la fibre spéciale) Soit R un anneau de valuation discréte de corps
résiduel k et corps des fractions K et soit X un R-schéma de type fini. On définit la multiplicité de la fibre
spéciale comme le plus grand entier m > 1 tel que le diviseur de p*r soit divisible par m dans le groupe des
diviseurs de X. Si X est irréductible, c’est la longueur de I'anneau artinien Oy, , avec 1 le point générique

de A7,
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Exemple 7.2.1.3. Prenons k un corps quelconque de caractéristique différente de 2 et R = k[[¢]].
Considérons alors le R-schéma de type fini suivant :

X =SpecR[x]/(x* - t).
Ce schéma peut se représenter comme le voisinage infinitésimal de la parabole x> —t présde t = 0 :

X

Xk

Spec(R) ----@--»1

Spec(k)

La fibre spéciale est ici un point double, c’est le diviseur de x2, donc 2 fois le diviseur premier x, d’ou
une multiplicité de 2.

Du point de vue de la géométrie arithmétique et des propriétés diophantiennes des corps Q,, la
question qui nous intéresse est alors la suivante :
Si X est un schéma propre sur R un anneau de valuation discrete complet, quel est le lien entre les
points rationnels de X et les points rationnels de &} ?
Dans cette question, le mot point rationnel est a comprendre en un sens vague : on s’intéresse aux
points définis sur des extensions pas trop grandes. Une question plus précise consiste a chercher un
lien entre l'indice [X} : k] et I'indice [X : K], ou plutdt I'indice résiduel de X' sur K, noté [X : K]es
défini comme le pgcd des degrés d’inertie des extensions finies de K ou X possede un point.
On rappelle que le degré d’inertie d’'une extension L/K est le degré de l'extension résiduelle £/k
associée.
Le lemme 7.2.1.1 assure alors une premiere relation de divisibilité :

[Xk : k] | [X : K]res

pour X un R-schéma propre. L'autre relation n’est pas valable en général, mais Wittenberg démontre
tout de méme qu’elle ’est pour certains schémas : d’une part les schémas réguliers et plats de type
fini sur R (quand k est infini) et d’autre part les quotients par un groupe fini de schémas réguliers
projectifs et plats sur R (quand k est fini). Ces deux cas seront utiles respectivement pour obtenir la
propriété C{ des corps p-adiques en dehors de p et en p.

Proposition 7.2.1.4. Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps des fractions K et de corps
résiduel k et X un schéma sur Spec(R) qui vérifie 'une des deux conditions suivantes.
— X est plat, régulier, de type fini sur R, et le corps résiduel k est infini.

— X est le quotient par un groupe fini d’'un schéma projectif, régulier et plat sur R, et le corps résiduel
k est fini.
Alorsona:
[X : K]res | [Xk : k]
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On ne vas ici présenter qu’'une esquisse de preuve du résultat de Wittenberg, en mettant en avant
I'aspect géométrique, car les détails algébriques sont plutot techniques.

Démonstration. Commengons par le premier point. On montre un peu mieux : si x est un point fermé
de la fibre spéciale X}, alors Xx posséde un point fermé X telle que le corps résiduel du corps a va-
luation discrete K(x) soit le corps k(x).

Pour cela, on commence par se ramener au cas ou la fibre spéciale réduite Xlsed est réguliere en x

de la facon suivante : on considere ) LN A l'éclatement de X en le point fermé x dont le diviseur
exceptionnel est un espace projectif sur R. On cherche alors un point fermé y de Jx € ) dont le corps
résiduel soit le corps k(x) et qui se trouve sur une seule composante irréductible de ). Un tel point
existe car k est infini (les fermés Z N W avec Z et W composantes irréductibles distinctes de )k ne
recouvrent pas l’espace projectif au niveau des k(x)-points).

Comme l’éclatement ne change pas Xk (il est réalisé en un point de la fibre spéciale qui est disjointe
de la fibre générique), on peut supposer, quitte a remplacer X par ), que Xlze‘i est régulier en x.
Expliquons géométriquement ce que 'on souhaite faire a présent : on a un point fermé régulier x
de la fibre spéciale, et on souhaite tracer une courbe infinitésimale passant par x dont le corps rési-
duel du corps des fonctions soit k(x). L'idée est que A} est une hypersurface définie par = = 0, avec
7 une uniformisante de R, et donc Xlged est définie, au voisinage de x, par une équation t = 0 avec

t € \/mOy ,. La régularité de Oxlged’x = Oy ,/(t) va permettre de construire une courbe transversale a

Xkred : on peut compléter f en un systeme régulier de parametres (¢, fi,..., f,) de 'anneau local Oy ,,
et considérer la courbe donnée au voisinage de x par les équations f; = 0. Concretement, il s’agit de
considérer I'anneau de valuation discrete S = Oy ,/(f1,..., f,) et de voir qu’il est fini sur R, de sorte
que le morphisme canonique Spec(S) — X est une immersion fermée car il provient du morphisme
surjectif Oy , —> S qui s’étend localement autour de x de fagon surjective par finitude de S.

Le point générique de Spec(S) est alors envoyé dans la fibre générique de &’ sur un point fermé de
Xk, qui a comme corps résiduel celui de S, c’est a dire k(x).

On explique maintenant le second point : A" est le quotient d’un schéma projectif, régulier et plat
Y par l'action d’un groupe fini G. On note g : ) — X la projection. Soit alors x un point fermé
de Xy, et O = g7!(x)™d l'orbite réduite associée, qui est un fermé réduit de ). On fait éclater O, ce
qui donne un schéma Y et un morphisme d’éclatement )/ 2V Le groupe G agit encore sur Z par
’action tangente sur le diviseur exceptionnel, et on pose X = y/G, de sorte qu’on a un diagramme
commutatif de schémas sur R :

5 P

y—)
‘I\L lq
car p est G-équivariant. Puisque ) est régulier, le diviseur exceptionnel E = p~}(O) est un espace
projectif IP?, au dessus du schéma O, et G agit toujours sur E par l'action tangente. Notons que E est

un k(x)-schéma. On montre a présent que E/G est géométriquement irréductible : si k est une cloture
algébrique de k,on a :

E ®k(X) k = ]Pg®k(x)E

de sorte que les composantes irréductibles de E ®k(x)E sont en bijection avec les composantes irréduc-
tibles du k-schéma réduit O Ok (x) k qui est fini sur k, donc de dimension 0, et ainsi ces composantes
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irréductibles correspondent aux k-points de O. On montre alors que G agit transitivement sur les
k-points de O, ce qui nest pas surprenant car O est une orbite du point de vue topologique.

Ainsi, lorsqu’on forme le quotient E/G = g(E) C X, on obtient un schéma géométriquement irréduc-
tible de codimension 1 dans X car g est un morphisme fini et E est de codimension 1.

Comme X est un quotient d’un schéma normal par un groupe fini, il est encore normal (cela se véri-
fie au niveau des anneaux de fonctions en prenant les points fixes par l’action de G et en vérifiant que
I’anneau obtenu reste intégralement clos). Ainsi, X est régulier en dehors d’un fermé de codimension
au moins 2 et donc X est régulier en tout point d’un ouvert dense U de E/G.

On applique alors les bornes de Lang-Weil-Nisnevic (théoreme 8.1.0.1), la finitude de k, et le fait que
U est géométriquement integre pour en déduire que U posseéde un point fermé y tel que [k(p) : k]
soit premier a [X : K] es-

En rétrécissant encore l'ouvert U, on peut faire en sorte que X et /'/V\,fe‘i soient réguliers en y, et on peut

alors raisonner comme au dessus pour trouver un point fermé z de Xy tel que l’extension résiduelle
de K(z)/K soit k(y)/k. On a donc :

[X 2 Klres [ [K(9) < k] = [k(y)  k(x)][k(x) : k]

et par lemme de Gauss, [X : K],es | [k(x) : k]. Ceci permet de conclure.
[

Voyons tout de suite un corollaire intéressant sur les morphismes résiduel en K-théorie de Milnor
dt a Wittenberg.

Corollaire 7.2.1.5. Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps des fractions K et de corps
résiduel k et X un schéma sur Spec(R) qui soit plat, régulier, et propre. Alors on a I’égalité suivante pour
toutq>1:

aNq(XK/K) = Nq—l(‘)(k/k)

a Uintérieur du groupe K,_ (k).

Démonstration. L'inclusion de gauche a droite est élémentaire : si x est un L-point de & avec L/K une
extension finie de corps résiduel ¢/k, alors pour tout symbole a € K (L), on a:

INp k(@) = Ngjp(da) € Ny_1 (Xy/k)

car Ay possede un £-point par propreté de X, en réduisant le point x.

Montrons alors I'inclusion inverse. Soit donc f = Ny (y) € N,_1(Xy/k) avec y € K,_1({) et avec {/k
une extension finie ou X’ possede un point. Si k est infini, la preuve de la proposition suivante 7.2.1.4
assure qu’il existe une extension finie L/K ou X posséde un point et dont le corps résiduel est £. 11
suffit alors d’observer le diagramme commutatif suivant 4.3.0.2 pour conclure :

K (L) —Z K, 1(0)

NL/K\L lNZ/k

Kq(K) T) Kq—l(k)
Il reste a traiter le cas ou le corps résiduel k est fini en se ramenant au cas infini de la fagon suivante.
A cause de la suite exacte 7, le groupe Ky-1(k)/INy(Xk/K) est d’exposant fini donc il existe n >

1 tel que np € dN,(Xk/K). On construit alors une tour infinie d’extensions k = kg C k; C ... avec
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ki,1/k; finie de degré premier a n. Il leur correspond des extensions non-ramifiées K = Ko C K; C....
d’anneaux d’entiers R = Ry C R; C.... On forme alors K, = |J; K;, R, = U; R; et ko, = U; k;. Puisque
le corps k, est infini, le cas précédent (qui est en fait encore valable pour un anneau de valuation
discrete hensélien excellent, et R, est excellent 7.2.1.6) appliqué a I'image f., de p dans le groupe
Ny_1(Xy /ke) montre qu'il existe a,, € Ny(Xx_/Ky) tel que da = Poo- Finalement, on trouve «; €
N, (Xx,/K;) dont le bord est I'image B; de f dans le groupe K,_;(X},/k;). Ainsi, en prenant la norme,
ona:

[ki : KIp € (N, (X/K)
et on conclut parce que [k; : k] est premier a n. O

Remarque 7.2.1.6. La raison pour laquelle 'anneau R, dans la preuve ci-dessus est encore excellent
est assez technique, mais dans la suite le cas qui nous intéresse est celui des corps p-adiques, et
la question ne se pose alors méme pas puisque ce sont des corps de caractéristique nulle. Une ex-
plication possible, due a mon encadrant D. Izquierdo, repose sur une caractérisation des anneaux
henséliens excellents par la notion de F-finitude (voir [23], proposition 2.6.1).

Avec les mémes notations qu’avant, on définit aussi I'indice de ramification de & comme le pgcd
des degrés de ramification des extensions finies de K ou &’ posséde un point, et on le note [&": K],,,.
I1 est alors possible de démontrer que cet indice divise la multiplicité de la fibre spéciale hors de la
caractéristique de k sous de bonnes hypotheses.

Proposition 7.2.1.7. Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps des fractions K et de corps
résiduel k et X un schéma sur Spec(R) de type fini, régulier, irréductible, propre et plat. On a alors la
divisibilité suivante dans l'anneau Z si k est de caractéristique nulle et dans 'anneau Z[1/p]sip > 0 est la
caractéristique de k :

[X : K]ram | I’l
avec p la multiplicité de la fibre spéciale définie en 7.2.1.2.

Dans l'article de Wittenberg, la preuve de cet énoncé renvoie a [27], au chapitre 9.1, corollaire 9 et
lemme 4. Donnons une vague idée de pourquoi cet énoncé est vrai : si Z est une composante integre
de la fibre spéciale X}, on construit un point fermé de &, ¥ : Spec(O;) — A& avec L/K une extension
finie, de sorte que y traverse Z en un point x qui est dans une seule composante irréductible de X}.
On a alors des morphismes d’anneaux locaux :

OX,Z e OXX —> OL

qui permettent de comparer la valuation de 7w dans Oy a son ordre d’annulation dans Oy ;.

7.2.2 Apparteé sur la résolution des singularités

Un autre ingrédient essentiel dans les dévissages faits par Wittenberg pour obtenir la propriété
de transition (et plus tard pour obtenir que les corps de nombres totalement imaginaires sont C;)
est une forme de "résolution" des singularités, ou l'on utilise des guillemets car en caractéristique
non-nulle on est obligé d’utiliser une forme plus faible de résolution des singularités puisque celle-
ci n’est pas prouvée.
Expliquons rapidement de quoi traite la résolution des singularités sur un corps K. L'idée générale
de la résolution des singularités est de partir d’'un K-schéma X disons de type fini séparé et de

. . . f
construire un schéma X’ et un morphisme X’ — X tels que:
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— X et X’ se ressemblent beaucoup, ce qui peut vouloir dire que f est propre, birationnelle, ou du
moins qu’elle est finie, ou génériquement finie, et qu’on controle bien les degrés des extensions
résiduelles en les points maximaux.

— X’ est régulier.

Une premiére idée est de considérer la normalisation X de X, qui est bien birationnelle a X mais
n’est régulier que sur le complémentaire d’un fermé de codimension au moins 2. Si X est une courbe,
cela fournit donc bien une résolution des singularités.

En caractéristique 0, la résolution des singularités est entierement résolue par Hironaka.

Théoreme 7.2.2.1. (Hironaka) Soit K un corps de caractéristique 0 et X un K-schéma de type fini séparé.
Il existe alors Y — X un morphisme propre et birationnel de K-schémas de type fini séparés avec Y régulier
(et donc lisse sur K car K est parfait).

La preuve originale d’Hironaka est tres compliquée et repose sur 'idée d’éclater X en des sous-
variétés régulieres pour faire baisser certains invariants numériques jusqu’a avoir résolu le probleme.
Elle a depuis été reformulée et grandement simplifiée.

Pour ce qui est de la caractéristique positive, le résultat n’est pas connu a ce jour mais De Jong
a proposé une alternative dans son article [11]. Il introduit le concept plus faible d’altération et
démontre que X possede toujours une altération réguliére.

Définition 7.2.2.2. Soit X un K-schéma de type fini séparé. Une altération de X est un K-schéma de type
fini séparé Y de méme dimension que X muni d’'un morphisme Y — X propre et dominant.

Les résultats de De Jong ont ensuite été raffinés par Gabber (voir la présentation d’'Illusie [8] a ce
sujet) pour s’appliquer a des situations plus générales. Les deux résultats qu’on utilisera sont adaptés
de [8], théoréme 1.4 et [11], théoréme 5.9, et sont présentés ici dans la forme plus simple dont on
aura besoin.

Théoréeme 7.2.2.3. (Gabber)

Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k et de corps des fractions K et soit X
un schéma propre sur R, irréductible pour simplifier. Soit € un nombre premier non-nul dans k. Il existe
alors une altération Y — X génériquement finie, de degré en le point générique premier a {, induite par
un morphisme ) — X de R-schémas, avec ) régulier propre et plat sur R.

Le théoreme suivant affirme qu’en général, on peut modifier un schéma X" en un schéma qui n’est
pas tout a fait régulier mais qui possede seulement des singularités quotients, avec cette fois-ci un
morphisme birationnel propre entre les deux.

Théoreme 7.2.2.4. (Version équivariante du théoreme de Gabber)

Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k et de corps des fractions K et soit X un
schéma propre irréductible sur R. Il existe alors un R-schéma ) irréductible, régulier, projectif et plat muni
d’une action R-linéaire d’un groupe fini G et un morphisme f : Y/G — X propre et birationnel.

7.2.3 Preuve du théoreme de transition de Wittenberg

On démontre alors le théoreme 7.2.0.2 en gardant les notations du théoreme.
Toutes les hypothéses restant vraies en passant a une extension finie, il suffit de montrer que pour
tout K-schéma propre X et tout faisceau cohérent F sur X, x (X, F) annule la £*-torsion de K, (K)/N,(X/K).
On utilise alors un dévissage a la Wittenberg 5.2.0.2 portant sur 'entier ny défini comme la plus
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grande puissance de ¢ qui divise 'exposant de K, (K)/N4(X/K) si X est non-vide, et 0 sinon.

La divisibilité entre les entiers ny n’est pas difficile a établir, et on doit donc trouver, pour tout K-
schéma propre intégre X, un schéma intégre propre Y au dessus de X pour lequel ny | x(Y), dont le
degré au dessus de X est premier a £.

Par le théoreme de Gabber 7.2.2.3, on trouve un schéma Y au dessus de X propre et integre, dont le
degré au dessus de X est premier a £, sous la forme Y = Vg avec ) un R-schéma irréductible, régulier,
propre et plat.

On se ramene donc a I’énoncé suivant.

Lemme 7.2.3.1. Sous les hypothéses et notations du théoréme précédent, si X' est un R-schéma irréductible,
régulier, propre et plat, et si X = Xy, alors on a ny | x(X).

Donnons les ingrédients principaux de la preuve de cet énoncé. L'idée est de se ramener a la fibre
spéciale de X, qui est un k-schéma propre, puis d’utiliser ’hypothese sur le corps k.

Démonstration. On note p la multiplicité de la fibre spéciale de X, définie en 7.2.1.2. Ainsi, le divi-
seur associé a une uniformisante 7= de R s’écrit uD avec D un diviseur effectif contenu dans la fibre
spéciale. A D, on associe un fermé Z défini par le faisceau d’idéaux Oy(-D).

Puisque Z est un k-schéma propre et par hypothese sur le corps k, on obtient que x(Z) annule la
¢>-torsion du groupe K,_;(k)/N,_1(Z/k), mais ce groupe est aussi égal a K,_;(k)/N,_(X;/k) car les
points fermés de Z et de A sont les mémes : ces deux schémas ont le méme sous-schéma réduit.

On utilise alors le corollaire 7.2.1.5 qui affirme que :

Ny_1(Xp/k) = INg(Xk/K)
et donc que x(Z) annule la {*-torsion de K,_; (k)/dN,(Xx/K).
Ainsi, dans la suite exacte 7, avec X = X :

Uq(K) N Kq(K) N Kq—l(k) N
Uy(K) NN, (X/K) N4 (X/K) IN,(X/K)

0—

X(Z) tue la €*°-torsion du membre de droite. Ensault, Levine et Wittenberg démontrent dans [7], pro-
position 2.4, que x(X) = px(Z) de sorte que si 'on montre aussi que y tue la {*°-torsion du membre
de gauche que l'on note G, on aura gagné. Par la proposition 7.2.1.7, il suffit en fait de montrer que
I'indice de ramification [X : K];,m, tue la {*-torsion de G.

Autrement dit, il suffit de montrer que pour toute extension finie M/K ou X possede un point, I'in-
dice de ramification e(M/K) de I’extension M/K tue la {*°-torsion de G.

On s’attaque donc a ce dernier point. Pour cela, on contemple, avec les notations de 4, le diagramme
commutatif a lignes exactes suivant (voir le troisieme point de la proposition 4.3.0.2) en notant m le
corps résiduel de M :

0 —— Uy (M) ——— Uy(M) ———— Ky(m) ——— 0

NM/K\L NM/K\L le(M/K)Nm/k

0 —— U (K) ——— Uy(K) —— Ky(k) ——— 0

| | |

Uy (K) U, (K) . K, (k)
Nk Uy (M) Npy/xUg(M) " e(M/K)N,, i Ky (m) ’




avec la troisieme ligne qui s’obtient en prenant les conoyaux. Observons que Uql(K ) est ¢-divisible
parce que 1+my l'est par complétude de K et parce que € est différent de la caractéristique résiduelle,
de sorte que le quotient Uql(K)/NM/K U; (M) est ¢-divisible et de torsion et donc que son produit
tensoriel avec Z, est nul.

On tensorise alors la troisieme ligne par Z, et on obtient un isomorphisme :

UK) Kb

_—® o
Ny Ug(M) 87 e(M/K)N,y K, (m)

®Zy.

Comme k vérifie Cg en ¢, le deuxiéme membre de cet isomorphisme est tué par e(M/K) et donc le
premier aussi. Ceci conclut la preuve de ce lemme, et du théoreme de Wittenberg 7.2.0.2. ]
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Chapitre 8

Proprietes diophantiennes des corps
p-adiques

Le but de cette partie est de comprendre la preuve de Wittenberg du fait que les corps p-adiques
vérifient la propriété C; de Kato et Kuzumaki, confirmant ainsi la conjecture de Kato et Kuzumaki
pour ces corps-ci car ils sont de dimension cohomologique 2 d’apres le corollaire 7.1.0.5 (qui reste
vrai si le corps résiduel est de caractéristique positive). Rappelons qu’on a vu, dans le théoreme
7.2.0.2 de Wittenberg qu’un corps p-adique vérifie toujours la propriété C| forte en dehors de p.
On sera naturellement amenés, dans cette partie, a s’intéresser aux schémas sur des anneaux de
valuation discrete et sur des corps finis. On fera donc appel aux bornes de Lang-Weil-Nisnevi¢ qui
interviennent dans les questions de points rationnels sur les corps finis.

8.1 Bornes de Lang-Weil-Nisnevi¢

Les bornes de Lang-Weil-Nisnevi¢ sont aujourd’hui un corollaire des conjectures de Weil, mais
elles peuvent aussi se démontrer directement [26]. On utilisera dans la suite la forme suivante :

Théoréme 8.1.0.1. (Bornes de Lang-Weil-Nisnevic) Soit k un corps fini de cardinal q et X un k-schéma de
type fini géométriquement irréductible séparé de dimension d > 1. 1l existe alors une constante C > 0 telle
que, pour toute extension finie €/k :

X () - 1o < clef-3.

En particulier, X a des points dans Fgn pour n assez grand, et pour tout m > 1, X posséde un point dans
une extension de k de degré premier a m. Ceci implique aussi que :

[X:k]=1.
Dans le cas ou X n’est pas géométriquement irréductible, on a quand méme 1’énoncé suivant.
Corollaire 8.1.0.2. Soit k un corps fini de cardinal q et X un k-schéma de type fini séparé. On a alors :
[X :kley = [X 1 k] =[X: k],

avec [X : k¢ Uindice étendu défini comme le pged des degrés des extensions ky avec Z composante intégre
de X (kz désigne la cloture algébrique de k dans k(Z)), et [X : k], I'indice cohomologique (voir 5.2.0.1).
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Démonstration. On rappelle qu’on a toujours [X : k] | [X : k], | [X : k].

Soit maintenant Z une composante integre de X et £ = k; son corps des constantes. L'extension €/k
est finie car € est une extension algébrique et de type finie car contenue dans une extension de type
fini k(Z)/k. Montrons que toute composante integre W de Z, est géométriquement integre : ceci n’est
pas automatique et repose sur le caractére fini de k (par exemple, si X est le schéma X3 = 2 sur le
corps Q, il est intégre, son corps des constantes est L = Q(a) avec a = 21/3 et X; est formé de deux
composantes integres dont une qui n'est pas géométriquement integre car son changement de base a
la cloture galoisienne de L n’est pas integre).

Tout repose sur le fait que ¢/k est galoisienne, de sorte que G = Gal({/k) agit sur les composantes
integres de Z,. Le point générique de Z donne un morphisme dominant :

Speck(Z) — Z

qui par platitude de ¢/k donne encore un morphisme dominant :

Speck(Z) @ ¢ — Z,.
Orona:
K(Z)® € = k(Z)®; (€@ €) = k(Z) @y ]_[e = ]_[k(Z)
oeG oeG
de sorte qu’on a un morphisme dominant et G-équivariant :
|_| f
Speck(Z) — Z,.

Notons 7, le point de Speck(Z) dans la copie indexée par o. A cause de 'action de G qui est transitive

sur les #,, les fermés irréductibles f(7,) ont tous la méme dimension, et comme f est dominante,
ce sont des composantes irréductibles de Z,. Ainsi, les composantes irréductibles de Z, ont toutes
méme dimension et G agit transitivement dessus. Ainsi, si W = f(#,,) est une composante irréductible
(réduite) de Z, et si U est un ouvert affine dense de W, on a un morphisme injectif d’anneaux :

O(U) — k(Z)

et comme U est un {-schéma, on a aussi € C O(U) C k(Z), or € est algébriquement clos dans k(Z) par
construction, donc dans Frac(O(U)), ce qui montre bien que W est géométriquement integre.

Ainsi les bornes de Lang-Weil Nisnevi¢ assurent que W possede un 0-cycle de degré 1, de sorte
que Z possede un 0-cycle de degré [k : k]. On a donc :

(X : k][ [kz : K]

ce qui permet de conclure. O

8.2 Les corps p-adiques sont C;

Nous avons tous les ingrédients en main pour comprendre la preuve de Wittenberg du fait que
les corps p-adiques sont C;. L'idée est d’utiliser un dévissage grace aux altérations de De Jong, en se
basant sur la réflexion suivante : si X est un schéma de type fini non-vide sur un corps p-adique K
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de corps résiduel k, I'indice résiduel [X : K],.s défini plus haut comme le pgcd des degrés d’inertie
des extensions de K ou X posséde un point est égal a 'ordre du groupe cyclique :

Ko (k)/dN1(X/K)

car Ky(k) = Z et d est donné par la valuation. On utilisera alors la suite exacte 7 pour conclure.
En dévissant grace au théoreme 5.2.0.2 de Wittenberg, on obtient que pour tout K-schéma propre X
et tout faisceau cohérent F sur X,on a:

[X: Klres [ [X : K]y

Démonstration. En effet, il faut vérifier que pour tout K-schéma propre X integre, il existe f : ¥ — X
birationnel avec Y propre et integre sur K tel que [Y : K],es | X(Y).

En considérant Ky le corps des constantes de X qui est une extension finie de X et X’ la normalisation
de X, qui est naturellement un Kx-schéma géométriquement integre et propre, et en appliquant le
theoréme 7.2.2.4 & un modele propre de X’ sur I’anneau des entiers Ok, on se ramene a montrer que
si Y est un schéma irréductible, régulier, projectif et plat sur ’'anneau des entiers R de K sur lequel
un groupe fini G agit de facon R-linéaire, et si l’'on pose X = /G, alors :

[X : K]res | X(XK)
On utilise alors la seconde partie de la proposition 7.2.1.4 pour obtenir :

[X i Klres = [Xh : k]
La platitude de A’ sur R entraine alors que :
X (Xx) = x(Xg)

et ainsi on se rameéne a montrer la divisibilité suivante :

(X < k]| x(Xe).
Les corollaires 5.2.0.3 et 8.1.0.2 permettent de conclure. O

On en déduit finalement le théoreme suivant.

Théoreme 8.2.0.1. (Wittenberg)
Les corps p-adiques vérifient la propriété C;.
Démonstration. Une extension finie d’un corps p-adique est encore un corps p-adique, donc il s’agit
simplement de montrer que si K est un corps p-adique et X une hypersurface de IP” de degré d <,
alorson a:

K* = Ny (X/K).
De ce qui précede,on a:

[X: K]pes = 1
car x(X) =1.On en déduit :
Ko(k)/dN1(X/K) =0

et la suite exacte 7 pour g = 1 donne alors un isomorphisme :

R* K>

R<NN;(X/K) ~ Ny(X/K)’

L’extension maximale non-ramifiée de K, K’, est un corps C! par le théoréme de Lang 6.1.0.10
et la remarque 6.1.0.11 donc X posséde un point dans une extension L/K finie non-ramifiée, et la

norme O — R* est surjective, donc le terme de gauche de I'isomorphisme est nul, ce qui permet de
conclure. O]
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Chapitre 9

La propriété C; pour les corps de nombres

On s’intéresse a présent a la conjecture de Kato et Kuzumaki pour les corps de nombres. Le seul
cas intéressant est celui des corps de nombres totalement imaginaires, qui sont de dimension coho-
mologique 2, sinon la dimension cohomologique est infinie et la propriété Cz-q n’est jamais vérifiée.
On présente ici deux preuves différentes du théoréme suivant, I’'une due a Izquierdo et 'autre a
Wittenberg, dans 'ordre anti-chronologique.

Théoréme 9.0.0.1. Tout corps de nombres totalement imaginaire est C1.

Les deux sont basées sur le cas des corps p-adiques établi par Wittenberg et sur un principe local
global. La preuve d’Izquierdo repose aussi sur la théorie des corps hilbertiens et est assez directe une
fois qu’on a mis en place la théorie des tores multinormiques, tandis que celle de Wittenberg passe
par un dévissage qui provient encore une fois du théoreme 5.2.0.2. On présente les deux approches
dans la suite.

Dans les deux cas notons que, comme toute extension finie d’un corps de nombres totalement ima-
ginaire est encore totalement imaginaire, il suffit de montrer que pour toute hypersurface X de P%
de degré au plus n,on a:

H(X/K)=0

avec H(X/K) = ﬁxﬂo Commengons par établir quelques notations et définitions.
Définition 9.0.0.2. Soit K un corps de nombres et X un K-schéma de type fini. On lui associe un systéme
d’extensions de K, Lx défini comme 'ensemble des extensions finies de K sur lesquelles X posséde un point.

Suivant la définition 3.6.0.1, on définit le tore multinormique infini Tx via la formule suivante :
TX - TLX'
On a alors clairement, pour toute extension finie E/K :
Txie = TgE-
Ceci permet de définir les groupes de cohomologie H' (K, Tx) et de Tate-Shafarevich III' (K, Tx). On a alors :
H(X/K)=HYK, Ty).

Enfin, notons que si S est un ensemble quelconque de places de K, il est possible de définir des groupes de
Tate-Shafarevich restreints aux places de S :

I1% (K, A) = Ker| H"(K, A) —> ]_[H”(KU,A)
veS

pour A un Gg-module topologique.
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9.1 Approche de D.Izquierdo par la théorie des corps hilbertiens

L'idée de la preuve d’Izquierdo est la suivante. On sait que chaque H(X,/K,) est nul d’apres le
cas des corps p-adiques 8.2.0.1 et parce que K est totalement imaginaire. Il reste alors a montrer que
le morphisme :

H(X/K) — |_[ H(X,/K,)

VEQK

est injectif. Pour cela, on commence par faire l'observation suivante, tres naturelle, qui justifie ’uti-
lisation des groupes de Tate-Shafarevich pour résoudre ce probléme. La preuve de ce lemme repose
sur le théoreme de Greenberg et sur le théoréme de Tarski-Seidenberg si on veut autoriser des places
réelles.

Lemme 9.1.0.1. Soit K un corps de nombres et X un K-schéma. On a alors I’égalité suivante :

I (K, Ty) = Ker | H(X/K) —> ]_[ H(X,/Ky)|.

VEQK

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si [x] € H(X/K) avec x € K*, alors pour toute place v les
énoncés suivants sont équivalents :

— x est un élément de N (X,/K,).
— x estdans (N(L,/K,) | X(L) = 0).

Le second point implique bien le premier car L, se scinde en un produit d’extensions finies de K,
qui contiennent L, de sorte que X a bien des points sur chacune d’elles. Ensuite, en supposant que
x = Ng/k, (¥) avec [ une extension finie de K, telle que X([) # (), montrons le second point. On peut
clairement supposer X affine, et on note G’ la cloture algébrique de K dans L.

Si v est finie, il est alors possible de trouver un modele X de X sur I’anneau de valuation discrete OKV
qui possede un O-point.

Ainsi, X possede un Or/m-point pour tout 7, et par le théoréme d’approximation de Greenberg
6.1.0.9, comme l'anneau O N [ est hensélien excellent, X' posséde un point dans cet anneau donc
dans [/, et donc X aussi. Ainsi X posséde un point dans une extension finie L de K telle que L C [,
ce qui permet de conclure.

Si v est complexe, ce qu'on veut montrer découle directement du Nullstellensatz.

Le cas réel repose sur l'utilisation du principe de Tarski-Seidenberg (corollaire 4.1.6 de [21]) : il s’agit
de montrer que si K est un corps de nombres contenu dans IR et si X a un point réel, alors X a un
point sur la cloture algébrique de K dans RR. Puisqu’on ne s’intéresse dans cette partie qu’au cas des
corps de nombres totalement imaginaires, ce point n’est d’ailleurs pas tres important. ]

On s’intéresse a présent a un cas ou ce groupe de Tate-Shafarevich est nul. C’est une application
du théoréeme de Demarche et Wei généralisé 3.6.0.5.

Théoreme 9.1.0.2. (Izquierdo)
Soit K un corps de nombres et X un K-schéma de type fini qui contient un fermé géométriquement intégre.
Le systéme d’extensions Ly est alors séparé (voir définition 3.6.0.2) et en particulier :

I (K, Tx) = 0.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que Lx est séparé puis d’appliquer le théoréeme d’annulation de
Demarche et Wei généralisé 3.6.0.5. En d’autres termes, il s’agit de montrer que si X a un point dans
une extension finie L/K, alors il existe L’ ou X a aussi un point avec L’NL =K.

Au vu des hypotheses, on peut ici supposer que X est géométriquement integre et affine, quitte a
oublier le fait que X a un point dans L : ¢a n’est méme pas nécessaire a la preuve. Par un théoreme de
Bertini appliqué a un ouvert affine de X, X contient une courbe quasi-projective géométriquement
integre, et ainsi on peut supposer que X est une courbe quasi-projective géométriquement integre.
On peut méme supposer, quitte a prendre un ouvert plus petit, que cette courbe est contenue dans
IP%< car elle est birationnelle a une courbe plane. Ainsi, X est un ouvert d’une courbe projective plane
C définie par I’équation g(X,Y,Z) = 0 avec g irréductible homogene, qu’on peut supposer dépendant
non-trivialement de la premiére variable, i.e. dxg # 0.

Par la théorie des corps Hilbertiens (voir l'article d’Izquierdo [10] pour les détails) et puisque g est
irréductible sur K, il existe une infinité de couples (y,z) € K? tels que le polyndme g(X,v,z) est
irréductible sur L. Puisque X est cofini dans la courbe C, on a donc une infinité de points fermés
[x:p:2z]de X avec y,z € K tels que, si L’ = K(x), alors LN L = K car L’ est le corps de rupture de
2(X,v,z), irréductible sur L. O

Voici comment déduire de ce théoreme la preuve du fait que les corps de nombres totalement
imaginaires vérifient la propriété C.

Démonstration. Soit donc K un corps de nombres totalement imaginaire et X une hypersurface de
Py de degré au plus n. On a ainsi :

x(X)=1.
Or, par le corollaire 5.2.0.3 du principe de dévissage a la Wittenberg, l'indice étendu de X sur K

divise x(X), et donc vaut 1. On en déduit qu’il existe des fermés integres Z;,...,Z, de X tels que, en
notant K; la cloture algébrique de K dans K(Z;), on ait :

pged;[K; : K] =1.

Ainsi, pour tout i, Xg. possede un fermé géométriquement integre : il suffit de prendre une com-
posante irreductible de (Z;)k,, qui est géométriquement irréductible car K; est algébriquement clos
dans son corps des fonctions, et il est géométriquement réduit car il est réduit et K est de caractéris-
tique nulle.

On applique alors le théoreme 9.1.0.2 :

lHl(KZ-,TXKi) =0

pour tout i, avec la notation du théoreme 9.1.0.2.

Un principe de restriction-corestriction (voir 3.6) permet d’en déduire que pour tout i, [K; : K] tue le
groupe 111! (K, Tx) et donc que ce groupe est nul. On en déduit le théoréme 9.0.0.1 par le cas connu
des corps p-adiques 8.2.0.1. O

9.2 Approche de O. Wittenberg par dévissage

L'idée de la preuve de Wittenberg est d’utiliser le dévissage 5.2.0.2 démontré dans l'apparté géo-
meétrique pour se ramener aux cas des variétés lisses de caractéristique d’Euler 1, sur lesquelles
I’énoncé s’obtient par passage local global et par la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch. Les in-
grédients pour justifier ce passage local global viennent de l'article de Kato et Saito [13]. On les
résume dans le lemme suivant dont on ne donnera pas de preuve.

110



Lemme 9.2.0.1. (Kato, Saito) Soit K un corps de nombres et X une variété propre lisse géométriquement
irréductible sur K. Le morphisme :

N (X/K) — | [ Ni(X,, &)

veS

est alors d’image dense. De plus, si S est un ensemble fini de places de K, on a :

I (K, Ty) = l_[H(Xv/Kv).
ves

On peut a présent expliquer la preuve de Wittenberg du théoreme 9.0.0.1.

Démonstration. Fixons n > 1.

Si X est un schéma propre non-vide sur un corps K, on note [X : K] I'indice de X sur K, c’est a dire le
pgcd des degrés des corps résiduels de X sur K (qui vaut 0 si X est vide). On a alors [X : K|H(X/K) =0
et donc H(X/K) est toujours un groupe de torsion.

Notre but est toujours de montrer que si K est totalement imaginaire et X est une hypersurface de
Py de degré d < n, alors H(X/K) = 0.

On considere alors S 'ensemble des places finies de K de caractéristique résiduelle inférieure ou
égale a N, un entier qui ne dépend que de n a choisir plus tard, et on s’intéresse, pour tout schéma
propre sur K au groupe de Tate-Shafarevich restreint du tore multinormique associé a X :

IIL(K, Ty) = Ker | H(X/K) — l_[H(Xv/Kv) .

veS

Cette égalité vient du lemme 9.1.0.1 dont la preuve s’adapte tout a fait au cas restreint.
Remarquons ensuite que, si X est non-vide, le groupe N;(X,/k,) est un sous-groupe ouvert de K\ car
il contient (KX,
On considére alors ny l'exposant du groupe II5(K, Tx) si X est non-vide, et nx = 0 sinon. On a
ainsi ny | [X : K]. On va lui appliquer le principe de dévissage 5.2.0.2 pour voir que ny | x(X). Ceci
permettra de conclure car, dans le cas qui nous intéresse, X est une hypersurface de degré inférieur
ou égal a n et donc x(X) = 1, et on aura donc H(X/K) qui s’injecte dans [[,.s H(X,/K,), mais ce
groupe-ci est nul parce que K, vérifie la propriété C{ d’aprés 8.2.0.1. Vérifions donc que le dévissage
s’applique bien pour les K-schémas propres de dimension au plus n—1.
D’abord, si f : Y — X est un morphisme de K-schémas propres non-vides, on a un morphisme
induit :

H(Y/K) — H(X/K)

et de méme au niveau des complétés, ce qui donne un morphisme :
1L (K, Ty) — T (K, Tx).
Montrons que ce morphisme est surjectif, ce qui nous donnera :
nx | ny.

Soit donc [x] € HI;(K, Tx), avec x € K*. Pour tout v € S, on a x € N{(X,/K,), or par 9.2.0.1, I'applica-
tion Ny (X/K) — [],es N1(X,, K, ) est d'image dense de sorte qu’on peut supposer x, aussi proche de
1 qu’on veut pour tout v € S sans changer [x], et en particulier x, € Ny (Y,, k,) car c’est un sous-groupe
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ouvert (Y étant non-vide), et ainsi [x] vient d’un élément de Hlé(K, Tx).
Ensuite, si X est un schéma propre intégre sur K (donc non-vide) de dimension au plus n—1, comme
on est en caractéristique 0, la résolution des singularités d’Hironaka 7.2.2.1 s’applique et on obtient
un schéma propre integre lisse Y et un morphisme birationnel ¥ — X, donc de degré 1 qui est
premier a ny, et il reste a vérifier que :

ny | x(Y)

pour terminer la preuve du dévissage a la Wittenberg. Pour pouvoir appliquer la deuxieme partie du
lemme 9.2.0.1 de Kato et Saito, on a besoin de se ramener au cas ou Y est géométriquement intégre. Y
est déja géométriquement réduit car on est en caractéristique 0, et si ’on note Ky la cloture algébrique
de K dans K(Y), Y est un schéma géométriquement intégre sur Ky car il est normal (on note Y’ ce
schéma sur Ky) et on a un morphisme donné par la norme de Ky sur K :

11}, (Ky, Ty,) — LIL(K, Ty)

avec S’ I'’ensemble des places de Ky au dessus de K (Ky/K est une extension finie car elle est algé-
brique et c’est une sous-extension d’une extension finiment engendrée).

Le conoyau de ce morphisme est annulé par [Ky : K] car si [x] € HI;(K, Ty),on a x = Nk, /k(x) et
on peut supposer que la classe de x dans H(Y’/Ky) soit dans I11§,(Ky, Ty’) quitte a rapprocher x de 1
en chaque place en utilisant le méme argument de densité qu’avant.

On en déduit que ny | ny/[Ky : K].

De plus :

[KyiK]

x(Y)=) (1) dimg H'(Y,0y) = ) (~1)/[Ky : K]dimg, H'(Y,0y) = [Ky : K]x(Y")
i i
de sorte que, si on sait que ny- | x(Y’), on obtient ny | x(Y).
Il reste donc a démontrer que, si X est une variété projective lisse géométriquement integre sur K de

dimension au plus n—1, on a ny | x(X).
Or, X étant lisse, le corollaire de la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch 5.4.0.6 donne :

nx | [X K] x(X)

dans l'anneau Z[1/(2(n — 1))!], autrement dit la divisibilité ny | x(X) vaut en tout nombre premier
suffisament grand, disons plus grand que N qui ne dépend que de n.
Mais la seconde partie du lemme de Kato et Saito 9.2.0.1 donne un isomorphisme canonique :

I (K, Ty) = l_[H(Xv/Kv).
veS

Soit donc v une place qui n’est pas dans S. Si v est complexe, le groupe H(X,/k,) est nul. Sinon, v est
finie de caractéristique p > N car K est totalement imaginaire.
Puisque K, vérifie la propriété C; forte en dehors de p par 7.2.0.2, 0on a :

exp(H(Xv/kv)) | xX(Xy) = X(X)

dans Z[1/p], avec exp(G) la notation pour I'exposant d’un groupe G.
On en déduit que la divisibilité ny | x(X) vaut en tout nombre premier p strictement plus petit que
N, et donc au total on a bien montré ny | x(X), ce qui conclut la preuve de Wittenberg. [
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