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1 Définitions

Soit X un schéma. Un faisceau de Ox-modules F est localement libre si pour tout point x € X, il
existe un ouvert U de X contenant x trivialisant le faisceau F, au sens ou Ay est libre de type fini. Un
faisceau localement libre est aussi appelé fibré vectoriel (en réalité ce sont deux choses différentes mais
il y a une équivalence de catégories entre les deux notions donc nous les identifierons ici).

Il est clair qu’un fibré vectoriel est un faisceau cohérent.



Définition 1. Soit F un faisceau cohérent sur X et x € X. On définit le rang de F en x, noté rg, (F)
comme la dimension du k(x)-espace vectoriel de dimension finie F ® k(x).

Proposition 2. Soit X un schéma et F un faisceau cohérent sur X. Pour tout n, I’ensemble {x € X |
rg, (F) < n} est ouvert (on parle de semi-continuité).

De plus, si X est rédiuit, F est un fibré vectoriel si et seulement si I'application rg,(F) est localement
constante. Si elle est constante égale a r, on dit que F est un fibré vectoriel de rang r.

Enfin, si X est intégre, et que 1] est le point générique de X, on définit le rang générique de F par rgﬁ(]—"),
c’est le minimum de la fonction rg,(F) et il est atteint sur un ouvert dense sur lequel F est un fibré
vectoriel.

Démonstration. Soit x € X, notons r =rg, (). On dispose de sy,...,s, définies sur un ouvert U contenant
x qui engendrent F ® k(x). Par le lemme de Nakayama, puisque F est cohérent, on a aussi :

F = Vecto (s1,---,5r)

Ainsi le faisceau de type fini sur U, C = Ay/(sy,...,5,) a une germe nulle en x donc est nul localement car
il est de type fini. On en déduit que localement 7 est engendré par les s; et donc localement rg (F) <.
Il est clair que si F est un fibré vectoriel, I’ensemble {x € X | rg (F) = n} est ouvert et fermé pour tout n
et donc que l'application rang est localement constante.

Supposons maintenant que ’application rang est localement constante et que X est réduit et montrons
que F est localement libre. Soit x € X. L’énoncé est local donc on peut supposer que le rang vaut
constamment r. En raisonnant comme ci-dessus, on a un morphisme (quitte a réduire I'ouvert sur lequel
on travaille) :

f:05y —F

qui vérifie que f ® k(x) est un isomorphisme de k(x)-espaces vectoriels. Encore par Nakayama et quitte
a réduire l'ouvert, on peut supposer f surjectif. Il reste a voir que f est injectif, or pout tout y € X, on a
que f @ k(y) est surjectif et est injectif pour cause de dimension.

Ainsi, en posant K = Ker(f), on obtient :

Cm

.
y C yx---xmyg(’)y

avec m, l'idéal maximal de O,. Ainsi, pour tout g = (g1,...,¢,) une section de K sur un ouvert, les g;
s’annule en tout point d’un schéma réduit donc sont nulles et g = 0. Ainsi K = 0.

Supposons enfin X intégre de point générique 7. Pour tout x € X, I'ensemble {y € X | rg, (F) <rg,(F)}
est un ouvert non vide donc il contient # car 7 est dense. Ceci montre que le rang générique est minimal.
Enfin, 'ensemble {y € X | rgy(]-") < rgﬂ(}")} est un ouvert contenant 7 donc dense. Par le point précédent,
F étant de rang constant sur cet ouvert, c’est un fibré vectoriel. O

Il est clair que la classe des fibrés vectoriels sur X est stable par produit tensoriel, par Hom, par
dualité, par somme directe et par puissance extérieure (c’est vrai pour les modules libres).
Les fibrés vectoriels de rang 1, appelés fibrés en droites forment un groupe abélien (lorsqu’on les regarde
a isomorphisme pres) pour le produit tensoriel, et ce groupe est noté :

Pic(X).

C’est le groupe de Picard de X, dont le neutre est Oy, et 'inversion est donnée par la dualité. La donnée
d’un fibré en droites équivaut a la donnée d’un O%-torseur donc on a :

Pic(X) = HY (X, 0%).

Cependant, on attire Iattention sur le fait que O n’a pas de raison d’étre cohérent et il est donc possible
que le groupe de Picard soit non trivial méme sur un schéma affine.

Par exemple, la théorie des anneaux de Dedekind montre que Pic(SpecA) = Cl(A) n’est en général pas
trivial. Donnons un exemple géométrique :



Exemple 3. Considérons le schéma qui décrit un cercle réel :
S =SpecR[X,Y])/(X?+Y?-1).

L’anneau A = R[X, Y]/(X? + Y2 -~ 1) est un anneau de Dedekind car S est une courbe affine lisse intégre.
On peut montrer (voir 14.4) que le groupe des classes de cet anneau est isomorphe a Z/2Z (la classe
non-triviale correspond a un ruban de Mdébius).

La notion de fibré vectoriel sur un schéma affine correspond a la notion de module projectif de type
fini.
Proposition 4. Soit A un anneau et M un A-module. Alors M est un fibré vectoriel sur Spec(A) si et
seulement si M est projectif de type fini.
En particulier, Pic(A) = Pic(Spec(A)) est le groupe des classes d’isomorphisme de modules projectifs de
type fini sur A pour le produit tensoriel.

Démonstration. Si M est un fibré vectoriel, alors M est localement libre sur un recouvrement fini de
Spec(A) donc il est projectif de type fini. En effet, M est clairement de présentation finie (c’est une
notion locale car Spec(A) est quasi-compact) et il est projectif car si P — Q — 0 est un morphisme
surjectif de A-modules, le morphisme :

Hom(M, P) — Hom(M, Q)

est surjectif car il 'est localement, puisque M est de type fini (ainsi S~! Hom(M, P) = Hom(S~!M, S~ P)).
Supposons M projectif de type fini. Notons X = Spec(A). Pour tout x € X, on a M, projectif de type fini
sur un anneau local donc libre. Ainsi on dispose d’un ouvert affine standard U = D(f) contenant x et
d’une morphisme :

g A[l/f]" — M[1/f]

dont la localisation en x est un isomorphisme. Le noyau et le conoyau de ce morphisme sont de type fini
car M est de présentation finie (il est de type fini et projectif), et leur localisation en x est nulle donc ils
sont nuls sur un ouvert contenant x, ce qui conclut. O

Définition 5. Soit X un schéma connexe. Etant donné E un fibré vectoriel sur X, on lui associe :
detE = A“E
avec E le rang de d qui est constant car X est connexe. C’est un fibré en droites sur X.

La proposition suivante n’est pas du tout spécifique aux schémas et vaut aussi pour des espaces
annelés quelconques.

Proposition 6. Soit :
0—E—F—>G—0

une suite exacte de fibrés vectoriels sur X. Elle est scindée sur tout ouvert affine et on a un isomorphisme
canonique (décrit dans la preuve) :
detE®det G = detF.

Démonstration. 1l est clair que la suite est scindée sur tout ouvert affine car un fibré vectoriel sur un
ouvert affine est associé a un module projectif.

Tout se raméne ensuite au cas affine et au cas de fibrés triviaux (i.e. libres) car I'isomorphisme que 'on
va construire sera naturel. Donnons nous un anneau A et une suite exacte de A-modules libres :

0—M-SNZP—0

de rangs m, n et p respectivement.
On définit alors I'application suivante :

detM ®detP — detN

qui envoie (x1 A+ AXy)® (Y1 A+ AYp) suri(xy) A---Ai(xy,) Az A-- Az, avec z; un antécédent quelconque
de y; par p. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette application est bien définie, et en prenant
des bases on voit immédiatement que c’est un isomorphisme. O



La formule suivante est trés utile.

Proposition 7. (Formule de projection) Soit f : X — Y un morphisme de schémas, E un fibré vectoriel
sur Y et 7 un Ox-module. On a un isomorphisme canonique de Oy-modules :

fF®E=f(FQf'E).

Démonstration. On commence par construire le morphisme puis on montrera que c’est localement un
isomorphisme. On a un morphisme canonique donné par ’adjonction :

f fF—F.
On a ainsi :
ffLFQE)=fLFRfE—FQfE

ce qui donne le morphisme voulu par adjonction. Il est clair que c’est un isomorphisme sur un ouvert
qui trivialise E. O

2 Diviseurs de Weyl

Soit k un corps parfait et X/k une variété lisse de point générique 7. Un diviseur de Weyl est une
combinaison linéaire formelle finie de points de codimension 1 de X, ou, ce qui revient au méme, une
combinaison linéaire finie de sous-variétés fermées de codimension 1. On note Div(X) le groupe abélien
libre des diviseurs de Weyl de X.

Puisque X est lisse, les Ox , sont des anneaux de valuation discréte pour x de codimension 1, et on note
ord, la valuation associée, qui s’étend au corps des fractions K de X.
A tout élément f € K*, on peut associer un diviseur :

div(f)= ) ord(f)[x]
xex®

ou X1 désigne I'ensemble des points de codimension 1. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette
somme est bien finie, et qu’'on a un morphisme de groupes :

K* — Div(X)

dont le noyau est donné par le groupe des fonctions qui ne s’annulent pas sur X. Le conoyau de ce
morphisme est appelé “groupe des classes” de X :

CI(X) = Div(X)/{div(f) | f € K*).

Typiquement, si A est un anneau de Dedekind, un diviseur de Weyl est un idéal fractionnaire de A et
donc on retrouve la notion usuelle de groupe des classes de A :

Cl(Spec(A)) = CI(A).

Si L est un fibré en droites sur X, une section méromorphe de L est un élément du K-espace vectoriel
de dimension 1 L®k(#), et a une telle section méromorphe non nulle s on peut associer un diviseur de
la méme fagon :

div(s) = Z ord, (s)[x].

xeX@

Ici, 'ordre de s en x est défini de la facon suivante : on choisit une trivialisation locale de L en x :
¢
L|U el OU

avec x € U et on pose :
ord,(s) = ordy(¢(s)).



On laisse au lecteur le soin de vérifier que ¢a ne dépend pas du choix de la trivialisation et que la somme
est bien finie.
De plus, si s, t sont deux sections méromorphes non-nulles de L, on a naturellement s = ft avec f € K*
et donc:

div(s) = div(f) + div(t)

donc la classe de div(s) dans le groupe de classes ne dépend que du fibré en droites L, on la note :
div(L) e CI(X).

De plus, si L et L’ sont deux fibrés en droites et si s,s” sont deux sections méromorphes non-nulles de L
et L', alors ss’ est une section méromorphe non-nulle de L® L’ et donc :

div(L®L’) = div(L) + div(L).

Notons de plus que si L et L’ sont deux fibrés isomorphes, il est clair qu’ils définissent la méme classe
dans le groupe des classes.
On a donc un morphisme de groupes bien défini :

@ : Pic(X) — Div(X).
Ce morphisme est injectif car si div(L) est principal, on peut écrire :
div(s) = div(f)

pour s une section méromorphe de L et f une fonction méromorphe, et ainsi f s est une section globale
de L qui ne s’annule jamais, et qui induit donc un isomorphisme :

Ox—>L

via g > flsg.
On va montrer que le morphisme ® est un isomorphisme en en construisant un inverse.
Remarquons d’abord qu’on peut “faisceautiser” la notion de diviseur en construisant un faisceau Divy
défini par :
Div (U) = Div(U)
qui est le sous-groupe de Div(X) formé des diviseurs dont le support est contenu dans U.
Il est clair que c’est un faisceau de groupes abéliens sur X (utiliser la quasi-compacité des ouverts de X
pour voir que les combinaisons linéaires recollées restent finies).
Un diviseur D est dit positif (ou effectif) si tous ses coefficients sont positifs, et on note alors D > 0. On
note aussi D > D’ si D—-D’" > 0.
Soit D un diviseur de Weyl sur X. On définit un faisceau O(D) via la formule suivante :

O(D)(U) = {f € K* | div(f)y + Dy = 0} U {0},

Par exemple si x est un point de codimension 1, O([x])(U) est I’ensemble des fonctions sur U qui ont
un poéle d’ordre au plus 1 en x et pas d’autre péle sur U, et O(—[x])(U) est I’ensemble des fonctions qui
s’annulent en x et n‘ont aucun péle sur U.

Lemme 8. Soit D un diviseur sur X. Le faisceau de Ox-modules O(D) est un fibré en droites.

Démonstration. La premiére étape est de remarquer que tous les anneaux locaux O, pour z € X sont
des anneaux factoriels. En effet, chaque O, est la localisation d’un O, avec x de codimension 1, donc O,
est un anneau de valuation discréte et donc un anneau factoriel, et toute localisation non triviale d’un
anneau factoriel est un anneau factoriel.

Ensuite, constatons que si Z est un fermé integre de codimension 1 de X et si z € Z, alors la localisation
en z du faisceau d’idéaux 7 associé a Z donne un idéal premier Z, de O, de codimension 1, donc
principal.



En effet, si A est un anneau factoriel et p est un idéal premier de A de codimension 1, si p # 0, par
factorialité p contient un élément irréductible p et on a alors :

(0)c(p)cCp

et (p) est un idéal premier (si p | fg, alors p divise f ou g), donc comme p est de codimension 1, on a
p=(p)-

Notons F le support de D, c’est a dire le fermé obtenu comme réunion des composantes de D.
Ona:

OD)ix\r = Ox\F-

Il reste a comprendre la situation en un point z de F. Comme expliqué précedemment, chaque compo-
sante Z du support de D qui passe par z définit un idéal principal premier py = (pz) de I’anneau local

O,. On pose alors :
g = I_[pénz S OZ
z

avec ny 'ordre de Z dans le diviseur D, le produit portant sur les Z qui passent par z. On étend g a un
petit ouvert U contenant z, et quitte a réduire U on peut supposer que div(pz)y = [Z] de sorte que :

div(g)jy =-Dyu-.

On a donc un isomorphisme :
OU e O(D)|U

via f — fg. O
On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 9. Soit X/k une variété lisse sur un corps parfait. On a un isomorphisme de groupes :
Pic(X) = CI(X)

donné par L — div(L) et dans l'autre sens par D — O(D).
En particulier on a :
O(D+D’)=0O(D)®0O(D’)

pour tous diviseurs D et D’.

Démonstration. Soit D un diviseur de Weyl. Posons L = O(D) et vérifions que div(L) = D. Notons que la
fonction 1 définit une section méromorphe de O(D).

Son diviseur comme section de L est exactement D d’apres la construction des ouverts trivialisant du
lemme précédent (attention, son diviseur comme section de Oy est bien entendu 0, mais ce n’est pas la
méme chose).

Ainsi, si D et D’ sont équivalents dans le groupe des classes, alors O(D) et O(D’) ont la méme classe
dans le groupe des classes donc, par injectivité de Pic(X) — Div(X), ils sont égaux dans le groupe de
Picard, d’ou le fait que la réciproque D — O(D) soit bien définie. Il est alors clair avec ce qui précede
que ce sont des bijections réciproques. O

Il est possible de tirer en arriére un fibré en droites. Expliquons ce que cela donne au niveau des
diviseurs dans le cas d’un morphisme fini séparable.

Proposition 10. Soit f : X — Y un morphisme fini séparable entre variétés lisses de dimension d sur
un corps parfait k, et soit L un fibré en droites sur Y associé au diviseur D. Le fibré en droites f*L est
alors associé au diviseur f*D, que 'on définit en étendant par linéarité la formule suivante pour y de

codimension 1 :
flvl= > e(x | y)[x].
xef~1(y)



Démonstration. Prenons s une section méromorphe de L de de diviseur D, et observons que :
div(f*s) = Z ord,(f*s) = Z e(x | f(x))ord sy (s) = f*div(s).
xeX® xex()

O

Terminons cette partie par une remarque importante : soit X/k une variété lisse et Z un fermé integre
de X. On a alors une suite exacte :

0—Z— Div(X) — Div(X\Z)—0
ou la premiére fleche est 1 - [Z]. Cette suite induit, en quotientant par K* :
7Z — Cl(X) — Cl(X\Z)—0.

En particulier, si X a un groupe de classe (ou de Picard) trivial, c’est aussi le cas de tout ouvert de X
obtenu en retirant un fermé de codimension 1.

3 Faisceau et diviseur canonique

Tout se passe ici sur un corps parfait k.

Définition 11. Soit X/k une variété lisse sur un corps parfait k (au sens schéma de type fini intégre
séparé et lisse sur k). Ainsi Q x /¢ est localement libre de rang d = dim X et on définit le faisceau canonique
comme :

Kxsk = det Q.

C’est donc un fibré en droites sur X. D’apres le théoréme 9, il lui correspond une classe de diviseurs
Kx/r dans le groupe de classes de X. Ce diviseur (ou plutét cette classe de diviseurs) est appelé diviseur
canonique. Concrétement, si X est de dimension d et w est une d-forme méromorphe non nulle sur X,

ona:
Ky/k = [div(w)].

Proposition 12. (Transfert du faisceau canonique) Soit X — Y un morphisme fini séparable entre
variétés lisses. On a un isomorphisme canonique :

Kxk = f Ky ® O(Rx/y)

avec Ry,y le diviseur de ramification.

De plus, si X est une variété lisse et Z — X est une sous-variété lisse fermée de codimension 1, on a :
Kz =i"Kxp ®1"O([Z]).

Démonstration. Puisque f est fini et séparable, on a une suite exacte de fibrés vectoriels sur X :
* u
0 —)f QY/k —> QX/k — QX/Y — 0.

En prenant la d-éme puissance extérieure, avec d = dimX = dim Y, on obtient une injection (dont on

note C le conoyau) :
det(u)

0— f"Kyx — Kxp— C—0.
: -1 .
On tensorise par Ky, :
0— Ky ®Kyly — 0 — CoKy), — 0.
Si x est un point de codimension 1, en prenant la germe en x on peut représenter u, par une matrice

M e M;(O,) dont la valuation du déterminant, v, = ord,(det M) ne dépend pas du choix de bases de
f*Qy/kx et Qxyg 5. Par définition du déterminant, en prenant les bases associées pour f*Kyk x et Kx/x v,



on a que det(u,) est la multiplication par det(M) et donc, en notant 7 le faisceau d’idéaux f*Ky ®IC;(1/k
ona:
T, =my"

avec v, = ord,(det M).
Notons que :
ord,(Ry/y) = lenp (Qx/y,x) = ord,(det(M)) = vy

car Qx/y est le conoyau de u (utiliser la forme normale de Smith de u). On obtient :
Ry = ) vl
xex(®
Notons de plus que O(-Ry,y) est un faisceau d’idéaux et pour tout x de codimension 1 on a :
O(=Ryxyy)x = my".

On a donc:
I =0O(-Rxyy)

et finalement :
Kxse=fKy/x ® O(Ryyy).
Pour le deuxieme point, on part de la suite exacte qui vient de la lissité de Z :

0—i'T — i*QX/k e QZ/k — 0.

Notons que :
I=0(-[2))

donc 7 est un fibré en droites, et ainsi la formule 6 donne :
K =i"O[Z]) @ K7k

autrement dit :
Kzn =i"Kx ®1"O([Z]).

4 Fibrés en droites sur I’espace projectif

4.1 Groupe de Picard de I’espace projectif

Le but de cette partie est de classifier les fibrés en droite sur P}’ avec k un corps parfait. Il se trouve
que le résultat de cette section peut étre généralisé au cas de I’espace projectif sur un anneau factoriel
noéthérien en généralisant le théoreme 9 au cas d’un schéma normal dont les anneaux locaux sont
factoriels.

Soit donc k un corps parfait et n > 1 un entier. En guise d’entralnement, calculons le groupe de classes
de A} :

Exemple 13. Tout point de codimension 1 de A} correspond a un idéal premier principal (p) avec p
irréductible. Choisissons donc un systéeme d’irréductibles I de k[Xj,...,X,,] de sorte que :

Div(A}) = P zl(p)).
pel
Or on a aussi, en notant K le corps des fonctions de A} :
K=k(X;,...,.X,) =k e P zp
pel
et ainsi le morphisme K* — Div(AY)) est clairement surjectif. On a donc :
Cl(A})=0

ce qui montre, avec le théoréme 9 et par 4 que tout module projectif sur k[Xj,..., X, ] est libre.



Occupons-nous maintenant du cas de P}, que l'on notera IP” pour faire simple.
On sait que tout point de codimension 1 de P est donné par un idéal premier homogéene principal (p)
avec p irréductible homogeéne. Choisissons I un systeme d’irréductibles homogeénes (a unité pres) :

Div(P") = H Z[(p)).

pel
On a alors la suite exacte suivante :
deg
0 —k*—K* —>@Z[(p)]—>2—>0
pel

ou deg([p]) = deg(p), car un élément de K* est une fraction homogéne de degré 0. En faisant des iden-
tifications, on en déduit la suite exacte suivante :

0 —>k*—K*—Div(P") —>Z—0

et donc:
C(r"y=27Z

avec comme générateur le fermé irréductible V(X;).
A la lumieére de 9, on en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 14. Soit k un corps parfaitetn>1.Ona:
Pic(P")=2Z

avec comme générateur le faisceau tordu O(1) (dont le diviseur associé est de V(X;)).
De plus, pour tout Z fermé irréductible de IP" associé a un polynéme irréductible homogene de degré
d, si L est un fibré en droites de diviseur [Z], alors :

L=0O(d).

Démonstration. 1l suffit de vérifier que O(1) est bien associé au diviseur V(X;). Or X; est une section
globale de O(1) de diviseur V(X;), donc c’est clair.

Ensuite, si Z = V(p) avec p irréductible homogene de degré d est le diviseur de L, la suite exacte vue
précedemment montre que Z est équivalent au diviseur dV(X;) car ils ont le méme degré et donc que :

L=0O(d).
O

Notez qu’on aurait aussi pu calculer le groupe de Picard de IP” en faisant un calcul de cohomologie
a la Cech puisque le faisceau Op, est acyclique sur les cartes affines.
On rappelle I’énoncé suivant sur la cohomologie des faisceaux O(m) (qui se calcule a la Cech).

Théoréme 15. Soit n > 1 et k un corps parfait. On a un isomorphisme d’anneaux gradués :
KXo, Xu] — @D HOP",O(m)).
m

ou m peut étre pris dans Z ou dans IN.
Ensuite,on a: ‘
H'(P",0(m)) =0

pour 0 <i<netenfin:
H™(P",O(m)) = H*(P",O(-m —n—1)).



4.2 Diviseur canonique de I’espace projectif
Soit k un corps parfait et n > 1. Ici, IP" désigne IP}.
Théoréme 16. (Suite exacte d’Euler) On a une suite exacte de fibrés vectoriels sur P" :

0 — Oprn — O(1)"! — Tpy — 0

avec Tpn = Qi,}z/k le faisceau tangent de IP” (ses sections sont les champs de vecteurs sur P").
La premieére fleche est localement donnée par g — (gXo,...,gX,,), et la seconde par :

(505-++»Sy) > Zslﬂi.

Démonstration. 11 est facile de vérifier que ce sont bien des morphismes de faisceaux. Ensuite, la com-
posée des deux fleches donne :

g ) Xidi=gE
i

avec £ = ) ;X;0; le champ de vecteur d’Euler. Ce champ de vecteur est nul sur P" car pour toute
fonction f sur un ouvert de IP”, on a :
£f = deg(f)f = 0.

La surjectvité de la fleche de droite et I'injectivité de celle de gauche sont claires. Il reste a voir 'exacti-
tude au milieu. Soient donc s,...,s, des sections de O(1) sur un ouvert telles que :

Zsiai =0

1

sur IP". Notons que s; est une fraction rationnelle homogéne de degré 1 et qu'on a pour toute fraction
rationnelle h homogene de degré 0 :
Zslﬂih =0.

1

En appliquant cela a h = X;/X; pour i < j, on obtient :

Si Xi _
X e T
]
donc :
Si _ 5_]
X X;
En posant g = 5;/X;, on obtient bien ce qu’on voulait. O

Corollaire 17. Soit k un corps parfaitetn>1.Ona:
K]pn/k = O(—n -1 )

Démonstration. 11 suffit de dualiser la suite exacte d’Euler (localement scindée car ce sont des fibrés
vectoriels) puis d’appliquer 6, et de montrer que :

det(O(-1)"") = O(-n-1)

ce qui peut se faire en calculant le cocycle ou en appliquant plusieurs fois 6. O
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5 Notion d’amplitude

Commencons par présenter 1'intérét de “tordre” un faisceau quasi-cohérent par un fibré en droites.

Lemme 18. Soit X un schéma quasi-compact et L un fibré en droites sur X. Soit s une section globale
de L et F un faisceau quasi-cohérent sur X.
Si f est une section globale de F nulle sur D(s), alors il existe n > 0 tel que :

s"f=0

comme section globale de F ® L®".
De plus, si X est quasi-séparé et si f € F(D(s)), alors il existe n > 0 tel que s"f s’étende en une section
globle de F ® L®".

Démonstration. Pour le premier énoncé, comme X est quasi-compact, on se raméne au cas ou X =
Spec(A) et L = O et c’est alors un résultat bien connu sur la localisation des modules.

Pour le second énoncé, recouvrons X par des ouverts affines U; sur lesquels L est trivial. Par quasi-
cohérence de F et comme L = O sur U;, on peut étendre flUlﬂD(s)sN a F(U;) pour un N assez grand
indépendant de i car X est quasi-compact. Notons g; une telle extension. Les 8iu;; — &jlu;; sont nulles
sur D(s) donc par le point précédent, comme U;; est quasi-compact (car X est quasi-séparé), on obtient

M

que, quitte a multiplier par s* avec M grand, les g; se recollent. O

Définition 19. Soit X un schéma noéthérien et F un faisceau quasi-cohérent sur X. On dit que F est
engendré par un nombre fini de sections globales s’il existe un morphisme surjectif :

Oy — F

pour un certain i.
Un fibré en droites L sur X est dit ample si pour tout faisceau cohérent F sur X et pour tout n suffisament
grand, on a F ® L®" engendré par ses sections globales.

Voici tout de suite quelques remarques sur la notion d’amplitude. Premiérement, le produit tenso-
riel de deux faisceaux quasi-cohérents engendrés par un nombre fini de sections globales est engendré
par un nombre fini de sections globales. De méme, le produit tensoriel de deux fibrés en droites amples
est ample.

De plus, il est clair que pour tout m > 1, L est ample si et seulement si L®” est ample (penser a faire une
division euclidienne).

Ainsi I’ensemble des classes de fibrés en droites amples, noté Ample(X), est un sous-ensemble de Pic(X)
stable par composition et divisible. Attention, il est assez rare que Oy soit ample : en effet, Oy est ample
si et seulement si tout faisceau cohérent est engendré par ses ses sections globales, ce qui est assez rare
comme on le verra aprés (c’est toujours le cas dans le cas affine bien str).

Lemme 20. Soit f : X — Y un morphisme fini entre schémas noéthériens et L un fibré en droites ample
sur Y. Alors f*L est ample sur X.

Démonstration. Soit F cohérent sur X. On a, par 7 :
f(FRFL®) = LFeL®"

et f,F est cohérent car f est fini (f est quasi-compact et séparé en particulier) donc pour n assez grand,
f.(F ® f*L®") est engendré par un nombre fini de sections globales. On a donc un morphisme surjectif :

O} — f(F & f L")

qui induit : ' '

Oy =0y — f f(FefL®)— FefL®
qui est surjective comme composée de deux surjections. En effet, il est clair en se ramenant au cas affine
que f*f,G — G est toujours surjectif. O

11



Donnons tout de suite un critére topologique d’amplitude.

Théoréme 21. Soit X un schéma noéthérien et L un fibré en droites. L est ample si et seulement si il
existe m > 1 et sq,...,s; des sections globales de L® telles que:

X:UD(si)

et chaque D(s;) est affine.

Démonstration. Supposons que L est ample. Soit x € X, prenons U un ouvert affine qui contient x et qui
trivialise L et considérons 7 1’idéal associé au fermé Z = X \ U. On a, pour tout m > 1 :

I® L®m __, [®m

injectif et on peut donc identifier ZL®" a 7 ® L*™. En prenant la germe en x, cette inclusion est un
isomorphisme car I, = O,. Ainsi, quitte a augmenter m et en utilisant le lemme de prolongement 18, il
existe s une section globale de ZL®" qui engendre L3".

En particulier, s est une section de £L®™ qui vérifie :

D(s)cU

car Z C V(s). Comme L®" est libre sur U, D(s) est donc affine, et x € D(s) par construction. Puisque X
est quasi-compact, on peut prendre un recouvrement fini et choisir m indépendemment de l'ouvert U.

Supposons que :
X = U D(s;)
i

comme dans 1’énoncé. Soit F un faisceau cohérent sur X. Puisque D(s;) est affine, Fp(s;) est associé a
un module de type fini sur O(D(s;)) et il est donc engendré par un nombre fini de sections définies sur
D(s;), et quitte a tordre par L®" pour m assez grand, on peut prolonger ces sections & X grace au lemme
de prolongement 18. Ceci donne bien un nombre fini de sections globales qui engendrent 7 ® L*" pour
m assez grand. O

Lemme 22. Soit m € Z, n> 1 et R un anneau noéthérien. Le fibré en droites O(m) est ample sur Py si et
seulement si m > 1.

Démonstration. C’est direct avec le critére topologique 21. O

6 Cohomologie des faisceaux cohérents sur un schéma projectif

Soit R un anneau noéthérien et X — IP; un schéma R-projectif. Pour tout faisceau cohérent F sur
X, on note F(m) = F ®i*O(m) le m-éme faisceau cohérent tordu associé au plongement dans IP".
Notons qu’on a pour tout i : ' '
H'(X,F)=H'(P",i,F)

car i est une immersion fermée. Notons aussi que 7,F est cohérent. Ainsi, si 'on montre que pour F un
faisceau cohérent sur IP” on a :

— H(P", F) est un R-module de type fini.

— HY(P",F) =0 pour i > n.

— Pour m assez grand et pour touti>1,ona Hi(Il)”,]-'(m)) =0.

alors ces trois points seront également vrais pour les faisceaux cohérents sur X.

Soit donc F un faisceau cohérent sur P”. Le deuxiéme point est clair en faisant un calcul a 1 aCech.
Ensuite, comme O(1) est ample (22), pour m assez grand F(m) est engendré par un nombre fini de
sections globales et donc il existe une suite exacte de faisceaux cohérents :

0— K — OF — F(m) — 0.
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Par tensorisation par O(—m) qui est localement libre, on a aussi :
(+) 00— K(-m) — O(-m)f — F — 0.
On a donc d’une part :
- — H(P",0)f — HI(P", F(m)) — H* (P",K) — ...

et pour i > 1, d’aprés 15 on a H(IP",0) = 0 et par un argument de récurrence descendante, quitte a
tordre suffisament (i.e. a augmenter m) de facon indépendante de i car il n’y a qu'un nombre fini d’in-
dices i intéressants, on peut supposer que H'*!(IP",K) = 0, ce qui donne le troisiéme point.

Enfin, le premier point s’obtient par récurrence descendante a partir de la suite exacte (+) en cohomo-
logie.

On a donc établi le théoréeme suivant.

Théoréme 23. Soit R un anneau noéthérien, et X —> Py un schéma R-projectif. Pour tout faisceau
cohérent F, en notant F(m) = F ® i*O(1)®™, on a les trois faits suivants :

— HY(X,F) est un R-module de type fini.
— Hi(X,}') =0 pouri>n.
— Pour m assez grand et pour tout i > 1, on a H (X, F (m)) = 0.

Démontrons le résultat suivant qui est trés naturel.

Théoréme 24. Soit k un corps, n > 1 et X C P} un sous-schéma fermé (pas nécessairement réduit) de
dimension d. Alors la dimension cohomologique de X est au plus d, au sens ou pour tout F quasi-
cohérent sur X ettouti>d,ona: '

H(X,F)=0.

Démonstration. On commence par faire 'observation suivante dans le cas ot k est algébriquement clos.
Soit Z C IP” un fermé irréductible de dimension d < n. Considérons ’ensemble E des polyndémes ho-
mogenes de degré 1 a n+ 1 variables qui s’annulent sur Z. E correspond a un fermé au sens de Zariski
de AZ“. Ce fermé n’est pas /A,Z‘+1 sans quoi on aurait Z C V(Xo,..., X,,) = 0.

Ainsi, si Z est un fermé (pas nécessairement irréductible) de dimension d < n, Z a un nombre fini de
composantes irréductibles et donc il existe P homogene de degré 1 a n+1 variables non constant tel que
P ne s’annule sur aucune composante de Z. Ainsi :

dim(Z N V(P)) < d.

Ceci est encore vrai pour k pas nécessairement algébriquement clos : il suffit d’étendre les scalaires puis
de dire que le P obtenu vit dans une extension finie ¢/k et de prendre P= Nk (P) qui reste homogene
(mais pas nécessairement de degré 1).

Ainsi, en itérant cette idée, on trouve Pj,..., P, des polynémes homogénes non constants tels que :

XNV(P)Nn---NV(Pyq)=0.

On a donc:
X CD(P)U---UD(P)UD(Q)

et ce sont des ouverts affines, donc le calcul de la cohomologie a la Cech montre ce qu’on veut. O

7 Fibrés en droites tres amples

Soit R un anneau noéthérien et X un R-schéma noéthérien. Un fibré en droite L sur X est dit tres
ample s’il existe une immersion de R-schémas :

X -5 Pt

telle que i*O(1) = L.
Notez que si X est propre sur R, une telle immersion est automatiquement fermée, et c’est le cas qui
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nous intéressera la plupart du temps.

Si L est trés ample, alors le morphisme i correspond, par la propriété universelle de P, a la donnée de
So,---,S, des sections globales de L telles que i soit donné par les coordonnées homogenes [sg,...,s,] et
les s; ne s’annulent jamais en méme temps donc engendrent L.

En particulier tout fibré en droites trés ample est engendré par un nombre fini de sections globales (ce
qui n'est pas nécessairement le cas d’un fibré ample).

Proposition 25. Tout fibré en droites trées ample sur X/R est ample.

Démonstration. Soit L trées ample sur X. Soit F cohérent sur X. On se donne une immersion :
i:X—Pp

de R-schémas telle que i*O(1) = L. Comme i est fini entre schémas noéthériens, il suffit de voir que O(1)

est ample, ce que l'on sait déja. O

La réciproque est vraie quitte a prendre une puissance suffisament grande. Cependant on prendra
garde au fait que la condition “trés ample” est bien moins stable que la condition “ample” (on ne peut
pas prendre de tirés en arriere par un morphisme fini par exemple).

Proposition 26. Soit X de type fini sur R noéthérien (en particulier X est noéthérien). Si L est un fibré
en droites ample sur X, alors il existe m > 1 tel que L®" est trés ample sur X/R.

x={_JD(si)

avec s; une section globale de L®" pour m assez grand et D(s;) affine. Par hypothese, chaque A; =
O(D(s;)) est une R-algebre de type finie. On choisit f;; des générateurs de A; comme R-algebre, et on

Démonstration. On écrit :

étend comme d’habitude fz-jsfl en une section globale s;; de L®™ avec d qu'on peut supposer indépendant
deietde .

Ainsi les s; ]-,sfl engendrent £84"

et induisent un morphisme :

x 2L Proj(R[Xyj, Y;])
via f = [si]-,sf]. C’est une immersion car :

f7HD(Yi) = D(sy)
et le morphisme induit sur les schémas affines D(s;) — D(Yj) est dual a:
R[xi]-,yl,...,;fk,...] —>Ak

qui est surjectif par construction. Ainsi f est une immersion fermée vers l'ouvert |JD(Yy) donc c’est
une immersion. O

Corollaire 27. Soit R un anneau noéthérien et X un R-schéma propre. Alors X est projectif si et seule-
ment si X possede un fibré en droites ample.

Remarque 28. Le faisceau Oy est trés rarement ample dans le cas ou X est propre. En effet, si X est
propre sur un corps k parfait et Ox est ample, alors il est trés ample donc on a une immersion fermée :

i: X —1IP}

telle que i*O(1) = Ox. Cette immersion fermée est donnée par 1+ 1 sections globales de Oy, sy, ...,s,, et
donc on peut factoriser i par :
n+1 n
X — /Ak — ]Pk

et I'image de X dans AZ“ est un fermé propre de AZ” donc cette image est finie et ainsi X est de
dimension 0 (car i est injective).

En particulier, si L est ample sur X propre de dimension au moins 1, alors L~! ne peut pas étre ample.
Par exemple, un fibré de torsion dans le groupe de Picard n’est pas ample.
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8 Critére cohomologique d’amplitude de Serre

Donnons enfin un critére cohomologique d’amplitude pour les schémas propres sur un anneau
noéthérien.

Théoreme 29. (Critére d’amplitude de Serre) Soit R un anneau noéthérien et X un R-schéma propre et
L un fibré en droites sur X. Alors L est ample si et seulement si pour tout faisceau cohérent F sur X,
et pour tout m assez grand, le faisceau F(m) = F ® L®" est acyclique (i.e. sa cohomologie est nulle en
degré strictement positif).

Démonstration. Supposons L ample. Il existe alors k > 1 tel que L& est trées ample et ainsi on a une
immersion fermée (car X est propre) :
i: X — Py

avec i*O(1) = L®. Ainsi pour tout m = gk + r grand et pour j >1ona:
HI(X,F@L®") = HI(X, F @ L® ®i*O(1)®1)

qui est nul pour g assez grand d’apres le théoreme 23.
Supposons réciproquement que la deuxiéme partie de 1’énoncé soit satisfaite par L et montrons que L
est ample.
On utilise pour cela le critére topologique 21. Soit x € X un point fermé et prenons U un ouvert affine
trivialisant L et contenant x. On pose Z = X \ U et on considére Z, le faisceau d’idéaux associé a Z. On
a une suite exacte :

0— Iz — Lz — ik(x) — 0.

On tensorise par L®" pour m assez grand :
0 — Tz L®" — I, L%" — i k(x) @ L¥" — 0
et on prend la cohomologie. Pour m assez grand et par hypothese, on obtient une surjection :
H%(X,Z,L®™) — H°(X,i.k(x) ® L®™)

donc il existe une section globale s de Z, L®" C L®™ qui ne s’annule pas en x, et ainsi x € D(s) C U et D(s)
est affine. On a un recouvrement ouvert qui vérifie les propriétés voulues et qui contient tous les points
fermés donc qui contient tous les points (car un schéma quasi-compact non-vide possede toujours un
point fermé). O

9 Plongements de Segre et de Veronese

9.1 Plongement de Ségre

On note p la projection IP" xgpe.z P —> P" et g la seconde projection.
On va construire une immersion fermée :

n m 9 mn+m-+n
P XSpecZIP — P

telle que :
d'O(1) =p*O(1)®q"O(1).

Notez qu’il suffit de le faire sur SpecZ et qu’on aura le résultat gratuitement par changement de base
sur n'importe quelle base S.
Du point de vue des foncteurs des points, on a pour tout schéma X une application naturelle en X :

]P”(X)XIP’”(X) = (]PnX]Pm)(X)—>IPmn+m+n(X)

qui a la donnée de deux fibrés en droites L et L’ sur X et de sections sy,...,s, de L et tg,...,t,, de L’
associe L® L’ et les sections s; tj.
On vérifie facilement que c’est bien défini. Par Yoneda, on obtient un morphisme de schémas :

n m 9 mn+m-+n
P ><SpecZIP — P .
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Ce morphisme s’obtient en prenant X = IP” x IP" dans ce qui précede et en prenant le point id € P" x
P™(X).
Ce point correspond a la donnée des fibrés L = p*O(1) et L’ = g*O(1) et aux sections p*Xy,...,p*X,, et
qYy,...,q"X,;. Ainsion a :

0’0(1)=p"O(1)®q"0(1)

et o est déterminé par les sections p*X;q"Y;, que I'on peut noter X;Y; pour simplifier.

Théoréme 30. Le plongement de Ségre est une immersion fermée dont I'image est définie par les
équations homogeénes :
ZyjZie=ZreZij

pour i, j,k,€ (voir la preuve pour les notations).

Démonstration. Notons X,..., X, les sections canoniques de O(1) sur P", Yy, ..., Y;, celles sur P" et Z;;
avec 0 <i<mnet0<j<mcelles sur P""*"*",
On a alors :

o!(D(Zij)) = D(X;) x D(Yj) C P" x P"

ce qui montre que ¢ est un morphisme affine. Il reste a voir que le morphisme induit sur les sections
O(D(Z;j)) — O(D(X;) x D(Yj))
est surjectif. Ce morphisme est :
Zlzi e | (k1) % (i,1)] — Z[X0s--- 1 Xis- oo Xy V0re--s Vs Y]

qui envoie zj, sur x;y, avec la convention x; = y; =1.Ce morphisme est clairement surjectif et son
noyau est :

Lij = (zxjzi,0 — 2,0 | (K, €) = (i, ])).
Ainsi o est une immersion fermée d’image définie par les équations :
ZyjZie = ZreZij
pour i,j,k, L. O

Bien sur, ce qui précede peut étre généralisé a n'importe quelle base S en effectuant un changement

de base. On garde alors les mémes propriétés sur les faisceaux car si S est un schéma et si IPg = P!, est
la projection, on a 7*O(1) = O(1).

10 Plongement de Veronese

Soient n>1etd > 1. Le faisceau O(d) sur IP" est ample (voir 22) donc il est engendré par un nombre
fini de sections globales. Or les sections globales de O(d) sont les polynémes homogeénes de degré d
(voir 15). Une base de H%(IP",0(d)) est donnée par les monémes homogenes de degré d. On note By
I’ensemble des mondmes homogenes de degré 4.

n+d
|Bal = ( )
n
Démonstration. 11y a autant de monémes de degré d que de (x,...,x,) € N"*! qui vérifient :

in =d.

1

Lemme 31. Ona:

En posant y; = (xg + -+ + x;) + i, qui est un changement de variable bijectif, on en déduit qu’il y en a
autant que de 0 <yp <y; <:--<y,_; <d+n-1. Ainsi:

n+d
|Bd|=( )
n
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Puisque ces sections engendrent O(d), elles induisent un morphisme :
P 5 pN
avec : ;
n+
N =|By|-1= -1

B4l ( " )
qui vérifie :

v*O(1) = O(d).

Pour plus de simplicité, on note pour chaque multi-indice p = (py,...,p,) de degré d (i.e. tel que ) ; p; =
d), la section Z,, correspondante de Opn (1) (c’est juste une numérotation des N + 1 coordonnées).

Théoreme 32. Le plongement de Veronese (sur n'importe quelle base S) est une immersion fermée :
P" 5 PN
o n+d C e x _
avec N = ("]%) -1 qui vérifie v*O(1) = O(d).

Démonstration. Notons J; 'ensemble des multi-indices positifs de degré d. Remarquons que, par construc-
tion :
vl (D(Z,)) = D(xk, xt,.. Xk =D(X;,,.... X;.)

ou i} < --- < iz sont les indices pour lesquels p; > 0. Comme d > 1, on a s > 1 et donc v est affine. Le
morphisme induit sur les anneaux de sections est :

P:2Z(Zg1q¢ ]d][zg-l]o — Z[Xo,, X)X X o
qui est la restriction en degré 0 du morphisme :

R Z[zg@e]d][z;] — Z[Xo, o, XX X

15

qui envoie Z, sur X% = X1°... X;".
Ce morphisme multiplie les degrés par d dans la graduation.

L'image de 1 est constituée des X5 avec € un multi-indice positif de degré divisible par d et m > 0.
Ainsi I'image de i est exactement le sous-anneau des éléments dont la graduation est divisible par d et
donc @ est surjectif. O

Un intérét du plongement de Veronese réside dans la proposition suivante (qui peut étre généralisée
a un anneau factoriel noéthérien, ou a n'importe quel anneau si on suppose que I’hypersurface est
définie par une équation homogene).
Proposition 33. Soit k un corps parfait, n > 1 et Z une hypersurface irréductible de degré d > 1 de IP}.
d
(") -

I existe alors un hyperplan affine H de PN avec N = 1 tel que:

Z =v7(H)

avec v le d-éme plongement de Veronese. Autrement dit, toute hypersurface de degré d de IP" peut étre
réalisée comme l'intersection d’un hyperplan de IPN avec I'image du plongement de Veronese.

Démonstration. Z est donnée par une équation homogene de degré d :
Z=VI(f)

avec f € HO(IP",0(d)) un polynéme homogeéne de degré d. Si 1'on écrit :

f= ZaBXB:tO

=
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ol la somme porte sur les multi-indices positifs de degré d, on peut associer a f la section :

g= Z apZy € HY(PN,0(1))\ {0}.
lp|=

On observe alors, que via l'identification :
’l/*O]pN (1) = O]pn (d)

onav'g=f etainsi:
Z=V(f)=V(@'g=v"(V(g)
avec V(g) un hyperplan affine. O

Le corollaire suivant peut aussi se voir comme une conséquence de la construction Proj.

Corollaire 34. Soit n > 1 et P un polyndme homogene de degré d a coefficients dans k un corps parfait.
Alors D(P) = IP"\ V(P) est un ouvert affine de IP”, et si P est irréductible, le groupe de Picard de D(P)
est isomorphe a Z/dZ.

Démonstration. Par ce qui précéde, on peut écrire D(P) comme l'image du plongement de Veronese
privée d’un hyperplan, ce qui est clairement affine car c’est un fermé d’un ouvert standard de IPV.
Pour ce qui est du groupe de Picard, il suffit d’observer que si P est irréductible on a :

CI(P" \ V(P)) = CI(P")/(div(P)) = Z/dZ.

11 Unlemme magique

Le lemme suivant peut-étre trouvé dans Vakil (11.1.1).

Lemme 35. Considérons deux morphismes de schémas X L Y 25 Z et P une propriété des mor-
phismes de schémas qui soit stable par changement de base et par composition. Supposons que go f et
la diagonale de g, Ag: Y — Y x Y, ont la propriété P. Alors f a la propriété P.

Démonstration. On décompose f de la facon suivante :

=(id,
xS v Sy,

On va montrer que ces deux fleches satisfont P.
Pour cela il suffit de constater que les deux diagrammes suivants sont cartésiens :

X L5 Xxz Y
1
YA—g)YXZy

et
XXZY—>

Ll

X —

Voici tout de suite une application de ce lemme.



Proposition 36. Soit R un anneau noéthérien, X/R un schéma noéthérien, L un fibré en droites trés
ample et L’ un fibré en droites engendré par un nombre fini de sections globales. Alors L® L’ est trés
ample.

Démonstration. Comme L est trés ample on a une immersion fermée :
i: X — Py

telle que i*O(1) = L. Comme L’ est engendré par un nombre fini de sections globales, on a aussi un
morphisme :
f:X—Py

tel que f*O(1)=L".
On consideére alors les morphismes :

x "I P Pl — P

La composée des deux est i donc est une immersion fermée et la diagonale du second est la diagonale de
I’espace projectif sur la base IP%, qui est un morphisme séparé, donc cette diagonale est une immersion
fermée, et comme les immersions fermées sont stables par changement de base et par composition, le
lemme magique 35 donne que (7, f) est une immersion fermée.
On applique alors le plongement de Ségre pour obtenir une immersion fermée :

) (i.f)

it X 1) P x Pl > P
et on a alors avec les notations de 30 :

" O(1) = p*O(1)® g*O(1)

et ainsi :
jjOo(1)=LeL’

comme voulu. O

En particulier les fibrés en droites trés amples sont stables par produit tensoriel.

12 Dualité de Serre

Théoréme 37. Soit k un corps parfait, X/k une variété projective lisse de dimension d et E un fibré
vectoriel sur X. On a un isomorphisme canonique :

H'(X,E) = H™ (X, E*® Kx t)

pour tout i.

13 Un peu de classification des variétés

Soit k un corps parfait et X/k une variété projective lisse géoémtriquement connexe de dimension d.

Remarque 38. On rappelle que “géométriquement connexe” signifie que X’ = X x k est connexe, avec
k une cloture algébrique de k.

Cela implique que X est connexe (si X = U UV, alors X’ = U’ U V’), mais c’est bien plus fort : par
exemple la variété réelle X = SpecR[X]/(X? + 1) est projective et lisse sur R (notez d’ailleurs qu’elle n’a
pas de point réel), mais X’ = Spec C ®g C = Spec C LI Spec C n’est pas connexe.

De plus, mentionnons qu’un schéma réduit lisse sur un corps parfait k est connexe si et seulement si il
est intégre : en effet, les Oy , sont des anneaux locaux réguliers donc sont intégres.

Enfin, si X/k est une variété projective lisse géométriquement connexe, on a :

H(X,0x) = k.
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En effet une section globale de Ox est un morphisme X — A}( dont l'image est un fermé propre

irréductible de A, donc un point g, et en changeant de base a k, on obtient que g est géométriquement
connexe donc c’est un k-point (on peut s’en convaincre en s’inspirant de I’exemple précédent).

Le genre géométrique de X est défini par :
Py(X) = dim H(X, Kxx)
et le genre arithmétique est :
Pi(X) = (1) (x(Ox) - ).
Remarque 39. Si X est une courbe, la dualité de Serre 37 donne :
1 (Ox) = '~ (Kx )
qui est nul si i > 1. Ainsi, d’apres la remarque précedente 38 :

x(Ox) = h°(Ox) = ' (Ox) = 1 = h*(Kxs)

donc:
Pi(X) = Py (X).
Notons que la proposition 15 donne, pour d >0 :
n+d
X(Op(d)) = ( ' )

etpourd<0:
X(Opi(d)) = <—1>”(‘d - 1)

n

quivaut 0sid >-n—-1.
Le calcul du genre arithmétique ou géométrique d’une hypersurface est tres facile.

Théoréme 40. Soit Z une hypersurface irréductible de degré d > 1 dans IP” avecn>2.0On a:

P(Z) = (d B 1).
n
Si Z est également lisse, on a aussi :
P,(Z) = P,(Z).

Démonstration. Notons Z le faisceau d’idéaux qui définit Z. On a une suite exacte :
0—7I—0pn—i0; —0
avec i I'inclusion de Z dans IP". Ainsi, par la formule Hi(Z, Oy) = Hi(ll’”, i,0z),ona:

x(0z) = x(1.0z) = x(Opr) - x(Z).

De plus:
I=0(-[Z])=0(-4d)
et donc: ;
xoz) =1
On a donc:

. =1\ (d-1
By(Z) = (-1) 1(—(—1)( - ))—( - )

Supposons maintenant que Z est lisse. On a :
Kz =i'"Kpn ®i*O(d) =i"O(d —n—1)
donc on a une suite exacte :
0—O0(-n-1)—0d-n-1)—i,K; —0

qui donne la formule voulue en appliquant la suite longue en cohomologie. O
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En particulier, une courbe de genre 2 ne se plonge pas dans IP2.
On définit, pour j > 0, le j-éme plurigenre de X par :

0 ®]
P =H (X, Ky )
et en choisissant une base on obtient une application rationnelle :

appelée j-eme application canonique.
On définit aussi I’anneau canonique de X :

0y @i
@H (X, K-
j=0

Enfin, la dimension de Kodaira de X, notée x(X), vaut —co si Pg’]- =0 pour tout j > 1 et sinon vaut :

k(X) = supdim @;(X).
j>1

Ainsi :
—o0 < k(X) < dim(X)

et par exemple x(IP") = —co pour # > 1. Pour une courbe elliptique E le faisceau canonique est trivial et
donc «(E) = 0.

Définition 41. X est dite de type général si x(X) = dim X (c’est en fait souvent le cas comme on le
verra), elle est dite de Fano si K;(l/k est ample et elle est de Calabi-Yau si Ky, est de torsion dans le
groupe de Picard.

Cette classification a des implications sur la question des points rationnels de X.

14 Courbes

14.1 Théoreme de Bézout pour les courbes planes

Soit k un corps algébriquement clos et X, Y deux hypersurfaces réduites de IP?> définies par des
polynémes homogenes P,Q de degrés d; et d,. On suppose que X et Y n'ont pas de composante
irréductible en commun (autrement dit que P et Q sont premiers entre eux).

Lintersection schématique Z = X N'Y est alors un fermé de dimension 0 (pas nécessairement réduit)
défini par le faisceau d’idéaux :
IZ = IX +Iy.

Ainsi Z est le spectre d’un anneau artinien, n’a que des points fermés, et pour chaque z € Z, 'anneau
local Oz , est un k-espace vectoriel de type fini dont la dimension est la multiplicité d’intersection de X
et Y en z. On a donc naturellement :

X(02) =h(Z,07) = ) dim; Oy,
zeZ

qui donne le nombre de points d’intersections de X et Y en comptant la multiplicité.
Or on a une suite exacte :
0 —)IX OIZ —)Ix@Iy —)IZ — 0.

Autrement dit :
0— O(-dy —dy) — O(~d)®O(-dy) — I7; — 0.

Or on sait que :
i*OZ = O]PZ/IZ
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donc on a la suite exacte suivante :
0— O(-d; —dy) — O(-d) ®0O(-dy) — Op2 — 1,07 — 0.
On a donc:
x(O0z) = x(1.0z) = x(Op2) = x(O(=d1)) - X (O(=d>)) + x (O(-d; - d>))

-1 (d1+1)(d1+2) (d2+1)(d2+2)+(d1+d2+1)(d1+d2+2)
T 2 - 2 2

=dd,.
On en déduit le théoréeme de Bézout.

Théoréme 42. Soit k un corps algébriquement clos, X et Y deux fermés réduits de IP? définis par des
polyndmes homogenes P et Q de degrés d; et d,. Si X et Y n'ont pas de composante irréductible en
commun, alors leur nombre de points d’intersection comptés avec multiplicité est d;d,.

Remarque 43. Ce théoréme peut étre largement généralisé. D’abord, si on prend un corps non algébriquement
clos, la méme preuve fonctionne mais il faut prendre en compte, non seulement la multiplicité d’inter-
section, mais aussi le degré résiduel des points d’intersection.

En plus haute dimension, I'idée est que le produit tensoriel dérivé de ix ,Ox et iy ,Oy dans la catégorie
dérivée des faisceaux de groupes abéliens sur IP” “"représente bien” I’intersection de X et Y. C’est exac-
tement ce qu'on a fait dans la preuve ci-dessus, on a choisi des résolutions de ces deux faisceaux et on

a calculé leur produit tensoriel pour obtenir une résolution de Oy.

14.2 Théoréme de Riemann-Roch

Soit k un corps parfait et X/k une courbe projective lisse géométriquement connexe de genre g (le
genre est aussi bien le genre arithmétique que le genre géométrique d’apres 39, donc il est positif). On
note K le corps des fonctions de X.

Si L est un fibré en droites sur X, la dualité de Serre 37 donne :

L) =h'(kx®L") (%)

et hi(L) = 0 pour i > 1.
On peut reformuler cela dans le langage des diviseurs via I'isomorphisme 9 :

CI(X) = Pic(X).

On rappelle que Ky est un diviseur canonique, c’est a dire un diviseur associé au fibré en droites Ky.
Concrétement, Ky est le diviseur d’une 1-forme méromorphe non nulle sur X. Etant donné un diviseur
D, on pose :

L(D)=H"(X,0(D)) = {f € K\ {0}| div(f)+ D > 0} U {0}

et {(D) = dim £(D) qui est fini d’apres 23 et ne dépend que de la classe de D dans le groupe de classes.
On a alors, en appliquant () au fibré en droites O(D) associé au diviseur D :

hY(O(D)) = ¢(Kx — D).
On en déduit la formule suivante.
Proposition 44. Pour tout diviseur D sur X on a:
x(D)=4(D)-{€(Kx -D)
avec x(D) défini comme x(O(D)).

On définit le degré d’un diviseur D =), n,[x] par la formule suivante :

deg(D) = an[k(x) k]

X

qui est bien défini car les points de codimension 1 d’une courbe sont les points fermés. Notez que sur
un corps algébriquement clos, c’est simplement la somme des #,.
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Théoréme 45. Soit k un corps parfait, X une courbe (projective lisse géométriquement connexe) sur k
et D un diviseur de X. On a:
{(D)-¢(K-D)=deg(D)+1-g.

Démonstration. Soit D un diviseur sur X et x un point fermé de X. On a une suite exacte :
0— O(D-[x]) — O(D) — j.k(x) — 0
avec jk(x) le faisceau gratte-ciel en x. Or le faisceau j,k(x) est flasque donc acyclique et ainsi :

X (juk(x)) = [k(x) - k].

On a donc:
x(D) = x(D —x) + [k(x) : k].

On en déduit immédiatement la formule suivante pour tout diviseur D :
x(D) = x(0) +deg(D).

Enfin,on a:

par définition de g. O
Le théoréme de Riemann-Roch a de nombreuses conséquences immédiates.

Corollaire 46. Le degré d’un diviseur principal est nul. En particulier, si deg(D) < 0, alors ¢(D) = 0.
De plus, pour tout diviseur D on a I'inégalité de Riemann suivante :

¢(D)>deg(D)+1-g.
On a aussi :
deg(Kyx)=2g-2.

Sideg(D)>2g—2alorsona:
{(D)=deg(D)+1-g.

Démonstration. Soit f € K* et D = div(f). Puisque D est nul dans le groupe de classes, on a £(D) = £(0) =
let¢(Kx—D)={¢(Kx)=getdonc:

1-g=deg(div(f))+1-g

d’ou le fait que deg(div(f)) = 0. L'inégalité de Riemann est claire. Ensuite, en appliquant Riemann-Roch
a D = Kx on obtient :
{(K)=€(0) = deg(Kx) +1-¢

donc deg(Kyx) =2g— 2. Si deg(D) > 2¢ — 2, alors deg(Kx — D) < 0 donc {(Ky — D) =0 et ainsi :

{(D)=deg(D)+1-g.

Puisque le degré d’un diviseur principal est nul, on obtient un morphisme bien défini :

deg
cx) =z

Ce morphisme est surjectif si k = k ou s’il existe un point rationnel, et en général on sait simplement
qu’il n’est pas nul.

Le noyau est noté C1°(X). Par Iisomorphisme 9, on peut aussi parler du degré d’un fibré en droites et
du groupe de Picard de degré 0, noté Pic’(X). Pour une courbe elliptique sur k algébriquement clos, ce
groupe s’identifie au groupe des points fermés.

Voici quelques applications de Riemann-Roch en géométrie arithmétique.
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Proposition 47. Soit X/k une courbe (projective lisse géométriquement connexe) sur un corps parfait
k.

Si X est de genre 1 et posséde un diviseur de degré 1 (ce qui revient a dire que les degrés des extensions
résiduelles sont premiers entre eux), alors X a un point rationnel et est donc une courbe elliptique sur

k.
Si X est de genre g > 2, il existe une extension ¢/k de degré au plus 2g — 2 telle que X(¢) = 0.

Démonstration. Dans le premier cas, on a, pour D de degré 1 :
{(D)-¢(Kx-D)=1
et deg(Kx —D) =-1 donc ¢(Kx — D) =0 et ainsi :
{(D)=1.

Ainsi il existe f € K* tel que D +div(f) > 0, et quitte a remplacer D par D +div(f) qui lui est équivalent
on peut supposer que D > 0. Or D est de degré 1 et est positif donc D consiste en un seul point de degré
1, c’est a dire un point rationnel.

Dans le second cas, on a {(Kx) > 0 donc quitte a ajouter un diviseur principal on peut supposer Kx > 0.
On a donc un diviseur positif de degré 2¢g —2 > 0 donc il existe un point de degré au plus 2g — 2. O

Le résultat suivant est une globalisation d’un phénoméne bien connu sur les extensions d’anneaux
de Dedekind. On I’a déja vu.

Théoréme 48. Soit f : X — Y un morphisme fini entre courbes (projectives lisses géométriquement
connexes) sur k un corps parfait, et soit L un fibré en droites sur Y. On a alors :

deg(f L) = deg(f)deg(L).

De fagon équivalente, si f est séparable, pour tout D un diviseur sur Y, on a:

deg(f"D) = deg(f)deg(D).

Corollaire 49. (Riemann-Hurwitz pour les courbes) Soit f : X — Y un morphisme fini séparable entre
courbes (projectives lisses géométriquement connexes) sur k un corps parfait. On a:

2g(X) -2 =deg(f)(2g(Y)-2) +deg(Rx/y).
Démonstration. Partons de 12 :
KX = f*ICy ®O(Rx/y).

On prend alors le degré et on applique le théoréme précédent 48 :

28(X) -2 = deg(f)(28(Y) - 2) + deg(Rxy).

La formule de Riemann-Hurwitz a des conséquences non-triviales.
Corollaire 50. Soient X,Y deux courbes (projectives lisses géométriquement connexes) sur k un corps
parfait.
— S’il existe un morphisme fini X — Y, alors g(X) > g(Y).
— Sig(X)=g(Y) =1, tout morphisme fini séparable X — Y est étale.
— Si g(X) =g(Y) > 2, tout morphisme fini séparable X — Y est un isomorphisme.
— Sig(Y)=1ets’il existe X — Y fini étale, alors g(X) = 1.

— Tout morphisme fini étale X — P! est un isomorphisme (ceci entraine que P! est simplement
connexe).
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Démonstration. Pour le premier point, on se rameéne au cas ou le morphisme f est séparable (car un
morphisme purement inséparable préserve le genre) on a, avec d le degré de f et r le degré du diviseur
de ramification :

29(X)-2=d(2g(Y)-2)+r

donc :
2¢(X)-2g(Y)=r+2+2g(Y)(d-1)-2d >0

si g(Y) > 1, et sinon I'inégalité a montrer est évidente.
Pour le second point, on a:
O=r

donc Ry/y =0, et f est étale.
Pour le troisiéme point, on a :
(2g-2)(d-1)+r=0

donc d =1 et f est un isomorphisme, car 2g -2 > 0.
Pour le quatriéme point, on a:
2¢(X)-2=0

donc g(X) = 1. Notez qu’'un morphisme étale est séparable.
Enfin, soit f : X — P! un morphisme fini étale (donc séparable). On a donc :

2¢(X)-2=-2d

donc g(X)=1-detd=1. O

14.3 Classification des courbes

Dans cette partie, courbe signifie toujours courbe projective lisse géométriquement connexe sur k un
corps parfait.
Commencons par étudier les courbes de genre 0.

Proposition 51. Soit X une courbe de genre 0 qui posséde un k-point. Alors X est isomorphe a IP!.
En particulier, si X est une courbe de genre 0, il existe {/k une extension finie telle que X xj ¢ soit
isomorphe a IP!.

Démonstration. Prenons P un k-point de X. Le théoréme de Riemann-Roch 45 donne :
C([P]) = deg([P])+1-g(X) =2
car deg([P]) > —2. Ainsi on a une base (1, f) de £([P]). Ceci donne un morphisme :

[L.f]
g:X L) 1
Le morphisme g est fini car il n’est pas constant et c’est un morphisme entre courbes lisses (voir le cours
de Tamiozzo).
On a donc:

1 =deg(L([P])) = deg(g"O(1)) = deg(g)

d’apres 48, donc g est un isomorphisme. O

Si X est de genre 1, on a une application :
J: X(k) — ClI'(X)

avec C1'(X) 'ensembel des classes de diviseurs de degré 1, qui envoie x sur [x]. Cette application est
surjective car si D est de degré 1, Riemann-Roch donne {(D) = 1 donc on peut supposer D > 0 et ainsi
D est (équivalent a) un point.

Elle est injective car si [x] = [y] avec x # p, il existe f de diviseur [x]—[y], et f réalise un isomorphisme
avec P!, ce qui est absurde.
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Ainsi, si X posséde un k-point, X (k) est un ClO(X)—torseur, et quitte a choisir un k-point, o, on obtient la
fameuse bijection d’Abel-Jacobi :
X (k)= C1%(Xx)

via x — [x] — [0]. Ainsi X est une courbe elliptique et :

Pic(X) = X (k) x Z.

14.4 Application : Le groupe de Picard du cercle

Le but de ce paragraphe est de calculer le groupe de Picard de :
X =SpecR[X, Y]/(X?+Y?-1)

le cercle réel. On va montrer que :
Pic(X)=2/2Z
tandis que Pic(X xg C) = 0.
Notez que ce n’est pas en contradiction avec le fait que la cohomologie d’un faisceau de modules soit

inchangée aprés extension des scalaires car O% n’est pas un faisceau de modules.
Pour faire ce calcul, on commence par considérer la courbe projective associée :

Y=V(X?+Y?-Z%)CP

Par le theoreme 40, Y est une courbe projective lisse géométriquement connexe de genre :

1
Y)= =0
8(Y) (2)
Comme Y posséde un point réel, on a :
Y =Py

et donc Cl(Y) = Z, engendré par la classe d’'un diviseur de degré 1. Or :
X =Y\ {I)
avec I le point fermé associé au point complexe [1 : i : 0] modulo l’action de Galois. On a alors :
CIX)=CIY)(I])y=2Z/2Z

car I est de degré 2.
Puisque X est lisse, c’est aussi le groupe de Picard de X d’apres 9.
Sur C, la situation est différente. Posons X’ = X xg C, Y’ = X xg C, on a cette fois :

X' =Y'\{[1:i:0],[1:-i:0]}

donc :

CUX') = (CLY')K[L i OP)A[L:~i:0])=0
car on a retiré un point de degré 1.
Ceci donne un calcul du groupe des classes de I'anneau de Dedekind R[X, Y]/(X? + Y? —1) qui n’est pas
trivial a priori.
14.5 Fibrés en droites amples et tres amples sur les courbes

Théoréme 52. (Caractérisation des immersions fermées sur un corps algébriquement clos) Soit k un
corps algébriquement clos, X une variété projective sur k, L un fibré en droites sur X et sg,...,s, des
sections globales de L qui engendrent L.

On note V C H%(X, L) l'espace engendré par les s;. Le morphisme :

p: X—P"

associé aux s; est une immersion fermée si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
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— Pour tous x,y points fermés distincts de X, il existe s € V tel que s(x) = 0 et s(y) = 0.
— Pour tout x point fermé de X, I'espace vectoriel m,L,/m2L, est engendré par les s,, pour s, € V
nulle en x.

Démonstration. Remarquons d’abord que ¢ est injective sur les points fermés si et seulement si, pour
tous x,y fermés distincts, il existe un hyperplan projectif H qui contient ¢(x) mais pas @(v), ce qui
revient a dire qu’il existe s € V nul sur x mais pas sur y. Le premier point est donc équivalent a ce que
@ soit injective sur les points fermés.

Clarifions a présent le second point. Soit x un point fermé de X, considérons la différentielle de ¢ en x :

ngx : TXX — T(p(x)lpn.
Celle-ci est injective si et seulement si la codifférentielle :
v : Qpn ®k((p(x)) — Qx ®k(x)

est surjective. Or Qpn ® k(@(x)) est 'espace des u = ) I u;dX; qui vérifient :

Zuisi(x) =0.

i
En tensorisant par L qui est inversible, on obtient que v est surjective si et seulement si :
Qpn®L ®k((f)(x)) - mex/mJ?ELx

est surjective, ce qui revient & dire que l’espace de droite est engendré par les ) ; u;s; qui s’annulent en
X.

Ainsi le deuxiéme point équivaut a ce que la différentielle de ¢ soit injective en tout point fermé.
Clairement une immersion fermée vérifie ces deux conditions. La réciproque utilise le lemme de Na-
kayama et le fait que k est algébriquement clos (dans le cas d’une courbe, il est assez facile de voir que
@ est un homéomorphisme sur son image). O

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 53. Soit k un corps algébriquement clos et X/k une courbe projective (i.e. propre) lisse géométriquement
connexe et soit D un diviseur tel que pour tous points fermés x et y on ait :

D= [x]=[pl)+2=€D).

Alors il existe s,..., s, des sections globales de O(D) qui engendrent O(D) et qui donnent une immersion
fermée X — IP".
En particulier, D (ou plutét O(D)) est trés ample.

Démonstration. Soit x un point fermé de X. On a nécessairement ¢(D — [x]) = {(D) — 1 donc il existe
s € L(D)\ L(D - [x]), i.e. s engendre O(D),. Comme H°(X,O(D)) est de dimension finie, on en déduit
que O(D) est engendré par un nombre fini de sections globales. On montre maintenant le critére du
théoréme 52, avec V = H%(X,O(D)). Si x # y sont deux points fermés distincts, la premiére condition
est claire car on trouve s € £(D - [x]) \ £(D — [x] - [])-

Pour la seconde, on trouve s € £(D —[x]) \ £(D — 2[x]) de sorte que s s’annule a l'ordre 1 en x, ce qui est
exactement ce qu’on veut. O

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 54. Soit k un corps parfait et X/k une courbe projective lisse de genre g.

— Si D est un diviseur de degré au moins 2g + 1, alors toute base de H’(X,O(D)) donne une immer-
sion fermée vers IP/(P)~1 et D est trés ample.

— Les diviseurs amples sur X sont exactement ceux de degré strictement positif.

— Enfin, X est de type général si et seulement si g > 2.
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Démonstration. Le premier point découle directement du corollaire de Riemann-Roch 46 si k est algébriquement
clos. Dans le cas quelconque, on utilise le fait qu'un morphisme f est une immersion fermée si et seule-

ment si le morphisme f x; k est une immersion fermée, car k est fidélement plat sur k.

Le second point découle du premier via 26 et du fait qu'un diviseur de degré 0 n’est pas ample : si D

est de degré 0 est ample, il est engendré par un nombre fini de sections globales donc il est équivalent a

un diviseur effectif de degré 0, c’est a dire au diviseur nul, et on sait que le diviseur nul n’est pas ample

par 28.

Enfin, si g > 2, alors deg(Kx k) > 0 donc Ky est ample et X est de type générique. Sinon, deg(Ky ) <0

donc X n’est pas de type générique car aucune puissance de Ky, n’est engendrée par ses sections glo-

bales. O

15 Polynémes de Hilbert

Théoréme 55. Soit k un corps parfait, soient n > 1, X un sous-schéma fermé de IP” de dimension d et F
un faisceau cohérent sur X. Il existe un (unique) polynéme P € Q[T] de degré au plus d, combinaison
entiere des polyndmes de Hermite (i.e. a valeurs entiéres sur les entiers), tel que pour tout m € Z on
ait :

avec F(m)=F @i*O(m).

Démonstration. Il est clair qu’on peut se ramener au cas k algébriquement clos (¢a ne change pas la
caractéristique d’Euler car ¢a ne change pas les nombres de Betti).

Voyons d’abord le cas d = 0 : c’est immédiat car O(1) est trivial sur X.

Supposons maintenant d > 1. Par le méme raisonnement que pour 24, comme k est algébriquement
clos, on trouve H un hyperplan de IP” tel que, en posant Y = H N X, on ait :

dim(Y) < d.

Introduisons des notations pour les immersions fermées en jeu :
i i on
Y - X —P"

On note 7 le faisceau d’idéaux qui définit X, de sorte qu’on a une suite exacte, par définition de I'inter-
section schématique :
I@O(—H) —> Olpn —> (1])*0}1 — 0.

On la tire en arriére sur X :
i'O(-H) — Ox — j,Oy — 0

car le tiré en arriére est exact a droite et car la fleche i*Z — Oy est nulle (on peut se convaincre que le
dernier terme est bien celui-ci en se ramenant au cas affine).
On tensorise par F :

F(-1) - F —C—0

avec C supporté sur Y. Notons que la premiere fleche est injective sur la germe d’un point z€ X \ Y car
c’est la tensorisation par 7, d’un isomorphisme : [{*O(-H)], = Ox ,.
Ainsi on a une suite exacte de faisceaux cohérents (on est sur un schéma noéthérien) :

0—-K—F(-1)—F —>C—0

avec K et C supportés sur Y. On en déduit I’énoncé voulu par récurrence sur d. O

Le polynéme P est appelé polynome de Hilbert de F sur X. En conséquence de 23, on a pour m assez
grand :
HO(X, F (m)) = P(m) = O(m")

quand m tend vers 'infini.

28



Corollaire 56. Soit k un corps parfait, X un schéma intégre projectif sur k de dimension d et L un fibré
en droites sur X. On a:

hO(X,L®™) = O(m“)
quand m tend vers I'infini.

Démonstration. Si L est tres ample, cela découle directement de ce qui précede, en I'appliquant a F =
Ox.

En général, il existe A trés ample car X est projectif, et comme A est ample, pour k assez grand le fibré
en droites A% @ L™! est engendré par un nombre fini de sections globales et donc on a un morphisme
injectif Oy — A®F QL1 car X est integre, et en tensorisant par L on obtient que L se plonge dans un
fibré en droites trés ample B, donc :

h(X, L(m)) < h°(X, B(m)) = O(m?).
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