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Introduction

Dans ce mémoire, on présente un cas particulier du théoréme de localisation de Beilinson-Bernstein, qui
s’inscrit dans la théorie géométrique des représentations. On relie certaines représentations de l’algébre
de Lie sl,(C) a des objets géométriques sur la droite projective complexe P! : les D-modules. Ces objets
permettent une approche algébrique des opérateurs et des équations différentiel(le)s. On s’appuie prin-
cipalement sur les notes de cours de Braverman, Chtumova, Etingof et Yang [8] pour les propriétés des
D-modules et sur les notes de Keller [5] pour ce qui est des algebres de Lie et du théoréme de localisation.
Les annexes présentent, sans tout démontrer, les bases de géométrie algébrique utilisées dans ce mémoire,
avec notamment la notion importante de module quasi-cohérent sur un schéma (définition 6.33). On renvoie
plusieurs fois au livre de Harshtorne [3] et a The Stacks Project [7] pour les détails a ce sujet.

On commence par présenter un point de vue algébrique sur la droite projective dans la section 1. On
construit le schéma P!, ce qui nous permet de faire le lien entre les fonctions polynomiales sur un ouvert
de P! et les fonctions polynomiales homogénes sur le plan affine A2. La théorie de Beilinson-Bernstein s’ap-
plique plus généralement & des variétés de drapeaux, mais le cas de P! est plus simple a traiter d’un point
de vue géométrique. En effet P! est recouvert par deux ouverts affines Uy et Uy : ceux-ci correspondent
en coordonnées projectives [X : Y] aux lieux de non-annulation de X et Y respectivement. On définit éga-
lement une classe de faisceaux importante sur P! : les faisceaux dits "tordus”, notés O(n) pour n € Z, qui
serviront dans la suite pour des calculs de sections globales.

Ensuite, on construit le cadre différentiel algébrique sur P! dans la section 3 en suivant [8]. On intro-
duit les opérateurs différentiels sur P! qui forment un faisceau d’algébres noté Dp:. Ce faisceau est construit
comme le recollement de I'algebre des opérateurs différentiels sur chaque ouvert affine Uy et Uy. Dans ce
cadre, un opérateur différentiel est linéaire et polynomial : par exemple 92+ 23)38X8y est un opérateur diffé-
rentiel sur le plan A2. Un D-module sur P! est défini comme un module quasi-cohérent sur avec une action
du faisceau des opérateurs différentiels Dp1. Historiquement, ces objets ont été introduits pour utiliser des
méthodes algébriques sur des questions d’équations aux dérivées partielles linéaires.

La droite projective complexe n’est pas affine, il faut au moins deux ouverts affines pour la recouvrir.
En conséquence, un faisceau de modules quasi-cohérent sur P! n’est en général pas entiérement déterminé
par ses sections globales. En revanche, c’est le cas pour les D-modules. Plus formellement, on définit dans
la section 4 la notion suivante, présentée dans [8] :

Définition. Un schéma S sur Spec C muni d’un faisceau d’opérateurs différentiels Dg est dit D-affine si le fonc-
teur des sections globales I réalise une équivalence de catégories entre les D-modules sur S et les modules d gauche
sur l'anneau des sections globales du faisceau Ds.

On utilise cette définition seulement dans le cas de P!, ou le faisceau d’opérateurs différentiels est Dp1
et on ne s’attarde pas sur la notion générale de D-module sur un schéma quelconque. On montre alors le
théoreme 4.1 :

Théoréme. La droite projective complexe P! est D-affine.

De maniére informelle, cela signifie que la donnée d’un D-module sur P! équivaut & la donnée d’un mo-
dule sur l'algebre des opérateurs différentiels globaux. Pour prouver ce théoréme, on utilise un résultat de
théorie des catégories (voir 4.3) selon lequel une catégorie abélienne A qui posséde un générateur projectif P
et qui vérifie certaines hypotheéses supplémentaires est équivalente a la catégorie des Hom(P, P)-modules a
gauche. La preuve de ce théoréme, tiré du livre de Freyd [2], est reportée en annexe (voir 7). On 'applique
a la catégorie des D-modules sur P!, avec Dp1 qui joue le rdle de générateur projectif.



Le foncteur Homp , (Dp1, o) étant isomorphe au foncteur des sections globales T, il s’agit en fait de montrer
d’une part que I est un foncteur exact et d’autre part que I'(M) =0 — M = 0 pour M un D-module sur
Pl

Pour montrer 'exactitude du foncteur I', on commence par en donner une expression différente : si M est
un D-module sur P!, on identifie ses sections globales au noyau de l'opérateur £ = Xdy + Y dy agissant sur
le tiré en arriére de M par la surjection canonique 7 : A%\ {0} — P!. Cette identification utilise les fais-
ceaux tordus introduits dans la section 3. A I’aide de cette réécriture du foncteur I, 'exactitude se raméne a
I’étude des D-modules sur le plan A2 qui sont supportés sur le point 0 et aux valeurs propres de l'opérateur
€ sur ces modules-ci. L'idée globale de la preuve est tirée de [8].

Dans la section 5, on fait le lien entre I'algébre de Lie sl,(C) et I'algebre Dpi (P!) des opérateurs globaux
sur P!, en suivant les notes de Keller [5]. On utilise la notion d’algébre universelle enveloppante :

Définition. Soit g une algébre de Lie sur C. Il existe une algébre associative complexe U (g) munie d'un morphisme
d’algebres de Lie j : g — Lie(U(g)) de g vers l'algébre de Lie associée a U(g) (dont le crochet est [a,b] = ab —ba),
unique a (unique) isomorphisme pres, telle que pour toute algébre associative complexe A et tout morphisme
d’algebres de Lie f : g —> Lie(A) de g vers I'algébre de Lie associée a A, il existe un unique morphisme d’algébres
associatives : _

f:U@g—A

tel que le triangle j, f, f commute. On dit que U(g) est I'algébre universelle enveloppante de g.

Le groupe SL,(C) agit sur P! par homographies et induit une action de sl,(C) sur Opi, le faisceau des
fonctions polynomiales sur P!. On peut alors associer & tout élément de 1’algebre de Lie sl,(C) un opérateur
différentiel global sur P!, ce qui permet de voir I’algébre Dpi (P!) comme un certain quotient de U(sl,(C)).
Pour montrer que le morphisme U(sl,(C)) — Dp1(P!) induit par I'action est surjectif et pour calculer son
noyau, on se ramene aux gradués de ces anneaux filtrés, qui ont I'avantage d’étre commutatifs.

La présentation de Dpi(P!') comme quotient de U(sl,(C)) permet d’identifier la catégorie des représen-
tations de sl,(C) sur lesquels I’é1ément central A = H? + 2EF + 2FE agit trivialement a la catégorie des
Dp1 (P!)-modules a gauche, et donc  la catégorie des D-modules sur P! puisque P! est D-affine.

On conclut en donnant des exemples.

On remercie notre encadrant Arnaud Eteve pour la supervision de ce mémoire et pour les mercredi
apres-midi passés a faire de la géométrie algébrique.

1 Ladroite projective en géométrie algébrique

1.1 Construction de P! et de la surjection A2\ {0} — P!

On commence par construire la droite projective complexe P! comme un schéma au dessus de SpecC
muni d’une surjection A? \ {0} — P!
Définition 1.1. On définit IP’(%: (noté ensuite P') comme ProjC[X, Y], ou C[X, Y] est gradué par le degré. On
trouvera une construction précise en annexe, dans la section 6.10 : "Construction Proj". Il est ainsi recouvert
par les deux ouverts affines Uy = D, (X) et Uy = D, (Y) tous deux isomorphes a A' = SpecC[T]via T + Y/X
et T > X/Y respectivement. En particulier, la proposition 6.21 de ’annexe 1 permet d’écrire P! comme la
colimite dans la catégorie des schémas du diagramme :

SpecC[X/Y,Y/X] — SpecC[X/Y]

l

SpecC[Y/X]



ol on sous-entend que X/Y xY/X = 1. Puisque C[X, Y]y = C, on a que P! est un schéma au-dessus de SpecC.

On va a présent construire un morphisme de schémas A2\ {0} — P!, Ici A? = SpecC[X, Y] et A?\ {0} est
le sous-schéma ouvert D(0,0).

Définition 1.2. On définit une action de C* sur A2\ {0} : soit A € CX, on a un morphisme A? — A? de
multiplication par A induit par le morphisme C[X,Y] — C[X, Y] qui envoie X sur AX et Y sur AY. Ce

m
morphisme se restreint et corestreint en un morphisme A? \ {0} —5 A2\ {0}. Pour z € A%\ {0} vu comme un
certain idéal de C[X, Y], on note A +z I'image de z par ce morphisme, autrement dit :

Axz={f €C[X,Y]| f(AX, AY) € 2}
Enfin, pour z € A%\ {0}, on définit le cone de z par :
C(z) = ﬂ A=z
AeCx

Lemme 1.3. On a la description alternative suivante de C(z) :

C(z) = {f €C[X,Y]|Vk >0 f; € 2)

De plus, C(z) est un élément de ProjC[X, Y] et I'application ensembliste A2 \ {0} S P! est continue.
Démonstration. L'inclusion de droite a gauche est claire. Ensuite, soit f € C(z). Pour tout A € C*,on a:
23 f(AX,AY) = ZAif,-(x, Y)
i>0

ou f; est la composante homogeéne de degré i de f. Soit k > 0 tel que pour tout i < k on ait f; € z. Alors en
faisant la différence on obtient : ‘

Z/\’ f(X,Y)ez

i>k
En divisant par A¥ et en prenant A =0, on a fi(X,Y) € z.
Il en découle directement que C(z) est homogeéne, et si deux éléments homogenes f et g de degrés p et
q vérifient fg € C(z), alors f g € z en prenant la composante de degré p + g et puisque z est premier, f € C(z)

ou g € C(z). Ainsi C(z) est un idéal premier homogene, et il ne contient pas @k>1 CIX, Y]k =(X,Y) car
z2(X,Y). N

Voyons la continuité : soit f € C[X, Y] homogéne de degré strictement positif, on a :
CTHD4(f)) = D(f) = D(f)n A\ {0}
qui est bien un ouvert de A2\ {0}. O

Enfin, on construit un morphisme de schémas (voir 6.19 pour cette notion) A2\ {0} Pl en prenant
comme application continue sous-jacente 'application C et comme morphisme de faisceaux défini sur un
ouvert de base D, (f) pour f homogéne de degré strictement positif :

Op1 (D (f)) —— 0, (Op2 o)) (D4 (£))

C[X,Y,1/f]g — C[X,Y,1/f]

et on vérifie sans probleme la naturalité vis-a-vis des restrictions et la localité sur les fibres, c’est a dire le
fait que C[X, Y](;) — C[X, Y], est un morphisme d’anneaux locaux pour tout z € Pl



Proposition 1.4. Par construction, P! C A?\ {0} ensemblistement puisqu’un idéal premier homogéne qui
ne contient pas (X,Y) est un idéal premier différent de (X,Y). L'inclusion (ensembliste) P! 5 A2\ {0} est
alors une section continue de 7. En particulier 7t est ouverte.

Démonstration. Si z € P!, on a clairement 7(z) = z puisque z est homogene : 7 o i = id. Ensuite, pour tout
ouvert de base D(f) de A%\ {0} avec f € (X,Y), on a i }(D(f)) = n(D(f)) = Uk>0 D+ (fx) qui est un ouvert de
Pl. En effet, si 7t(z) € ©(D(f)), on a f ¢ z donc il existe k > 0 tel que f; € z, et en particulier 7(z) € D, (f;).
Réciproquement, si w € D,(fi), alors fy ¢ w donc f ¢ w puisque w est homogene, et donc w = n(w) €

7(D(f))- O
1.2 Constructions d’objets par recollement sur P!

Le fait que P! soit le recollement des schémas ouverts Uy = D, (X) et Uy = D, (Y) permet de construire
par recollement des Ox-algébres et Ox-modules. On note Uxy = Uy N Uy = D, (XY) pour alléger les nota-
tions.

Notons iy : Uy <> P! (resp. iy) les immersions ouvertes associées au recouvrement de P!.

Cela se traduit par la proposition suivante :

Proposition 1.5 (Recollement d’objets sur P!). Soit My (resp. My, Myy) un Oy, (resp. Oy, Oy, )-module et
deux isomorphimes de Oy, ,-modules

Mxlyy, — Mxy <— Myly,,
Alors, il existe d isomorphisme canonique prés un unique Op1-module M et des isomorphismes

My, —— Mx

M|UY — My

tels que les isomorphismes restreints induisent un diagramme commutatif (toutes les fléches sont des isomor-
phismes) :

Mly,, — Mxlyy,

l |

Myly,, — Mxy

La proposition tient toujours si on remplace Mx, My, Mxy par des algébres quasi-cohérentes sur P!, ou par des
faisceaux de groupes abéliens ou d’anneaux.

Démonstration. On a un morphisme de Op1-modules :

. r .
ixx(Mx) — ix,y x(Mxjuy,)
obtenu par restriction : on envoie s € Mx(U N X) sur sy, . En appliquant le foncteur ix y » au morphisme
de recollement My, , — Mx y on a une seconde fleche :
. ro. .
X x(My) — 1X,Y 6 (Mx|Uyy) — ix,y #Mx,y

De la méme maniere on a des fleches :

’

. r . .
iy x(My) — ix,y +(My|uy, ) — ix, v xMx,y



On construit alors M comme la limite du diagramme de Opi-modules construit avec les composées
précédentes :
ixxMx — ixy«Mxy «— iy My

La projection M — ix , Mx induit un morphisme de Oy, -modules :
My, — (ix«Mx)uy = Mx (%)

Puisque les petites limites de Op1-modules sont calculées ouvert par ouvert, sur chaque ouvert V contenu
dans Uy on a:
My, (V) =M(V) =lim(Mx (V) — Mxy(V N Uy) < My(V N Uy))

donc (%) est un isomorphisme sur les sections au-dessus de V car le tiré en arriére d’un isomorphisme est
encore un isomorphisme. Donc () est un isomorphisme de Oy, -modules. On a donc, par symétrie entre X
et Y, deux isomorphismes My, — Mx et M;;, — My. Le diagramme annoncé commute clairement.

Réciproquement, si on se donne un Opi-module N et des isomorphismes Ny, — Mx et Ny, — My
qui induisent un diagramme commutatif comme dans I’énoncé, alors N est nécessairement la limite de
ix4Mx — ixy +Mxy < iy +My car c’est le cas sur chaque ouvert contenu dans Uy ou dans Uy, et ces
ouverts forment une base d’ouverts de P!. On a donc bien unicité & isomorphisme canonique prés. O

Remarque 1.6. Dans les notations de la proposition précédente, si My et My sont quasi-cohérents, alors M
est quasi-cohérent sur P! d’aprés la proposition 6.36. Dans ce cas, les données de recollement proviennent
simplement de deux isomorphismes de C[X/Y, Y/X]-modules : Mx[X/Y] — My y «— My[Y/X] en confon-
dant module et module quasi-cohérent associé dans les notations. De plus, le module du milieu peut étre
supprimé de la donnée : ce qui compte, c’est le changement de carte Mx[X/Y]| «— My[Y/X].

1.3 Sections globales des faisceaux O(n)

Soit M un C[X, Y]-module Z-gradué. Il lui est associé un Op1 -module quasi-cohérent M dont la construc-
tion précise est donnée en annexe dans le paragraphe sur la construction Proj (définition 6.66). Pour n € Z,
la notation M(n) désigne le C[X, Y]-module Z-gradué dont on a modifié la graduation de la fagon suivante :

M(n), = M4k

Théoréme 1.7. Soit M un C[X, Y]-module Z-gradué sans torsion. On a un isomorphisme canonique de C-
espaces vectoriels Z-gradués :

ME@I‘(PI,W))

n>0
En particulier, pour tout n € Z, les sections globales de O(n) = C[mm sur P! sont données par :
I'(P!,0(n) =C[X,Y],
qui est nul si n < 0. Pour n = 0, on obtient que Op1 n'a que des sections globales constantes.

Démonstration. Par la propriété de faisceau on a :

D(P!, M(n)) = T(Ux, M(1)) xp,, 57 T(Uy, M()
= M[I/X]0+rz XM[1/X,1/Y o4 M[l/Y]0+n
= M[1/X], " M[1/Y],

en plongeant tout dans le localis¢ M ®c[x,y] C(X,Y), les morphismes de localisation étant injectifs puisque
M est sans torsion. Cette intersection est simplement M,,, comme souhaité. O



Remarque 1.8. L’hypothése sans torsion est importante : en prenant M = C[X, Y]/(X3,Y?3) muni de la gra-
duation quotient, on a I'(Uy, M(1)) = T(Uy, M(1)) = 0 donc ['(P!, M(1)) = 0, tandis que M; n’est pas nul.

Remarque 1.9. On en déduit que P! n’est pas un schéma affine puisque Opi (P!) = C et P! n’est pas iso-
morphe au spectre de C.

Les faisceaux O(n) a isomorphisme pres forment une structure de groupe pour le produit tensoriel, les
inverses étant donnés par les faisceaux duaux.

Proposition 1.10. Soient m,n € Z. On a des isomorphismes canoniques de Opi1-modules :
O(m)® O(n) = O(m + n)

et
O(n)Y = O(-n)

ou de dual O(n)" est un dual au sens des Op1-modules, c’est a dire le faisceau Hom(O(n), Op1) (voir définition
6.32).

Démonstration. On a une application Op1(U)-bilinéaire de multiplication :
AL/ fln x A[1/f ] — Al f luem

qui est naturelle vis-a-vis des morphismes de restrictions d’ouverts de base, et induit donc un morphisme
de faisceaux d’ensembles O(m) x O(n) — O(m + n) bilinéaire sur chaque ouvert. Par propriété universelle
du produit tensoriel de Opi-modules, on a donc un morphisme :

O(m)®O(n) — O(m +n)
Montrons que c’est un isomorphisme sur les fibres. Soit z € P!, on peut supposer z € D, (X) sans perte de
généralité. On a :

(O(m)®0(n)), = O(m); @4, O(n); = (S; Ay & (51 4y, (S5 Al

avec S;! = {f € A| f homogene, f & z}.
Ensuite, on a un morphisme de multiplication (S;'A),, ®(s5:14), (S;1A), — (S7'A)pan. 11 est bijectif :
soit g/h € S;1 A homogene de degré m+n.Ona:

g/h=(X""(g/h))x X"
qui est bien un produit d’un élément de (S;'A),, par un élément de (S;'A), puisque X est inversible dans

S;1A. Cette construction définit bien un inverse au morphisme de multiplication : en effet, on a déja vérifié
un sens, et il reste a voir que pour un tenseur f/g® h/k avec f/g de degré m et h/k de degré non a:

car X "h/k est un élément de (S;'A)y. On a donc :
(S A ®(5:1 ), (52" AN = (S A

avec un isomorphisme qui provient du morphisme O(m)® O(n) — O(m + n), ce qui conclut.

Montrons O(n)¥ = O(-n) : soit U = D, (f) un ouvert de base contenu dans Ux. On a :

O(n)" (U) = Homo,, | (O(n),Op1 ).



Soit V = D, (g) un ouvert de base contenu dans D, (f). On a un morphisme canonique :
O(=n)(V) — Homo_, (v)(O(n)(V), Op1 (V)

induit par la multiplication A[1/g]_, ® A[1/g],, — A[1/g]o. Ce morphisme est un isomorphisme de réci-
proque a — a(X")/X" qui a du sens car D,(g) C D,(f) C Ux. Ainsi la donnée d’un morphisme de Opi ;-
modules de O(n)y vers Opi|yy équivaut a la donnée, pour chaque ouvert de base V C U, d’un élément de
O(-n)(V) de maniére compatible aux restrictions, autrement dit cela revient a la donnée d’un élément de
O(-n)(U). On a donc :

O(—n)y, = O(n)lvUX

et de méme pour Uy. Par propriété de faisceau et naturalité des isomorphismes construits, on a donc
O(-n) = O(n)V.
O

Remarque 1.11. Par la correspondance entre fibrés vectoriels et modules quasi-cohérents localement libres
(voir 6.63), les modules O(n) correspondent a des fibrés de rang 1 sur P!. Par exemple, O(-1) correspond
au fibré tautologique sur P!, et les autres s’obtiennent en prenant des produits tensoriels et des duaux.

2 D-modules sur une variété affine lisse
On introduit la notion d’opérateurs différentiel, de fibré tangent et cotangent sur les variétés affines
lisses.

Définition 2.1. Une variété affine lisse est un schéma affine X = SpecR au dessus de C tel que le R-module des
différentielles Q}z/c est projectif de type fini.

Dans toute cette section, on fixe X = SpecR une telle variété.

2.1 Fibré cotangent a un schéma affine, champ de vecteurs

Définition 2.2 (Fibré tangent et cotangent). Le fibré cotangent T*X est le schéma affine Spec(SymR(Q}?/Cv))
muni de la projection
q:T*X — X

associée au morphisme canonique de R-algebres de R vers SymR(QllQ/CV).
De maniére analogue , on définit le fibré tangent comme le schéma affine

TX = Spec(SymR(Q}{/C))
muni de la projection p : T X — X associé au morphisme canonique de R-algébres de R vers SymR(QllQ/(C).

Proposition 2.3. Soit U un ouvert affine de X, on des isomorphismes canoniques de schémas affines au-dessus
du schéma U :
97 (U)=T*(U)

et
pH(U)=T(U)

Démonstration. En effet, traitons d’abord le cas U = D(f) pour un certain élément f € R. Alors, on a :

p~H(U) =p " (D(f)) = D(f)

Ou f est vu comme un élément de la R-algebre symétrique Symp QIIQ/C. Ainsi

p~'(U) = Spec SymRQ}{/(Cf = Spec SYme(QlR/C ®r Ry) = Sym(Rf)(QlRf/(C)



Définition 2.4 (Champs de vecteur et 1-formes). Une 1-forme sur X est une section globale de T*X, et un
champ de vecteur sur X est une section globale de T X.

Lensemble des champs de vecteurs (resp. des 1-formes) est doté d’une structure naturelle de R-module.
En effet, les champs de vecteurs sur X correspondent aux morphismes de R-algebres

SymR(QllQ/(C)—> R
C’est-a-dire (propriété universelle de Sympy) aux éléments de
Homg(Qk/eR) = Qk /" = Derc(R,R)

On peut donc penser aux champs de vecteurs sur X comme des dérivations C-linéaires sur R, de la méme
maniere que les champs de vecteurs sur une variété lisse X modelée sur R” correspondent aux dérivations
R-linéaires sur C*(X). Si v est un champ de vecteurs sur X, on note d, la dérivation associée. Si f € R et

veZ(X)= Qlla/(cv, on a par définition :
dy(f) =v(df)
De méme, une 1-forme sur X correspond a un élément du bidual de Qll{ /c» qui s’identifie canoniquement
a Q}z/c car ce dernier est un R-module projectif de type fini.

Définition 2.5 (Crochet de Lie de deux champs de vecteurs). Soit v,w deux champs de vecteurs sur X, alors
il existe un unique champ de vecteur [v,w] sur X tel que di, ) = dyd,, — dyd,, appelé crochet de Lie de v et w.

2.2 Opérateurs différentiels sur un schéma affine

Dans cette section, on définit ’algébre non commmutative des opérateurs différentiels sur X, notée
D(X). Cette algebre est naturellement filtrée, et son gradué s’identifie canoniquement aux fonctions régu-
lieres sur le fibré cotangent a X.

Définition 2.6. On définit récursivement D(X) (ou D(R)), R-algébre des opérateurs différentiels sur X :

Dy(X)
Vn=0 Dn+l (X)

Hompg(R,R) =R
{L e Hom¢(R,R) |VYr e R [L, 7] € D, (X)}

Les D, (X) définissent une filtration naturelle de D(X). En effet, si L € D, et L’ € D,,, on a [LS,r] =
L[S,r]+[L, ]S et ainsi par récurrence sur m et non a LS € D,,,,). On définit l'ordre de L € D(X) est le plus
petit n tel que L € D,,(X). On définit alors le faisceau Dy des opérateurs différentiels sur X sur la base des

ouverts élémentaires par :
Vf € R Dx(D(f)) = D(Ry)

Les fléches de restrictions D(D(g)) — D(D(f)) sont définies par le lemme suivant :

Lemme 2.7. Soit L un opérateur différentiel sur X d'ordre n, alors il existe un unique opérateur différentiel L¢
d'ordre < n sur D(f) tel que L(r)|p(s) = L¢(r|p(s)) pour r dans R.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

Cas n =0: Un opérateur d’ordre 0 sur X (resp D(f)) est une homothétie de rapport A € R (resp. Ry). Ainsi,
rlp(r) est 'unique homothétie de Ry qui convient.

Pas récurrence : Fixons L un opérateur d’ordre n+1. On procede par analyse-synthese. Soit L un opérateur
satisfaisant les conditions. On a pour r € R,

[Lg, f1(r) = [L, f1(r)

Dongc, par unicité au rang n,

[Ls f1=[Lflf=B
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En particulier, pour x € Rf,
Ly(x) = f'Lp(fx)+ f B(x)(1)

Et, en réitérant, on a pour tout m>1:
m
Le(x)=) fr B "0+ f"Le(f"x)
k=1

Or, a x fixé, et pour m suffisament grand, f™x € R et

Lp(f™x) =L(f"x)

Dong, Ly est determiné de maniere unique. Passons a la synthese. Soit x € Ry. La suite des

if"‘B(f"‘1X)+f"”L(f"’x)
k=1

est bien définie pour m suffisament grand et est constante, on note L¢(x) sa valeur. La fonction Ly est une
application C-linéaire de Ry dans Ry car B, L le sont (passage a la limite simple). Enfin, L; et L coincident
sur R (dans ce cas on peut choisir m = 0), et pour r € R,

[Lr,r]=[L r]f € Du(D(f))

donc Ly € Dy, 1(D(f)), ce qui conclut la preuve par récurrence.

Proposition 2.8. Pour chaque ouvert D(f) de X,
D(R) ®r Rf = D(Rf)
et par conséquent, Dy est quasi-cohérent en tant que Ox-module a gauche.

Démonstration. La fleche R-linéaire de restriction (compatible avec les filtrations naturelles sur D(R) et
D(Ry))
D(R) — D(Ry)

induit, pour chaque 7 € N par localisation un morphisme R-linéaire :
D,(R) ®r Rf - Dn(Rf)

On montre par récurrence sur n que celui-ci est un isomorphisme de Ry-modules. Pour n = 0, c’est l'identité.
Supposons la propriété vraie au rang n. D’une part, pour r € R,

[L,r]f = [Lf,r] =0
Donc par hypothese de récurrence, [L, 7] = 0. De l'autre, on a dans Ry,
L(1)=Lg(1)=0

Donc il existe m > 0 tel que dans R,
f™L(1)=0

Ainsi, pour r € R,
fUL(r) = f"rL(1)+ [L,r](1) = rf"L(1) = 0

Dong, dans D, (R)® Ry,
L=f"f"L=0
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Donc, la n-éme fléche est injective.
Ensuite la surjectivité. Soit L d’ordre n + 1, on dispose par hypothese de récurrence et définition de Ry
de m >0 tel que f™L(1) € R d’une part, et de l'autre :

Viefl,...,a}, ,(f™[Lx])(R)CR
Alors, sip € Rest tel que f™L(y) € R,ona pour 1<j<aq,

f"L(xjy) = f"[Lx;](y) +xj f"L(y) € R
Comme par ailleurs les x; engendrent Ret f"L(1) € R,ona f™L(R) C R. Ainsi, L’ = f™L définit un opérateur
d’ordre nsur R, et L’ ® f ™ est envoyé sur L par (x). O

Si U < X est une immersion ouverte, on pose Dy = Dx|y. Dy est alors un Oy = Ox|y-module quasi-
cohérent, et la définition est consistante si U est un ouvert affine.
On a un lien fort entre champs de vecteurs et opérateurs différentiels sur X.

Proposition 2.9. Un champ de vecteur non nul sur X est un opérateur différentiel d’ordre 1.

Démonstration. En effet, pour 7, f € R, et v un champ de vecteur, on a le calcul

[dy, 7](f) = dy(rf) —rd,(f) = v(d(rf)) - rv(d(f)) = v(dr)f

Donc,

[dy,r]=v(dr) = dy(r) € Dy(R)
et d, € D(R). Et de plus, d, n’est pas une homotéthie, sinon on aurait pour tout r € R, d,(r) = rd,(1) = 0,
soit d, = 0 et donc v = 0, ce qui n'est pas. O

On peut donc considérer la sous-algebre de D(X) engendrée par les homothéties de rapport r € R et
les dérivations d,, v € Qll\g/(c. Ces éléments donnent la structure de l'algebre D(X) via les deux théorémes
suivants.

Théoréme 2.10. Muni de la filtration naturelle donnée par les D,,(X), on a
gr(D(X)) =T(T*X,Or+x)

Théoreme 2.11. Lalgebre D(X) est isomorphe d la R-algébre engendrée par R et les symboles d,, pour v € 7' (X),
avec les relations, pour v,w € 7' (X) et f eR:

d[v,w] = [dy, dy]
[dv, f1=dy(f)
dfv =fd,
Traitons le cas X = Spec(C[xy,...,x,]) = A"(C), c’est-a-dire R = C[xy,..., x,], le seul dont on a besoin dans
notre cadre.
Alors, Q}Q/C est libre de rang n sur R, engendré par les 1-formes dxy,---,dx,. Ainsi, le R-module des
champs de vecteurs sur A" est aussi libre de rang # sur R, engendré par les champs de vecteurs (ou dériva-

tions) dy,,...,dy , base duale de dxy,---,dx,. Alors on retrouve bien les théorémes 2.10,2.11, qui prennent
la forme suivante :

Théoréme 2.12. D’une part, pour d > 0, Dy(R) est engendrée par C[xq,...,x,], et les opérateurs
n
I_[a;]l:ﬁ m:i1+m+in§d
j=1 dx)' dxy -+ dx
De lautre, pour la filtration précédente sur D(X),

gr(D(X)) =Clxy,..., %y, 0y, , 0y, | = Symgy,, (Cldxs---r 0y, ])

..... X,)
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3 D-modules sur P!

L'objectif de cette section est de définir le faisceau d’algébres Dpi des opérateurs différentiels sur P! et
la notion de D-module sur P!. On rappelle que P! est recouvert par les ouverts affines Uy et Uy. Dans toute
la section on identifie Uy (resp. Uy, Uxy) avec SpecC[t] (resp. Spec C[t~!], SpecC[t,t~1]).

3.1 Fibré tangent et cotangent sur P!

1

. . 1
On construit le faisceau () Uy /Al

crrr . 1 1
P/l des formes différentielles sur P* par recollement de QUX R Q
de la manieére suivante :

Sous les identifications

—_~—

Q%]X/Al :C[t]dt Q%]y/Al = (C[u]du Q%ny/Al :C[t,t_l]dt

on recolle via I'isomorphisme
1 1
Qe ailp,xv) — Qpailp,xv)

induit par t > u~!.

Définition 3.1. Les deux Opi1-modules Qﬁml/Al et QIIP,]/Al ¥ étant localement libres de rang 1, on peut canonique-

ment leur associer les fibrés en droite au-dessus de P! dont la construction est décrite plus précisément dans le
paragraphe 6.9.

TP! = SpecSymp, Qﬁm/Al
T*P' = SpecSympi Q' p1 /51
Ces fibrés sont appelés respectivement fibré tangent et cotangent a P'.

Définition 3.2. On appelle champ de vecteurs(resp. forme différentielle) sur U une section de TP! (resp.T*P!)
sur cet ouvert. C'est-d-dire un élément de T'(F(T*P'), U) avec les notations présentées dans l'annexe 6.9 sur les
fibrés vectoriels.

Remarque 3.3. Le faisceau des sections du cotangent s’identifie au faisceau des formes différentiels sur P!, et le
faisceau des sections du tangent au faisceau des champs de vecteurs sur P, que I'on note .

Proposition 3.4. Le faisceau 71 s’identifie au faisceau des dérivations de Op1 vers Opi1. On peut ainsi définir le
crochet de Lie de deux champs de vecteurs sur un ouvert U de P!

Démonstration. En effet, pour un ouvert affine U = SpecA de P! on a:
T(Z1,U) =T(Z,U) = Qly o = Homu(Q} o, A) = Derc(4, A)
La premiére égalité découlant de ’analogue pour P! de la proposition 2.3. O

3.2 Opérateurs différentiels sur P!

On définit ici la notion d’opérateur différentiel sur P!. On s’appuie sur la notion d’opérateur différentiel
développée dans la section précédente pour les variétés affines lisses.

Le faisceau Dp1 est défini par recollement de Dy, et Dy, selon Dy, , le résultat étant un faisceau d’an-
neaux (non commutatifs) filtrés, muni d’une structure de Opi1-module a gauche et a droite.
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Spécifions les données de recollement. Sous les identifications faites, on a (les algebres sont non commuta-
tives) :
Dy, =Cl1,9;] Dy, =Clu,9,]
et le changement de carte est spécifié par le changement de cartes :
9, — —t720,

On dispose ainsi par la proposition 1.5 du faisceau des opérateurs différentiels Dp1 sur P!, et d’isomor-
phismes
Dpily, =Dy, Dpily, =Dy,

compatibles avec le recollement sur Uyy.

Définition 3.5 (Gradué d’un faisceau d’anneaux filtrés). Soit F est un faisceau d'anneaux filtrés (au sens ou
les restrictions sont des morphismes d’anneaux filtrés) sur un espace topologique X. Posons, pour U ouvert de X,
(Fu(U))uso la filtration associée. Alors, les F,(U) définissent des préfaisceaux d’anneaux sur X, de méme que

g (F)U) =Pz (1)
n>0

les fléches de restrictions étant induites par celles (compatibles avec les filtrations) sur F. On définit l'anneau
gradué gr(F) comme le faisceau d’anneaux associé au préfaisceau grP™(F).

Proposition 3.6. Soit F un faisceau d'anneaux filtrés sur X et U C X ouvert. Alors, on a un isomorphisme
canonique de faisceaux d’anneaux

gr(F)lu =gr(Flu)

Démonstration. On a
gt (Fly = g’ (Flu)

et on conclut en appliquant = et la proposition 6.3. O

Remarque 3.7. La proposition précédente montre que l'on aurait aussi pu construire gr Dp1 par recollement des
gradués sur Uy et Uy selon Uxy.

Définition 3.8. On définit gr(Dp1) le gradué associé d la filtration naturelle sur Dpi.
On a le corollaire immédiat de la proposition 3.6 :

Corollaire 3.9. Comme gr(Uy) et gr(Uy) sont des faisceaux d’anneaux commutatifs d’apres le théoreme 2.10,
gr(Dp1) est aussi un faisceau d’anneaux commutatifs. De plus, le premier terme de la filtration de Dp1 est Op1,
donc gr(Dp1) a une structure naturelle de Op1 -algébre commutative.

On peut méme décrire le gradué de P! comme le faisceau des fonctions réguliéres sur le fibré cotangent.
Théoreme 3.10. On un isomorphisme de Op1-algebres :
gr(Dp1) = pxOrsp1
oul p est la projection associé au fibré cotangent.

Démonstration. On a :
gr(Dp1)|y, = gr(Dpi1ly,) = gr(Dyy)

De plus, p~!(Ux) = T*Uy, et p restreinte a p~!(Uy) s’identifie via ’homéomorphisme précédent a la pro-
jection px : 7* Uy — Uy. Par conséquent,

p+Or+ptluy, = px«Or+u
X X
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Or, on sait que l'on a :

gr(Dyy) = Clx, dy] = px Oy,

Ainsi, par les isomorphismes (1) et (2), on a un isomorphisme induit

gr(Dp1 )|y, = pxOr*piluy

On a le méme raisonnement pour Uy, et les morphismes coincident sur Uyy. En effet, sur Uy le mor-
phisme est induit par I'identité de C[x, d,]. Sur Uy, c’est Iidentité de C[x~!, d,-1], et les deux se restreignent
par localisation en I'identité de C[x,x~!, dy].

On a donc un unique morphisme de faisceaux :

gr(Dp1) = pxOr+p1

qui coincide avec les morphismes précédents par restriction a Uy ou Uy. Le morphisme est localement un
isomorphisme, donc est un isomorphisme. O

Le théoreme suivant décrit la structure de Dp1 en tant que faisceau de C-algebres :

Théoréeme 3.11. On a un isomorphisme de faisceau de C-algebres graduées (et de Ox-modules) :
Dp1 = Te(Op1, Zp13;R)

Out le membre de droite désigne le faisceau associé au préfaisceau qui a U associe U'algébre tensorielle sur les mots
Op1 (U), Zp1(U), avec les relations R suivantes pour f € Op1(U) et d € Zp1 )(U) :

f®d=fd
fed-aef =df)
0®d' -d'®d=1[0,0]

Démonstration. Notons A l'algebre de droite. Les relations R sont satisfaites pour des sections locales de
Dp1 sur Uy et Uy, donc sur tout ouvert de P!, et on a par propriété universelle de I'algébre tensorielle, un
morphisme

A — Dpi

Comme les champs de vecteurs sont d’ordre 1 et les homotéthies d’ordre 0, ce morphisme respecte les
graduations naturelles sur A et sur Dp1, et le morphisme entre les gradués est le morphisme entre gr(Dp1)
et p,Or+pt qui est un isomorphisme par le théoréme 3.10. O

3.3 Dpi-modules

Définition 3.12. Un Dpi-module M a gauche est un Opi-module quasi-cohérent tel que pour chaque U
ouvert de P!, M(U) est muni d’une structure de Dpi(U)-module a gauche compatible avec la structure de
Op1 (U)-module, telle que pour toute inclusion V C U, tout L € Dp1(U) et tout m € M(U) on ait :

(Lm)|v = L|VTH|V.

Un morphisme entre Dpi-modules est un morphisme entre les Opi1-modules sous-jacents qui soit Dp1(U)
linéaire sur chaque ouvert U.

On dispose ainsi de la catégorie Dpi - Mod’. C’est naturellement une catégorie abélienne et le foncteur
d’inclusion Dp1 — Mod? — Op1 —Mod’ est exact.

Comme corollaire du théoréme 3.2, on peut reformuler la notion de Dp:1 en termes d’action des champs
de vecteurs sur un Opi-module quasi-cohérent.

15



Corollaire 3.13. Soit M un Op1-module quasi-cohérent et un morphisme de faisceaux :
It xM — M

qui d des sections locales d, m associe d-m. Alors, il existe une unique structure de Dp1-module sur M qui prolonge
Paction des champs de vecteurs sur M si et seulement si on a les relations R, c’est d dire pour chaque sections locales
d,d’, f,m des faisceaux respectifs,

(f ®d)m (fd)m
(f®d-d®f)m = (Jd(f))m
(009 -9 ®d)m (9,9 |m

et si de plus celle-ci est C-linéaire et compatible avec l'action de Op1, au sens ot

d(fm)=(d(f))m

Remarque 3.14. Les D-modules sont reliés a I’étude des équations différentielles linéaires. Par exemple, sur
A?, le D-module M = Dy./((d? + 8}% —g)) avec g € C[X, Y] est relié aux solutions de I’équation aux dérivées
partielles Af = g de la facon suivante. Considérons un D,2-module E ou I'on cherche les solutions de notre
équation, typiquement Oy2. Alors les morphismes de Dy2-modules M — E de D-modules s’identifient
aux solutions de I’équation Af = g. Comme expliqué dans [8], c’est une des raisons historiques de l'intro-
duction des D-modules. On y trouvera d’ailleurs des applications de cette idée avec la notion de polynome
de Bernstein-Sato, qui permet notamment une démonstration du théoréme de Malgrange-Ehrenpreis sur
I’existence de solutions fondamentales a des équations aux dérivées partielles.

4 P! est D-affine

Il existe une notion plus générale de D-modules sur des schémas au dessus de C autres que P!, et si X
est un schéma (intégre de type fini sur SpecC) dont on peut définir le faisceau d’opérateurs différentiels Dy
de maniere raisonnable (on ne cherche pas a préciser cette notion générale ici), on dit que X est D-affine si
le foncteur des sections globales :

Dy —Mod — I'(X, Dy) - Mod’

est une équivalence de catégories, ou Dy —Mod est la catégorie des D-modules sur X, c’est a dire des Dx-
modules quasi-cohérents. Ici la notation ¢ désigne la catégorie des modules a gauche.
Le cas qui nous intéresse est celui de P! et on va prouver le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. La droite projective complexe P! est D-affine, c’est a dire que le foncteur :

Dp1 —Mod —= ['(P', Dp1) - Mod?

des sections globales est une équivalence de catégories.

4.1 Reéduction du probleme
On commence par formuler une proposition qui nous servira dans la discussion qui va suivre :

Proposition 4.2. Le morphisme de schémas 7t : A2 \ {0} — préserve la quasi-cohérence par image inverse
(et directe). On renvoie a I’annexe pour la notion d’image directe et inverse de modules (paragraphe 6.7).

Démonstration. 1l suffit de montrer que 7t vérifie les hypotheses du corollaire 6.51, c’est a dire qu’il existe
un recouvrement du schéma d’arrivée par des ouverts affines d’image réciproque affine. C’est le cas pour
puisque P! = Uy U Uy et w1 (Uy) = D(X) et 7"} (Uy) = D(Y) sont des ouverts affines de A2\ {0}. O

Un outil important dans la preuve du théoréme 4.1 est le théoréme général suivant :
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Théoreme 4.3. Soit A une catégorie abélienne localement petite avec toutes les petites colimites. On sup-
pose que A posséde un générateur projectif, c’est a dire un objet projectif P tel que, pour tout X objet de A
tel que Hom(P,X) = 0, on ait X = 0. On suppose aussi que Hom(P, e) préserve les petites colimites. Alors,
en notant A = Hom(P, P), le foncteur additif A — A —Mod" qui a X associe Hom(P, X) est une équivalence
de catégories (ici A —Mod" désigne la catégorie des A-modules a droite).

On en trouvera une preuve dans ’annexe, a la section 7.

Proposition 4.4. Le foncteur T(P!,-) : Dp1 — Mod — Set est représenté par Dy, i.e on a une bijection naturelle
en M
Homp, _pod(Dpt, M) =T (P!, M)

Démonstration. En effet, on a des fleches bien définies, naturelles en M :

Homp_, nMoa(Dp1, M) S I'(P', M)

e — o)1)
rel(U,Dp)>r-sly «— s

et inverses I’'une de l'autre. En effet, d’une part pour s section globale de M,
1-slpr=1-s=s
et d’autre part, si ¢ est un morphisme de Dp1 vers M Dpi-linéaire, on a pour r section de Dp1 sur U :
¢(r) = (rily) = re(ly) =r-¢(1)ly
O

De plus l'isomorphisme précédent induit un isomorphisme d’anneaux (en notant D(P!) I'anneau des
sections globales de Dp1) :
A =Homp_, mod(Dp1, Dpi1) = D(P')°P

En effet, id est envoyé sur 1 et si ¢, : Dpt — Dp1 sont deux morphismes on a :
(@op)(1)=p@)(P(P')(1) = p(P")()p(P')(1)

Ainsi, les catégories A —Mod" et D(P') — Mod’ sont canoniquement isomorphes, et on en déduit la propo-
sition suivante :

Proposition 4.5. Sous ’identification des deux anneaux et catégories, le foncteur des sections globales
I(P!,-): Dpi —Mod’ — D(P!) - Mod’

s’identifie au foncteur
Homp , (Dp1,) : Dp1 — Mod! — A —Mod"

Démonstration. Soit M un Dpi-module. Alors, T'(P!, M) est doté d’une structure naturelle de D(P')-module
a gauche, et de A-module a droite. Il s’agit de montrer que la structure de A-module a droite sur I'(P!, M)
coincide avec la structure de A-module a droite induite par restriction des scalaires via I'isomorphisme :

A — D(PY)1.
On note - et -,,, les deux actions. Le résultat découle alors du calcul suivant, pour L € A et m € T(P!, M) :
L-m = LPYm)=LP)-m=L-m

Ce qui conclut la preuve.
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On va donc appliquer le théoréme 4.3. Pour cela on a d’abord besoin du résultat suivant :
Proposition 4.6. Le foncteur I' préserve les petits coproduits.

Démonstration. Cela découle de la quasi-compacité de P! et de la proposition 6.47. La quasi-compacité
de P! vient du fait qu’il admet un recouvrement par un nombre fini d’ouverts affines, eux-méme quasi-
compacts. O

Corollaire 4.7. Par le théoréme de prolongement appliqué d Dpi, pour montrer que P! est D-affine il suffit de
montrer que T est exact et que T(P1, M) # 0 pour M un Dp1-module non nul.

Démonstration. En effet, si I' est exact et préserve les petits coproduits, alors I préserve toutes les petites
colimites et on a tous les arguments pour appliquer le théoreme 4.3. O

Tout D(P')-module est naturellement un Op: (P!)-module, c’est-a-dire un C-espace vectoriel, et le fonc-
teur I est exact si et seulement si le foncteur

I : Dpi —Mod’ — C—Ev

obtenu par composition avec le foncteur oubli, est exact.

I1 s’agit donc d’exprimer de maniére plus commode le foncteur I'®V. Pour cela, on va avoir besoin de
généraliser la notion d’image réciproque et directe aux D-modules.
4.2 Image directe d’'un D-module par j

On veut construire un foncteur image directe j, sur les Dy2\(g;-modules a partir du foncteur j, déja
défini sur les Oy2\()-modules. Vérifions d’abord que j, preserve la quasi-cohérence. On va pour cela avoir
besoin du lemme d’algebre commutative suivant :

Lemme 4.8. Soit A un anneau commutative, M,M’,N trois A-modules,f € A, et deux fléches p : M — N,
@ : M’ — N. Alors, on a un isomorphisme canonique de A[f~']-modules :

(M xy M)[f7] = Mf sy M[f71]

ot le produit fibré est effectué sur les deux fleches @, a gauche, et les fleches induites par fonctiorialité entre les
localisés a droite.

Démonstration. On a une fleche canonique :
@ (Mxy M)[f 7] = MIf ] M

qui a f~"(m,m’) associe (f "m, f~"m’), et il s’agit de montrer sa bijectivité.
Injectivité : Soit f~"(m, m’) envoyé sur 0. Alors, on a dispose d’un entier p > 0 tel que dans N,

fPm=fPm' =0

De sorte que :
[ mm) = f7P(fPm, fPm’) =0
D’ou l'injectivité de .
Surjectivité : Soit (mf =% m’f~?) un élément du produit fibré. On a par définition :

fp(m)=fyp(m’) dans N[f].

Ainsi, on dispose de p > 0 tel que :

Pf*Pm) = f*P(m) = f*Pp(m) = p(f**Pm’)  dans N.
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Donc (fU*Pm, f**Pm’) appartient & M xy M’. Dés lors, on peut écrire :
(f 7 m, f70m) = (f P70 [P, fP00 f ) = O(FP7 0 (mf 0P, o fF))

et @ est surjective.
O

Proposition 4.9. Soit M un Opz2\j-module quasi-cohérent. Alors, I'image directe de M par j est un module
quasi-cohérent sur A2,

Démonstration. Notons My, My, Mxy les modules respectifs M(D(X)), M(D(Y)) et M(D(XY)). Il s’agit de
vérifier, pour f € C[X,Y], que:

T(juM, D(f)) =T(j M, A%)[f ]

Or,ona:
I(7%M,D(f)) =T(M,D(f)ND(X,Y)) =T(M,D(fX, fY)) = M(D(f X)) Xp(p(rxv)) M(D(fY)).

Comme M est quasi-cohérent sur A2\ {0}, et car D(X) est un ouvert affine de A?\ {0}, on a en tant que
C[X, Y,X‘l,f_l]—module :
I'(M, D(f X)) =T(M, D(f X) N D(X))

= My [(Xf)-1]

= Mx ®cx,v) C[X, Y, X, f 1]

= Mx ®cx,v] C[X, Y, X ®c(x,v] CIX, Y, f ']

= Mx ®cx,y] C[X, Y,ffl] car My est un C[X, Yy, X! ] — module.

= MX [f_l] .

On peut faire le méme calcul pour My et My, de sorte que l’'on se raméne a montrer que :

Mx Xpyy My [f_l] = Mx [f_l] XMyy [f-1] My [f_l]-
On applique alors le lemme 4.8 pour conclure. O

On peut ainsi définir le foncteur j, sur les D-modules :

Définition 4.10 (Foncteur j;). Soit j : A?\ {0} < A? linclusion. On a un foncteur, appelé foncteur image
directe :
j* : DAZ\{O} —MOdZ g DAZ —MOde

qui d un D2\ (o-module M associe le module j, M, quasi-cohérent d’apreés la proposition 4.9, avec I'action suivante
des opérateurs différentiels sur un ouvert U :
SiLeDy2(U), meT(juM,U),

L-m=Llyna2\joy-m  (%).

Le Dy2-module j, M est donc I'image directe du O 2\ (oy-module M, avec la structure additionnelle de D y2-module
donnée par (%). L'action de j, sur les fleches est inchangée.
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4.3 Image réciproque d’un D-module par 7t
On dispose aussi de la projection canonique :
m: A%\ {0} - P!
et on aimerait définir un foncteur :
7 : Dp1 — Mod! — Dp2\jo) = Mod’

qui serait compatible avec la définition du foncteur 7, défini sur les Opi-modules.
11 s’agit donc, pour M un Dp1 — Mod’ module, de mettre une structure naturelle de Dj2\jpy-module sur
le Oy2\(p)-module :
M = OAZ\{O} ®T(710}P’1 M

Pour cela, il suffit de spécifier une action des champs de vecteurs sur A2\ {0} sur 7*M, qui soit C-linéaire
et qui vérifie les relations usuelles R.

Dans toute la suite, U désigne un des deux ouverts affines Uy, Uy de P! et f, g, d désignent respective-
ment des sections de Oz (g}, 7 Op1 et Zp2\(o) sur w1 (U) (égal a D(X) ou D(Y)) et m est une section de M
sur U.

D’abord, 7 induit un morphisme de Oy2\jp-module :

Tt Vp2\joy — Op2\jo) ®r-10, 0 V1 = 10 (V1)
En effet, par définition de 7 on a un morphisme :
" Opt — Opa\(o)
qui s’écrit
t— =

X
sur 'ouvert D(X). Ce dernier morphsime induit une fleche Oy2\(o)(D(X)) linéaire :

T(*(Qllpul/(c)(D(X)) = OAZ\{O}(D(X)) ®O]P’1 (Ux) Q]%»l/(c(UX) - Q}&Z\{O}/C(D(X))
Qui s’écrit :
dt — d(%) =X'dy + X?vdX.
Enfin, par dualité on obtient un morphisme :
Za2\(0)(D(X)) — Op2\(0)(D(X)) ®0,, (uy) 7o (Ux) = 77 (71 )(D(X))

qui s’écrit explicitement :
8Xr—>X72Y9t ay |—>X719t.

On procéde de la méme maniere sur les ouverts D(Y), D(X) N D(Y). Les morphismes construits étant com-
patibles aux restrictions, on a un morphisme de O,2\(p;-modules :

T s Vao\joy — On2\(0) Oty T V1 = 70 (V1)
D’autre part, la structure de Dp1 module sur M fournit un morphisme de faisceaux :

T xT'M  — M
f®dm r— (f®J)-m:=f®dIm

Ce dernier est bien défini car on a 'identité :

fe®dm=f®gdm
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Proposition 4.11. Pour toute section L de 7*%p1 sur U, ona :
L(gm) = gL(m) + L(g) - m

out L(g) est vu comme élément de 707*Op1 = Op2\(0}®r-10,, nlOp = Oa2\jo), qui agit naturellement sur le Op2\jo)-
module 7M.

Démonstration. Cela découle du calcul

(f®I)(gm) = f @dgm =g(f @)m+(f ®I(g)m) = g(f @ )m+((f ® I)(g))m
pour f,g,m,d sections sur U des faisceaux respectifs. O

De méme, 72\ (o) agit naturellement sur le Dy2\(g)-module Oy 2\ (o). Ainsi, on peut définir une action des
champs de vecteurs :
%2\{0} XM — M
df®m > I ®m+ -, (d)(m)

Lemme 4.12. On a la relation suivante :
Ifg)@m+ f 1 (d)m=df ®gm+ f ®1,(d)(gm)
Démonstration. On calcule :

Afgem+f -1m(d)m = (fdg+gdf)@m+ f-1,(d)m
fog)@m+d(f)g@m+fg-mi(d)m
fRIgm+df gm+ f - gm,(d)m
df @ gm+ f @ (d(g)m + 1, (I)m)

If ®gm+ f @1, (d)(gm)

O

Théoreme 4.13. Laction de Vj2\(oy ainsi définie sur 7*M est C-linéaire, et vérifie les relations R. Elle induit
donc une unique structure de D2\ (oy-module sur M qui étend 'action des champs de vecteur.

Démonstration. Cela découle des calculs suivants :

1. Comme les opérateurs d sont C-linéaires on a pour A complexe :

IAfem))=d(Af)@m+ Af @M, (d)m = MI(f)@m+ Af @, (d)m) = Ad(f @ m)

2. Puisque 7, est Oz gy-linéaire :

(hO)(f ®@m) = ((hd)f)@m + f1,(hd)m) = h(I(f ®m)) + fh11,(d)(m) = h(d(f & m))

3. Ona:

h(d(f @ m)) - d(h(f ® m)) hof @ m+ hf -1,(9)(m) - d(hf)® m—hf ®10,()(m)
= fo(hyem

d(h)(f ®m)
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4. Montrons que

9(9'(f ®m)) = d'(d(f @m)) = [9,d'](f ®m) ()

Sans perte de généralité, on peut supposer U = Uy = SpecC[t] et d = dx,d" = dy, de sorte que
I’identité (%) découle du calcul suivant :

Ay (dx(f ®m)) - dx (dy(f ®m)) dy(dxf ®m+ fr,(dx)m)—dx(dy f ® m+ fr,(dy)m)
dy(dxfm—fYX29;m)—dx((dyf)m+ fX"19ym)
= (OxfX 1 =dy(fYX D)= dx(fX )+ dyfX2Y)Im+ (fX3Y - fX3Y)d*m

0

D’autre part,on a aussi [dy, dx](f ® m) = 0, d’ou I'identité ().

4.4 Expression de I'*”
Définition 4.14. Soit L un opérateur différentiel sur A%. On a un foncteur :
L™V . DA?)- Mod! — C-Ev
M +— ML =Ker(L: M+ M)

ot L est vue comme un endomorphisme C-linéaire du C-espace vectoriel sous-jacent au C[X,Y]-module M.
Tout application D(A?)-linéaire f entre D(A?)-modules induit par restriction et corestriction une application
C-linéaire

fLimt— Nt

Carsixe ML, ona
Lf(x)=f(Lx) = f(0)=0

donc f(x) € NL, et I'application induite est clairement C-linéaire.
Théoreme 4.15. Soit M un Dpi-module. On a un isomorphisme naturel en M :

(P, M) = I‘(Az,j*(n*(M)))g

ou & désigne le champ de vecteur xd, +yd,.
Avant de passer a la preuve proprement dite, on a besoin de quelques lemmes utiles pour le calcul :

Lemme 4.16. On a un isomorphisme de faisceau de 10,02\ ()-modules :
T M = T(*(OAZ\{O}) ®0p M

naturel en M.
Démonstration. Remarquons d’abord que :
("M, 77" M)

Homy,0,,  (T(Op2\(0) ®0,, M, 10,77 M) = Homo,, (M, 16, 7* M) = Homg

\{0} \{o}

via les différentes adjonctions. En remontant I’identité de 7*M on obtient donc un morphisme naturel de
1. Oy2\(g)-modules (en particulier de Op1-modules) :

T (Op2\(0) ®0,, M — T, M
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Par quasi-cohérence, il suffit de vérifier que c’est un isomorphisme au niveau des sections sur Uy et Uy.
Or:
(n*(OAZ\{O})@’O[Pl M)(UX) =C[X,Y,1/X]®&c|y/x) M(Ux)

par quasi-cohérence de M et par la proposition 6.46. Ensuite :
(rer* M)(Ux) = (r*M)(D(X)) = M(Ux) ®c[y/x] CIX, Y, 1/X]

car le 7 d’un module quasi-cohérent sur un ouvert affine correspond a une extension des scalaires; on
utilise ici la propriété 6.46 implicitement. De méme pour D(Y). Avec cette identification, le morphisme
construit est bien I'identité. O

N*OAZ\{O} = @ (’)(n)

nez

Lemme 4.17. En tant que Op1-module,

Démonstration. Pour U = D,(f) un ouvert standard de P!, avec f homogeéne non constant, I'inclusion
C[X,Y,1/f], — C[X,Y,1/f] est un morphisme Opi(U)-linéaire O(n)(U) — 1,O042\((U), qui est na-
turel vis a vis des restrictions d’ouverts standards. On a donc un morphisme de Opi-module O(n) —
74Op2\(0}- On en déduit un morphisme de Opi-module P, ., 0m — T Op2\(0) qui est clairement un iso-
wez(S )(C[X,Y]n — S(_xl)(C[X,Y]) donc un
isomorphisme. O

nez
morphisme sur les fibres (pour x € P!, c’est le morphisme €p

On prouve maintenant le théoreme 4.15.

Démonstration. Soit M un Dpi-module. On a :

L(A% ju(r*(M))) = T(A \{} *(M))

= (P!, m(*(M)))
= T(Pl,ﬂ*oAz ) ®0,1 M) Par le lemme 4.16
~ F[Pl, )| ®0, M] Par le lemme 4.17
nez

= F[ ®0,1 M))

neZ
= @ (P n)®o,, M) Par la proposition 6.47

nez
et 'isomorphisme obtenu
L(A%, ju(r* (M) = (DT (P!, O(m) @0, M) ()
nez

est naturel en M car les isomorphismes utilisés le sont.

Montrons désormais que pour # € Z, sous l'identification précédente,

E-n

T(P',0(n) ®0,, M) =T(A? jur*(M))

Comme on a une décomposition en somme directe (*), il suffit de montrer que £ agit comme une homoté-
thie de rapport n sur T'(P!,O(n) ®0,, M):
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Montrons d’abord que 7, £ = 0. Dans la carte Uy, l'opérateur 7€ est nul : en effet, soit f € Op1(Uy), f est
un polyndmeen t=Y/X,etona:

(Xdx +Yay)(f)=-Xf(t)Y/X2+Yf'(t)/X =0

Par affinité de Uy, la nullité de (7,&)y, €équivaut au fait qu’il agisse comme 0. On raisonne de la méme
facon dans l'autre carte, et par la propriété de faisceau on a donc 1,& = 0. Soit maintenant f @ m €
I'(Ux,O(n) ® M) (ces éléments génerent I'(Ux, O(n) ® M) par la propriété 6.46). On a:

(T E)(f @m) =E(f)@m+ f -1, (E)(m) = E(f)@m=nf @m

car on vérifie immédiatement que Xdyx + Ydy agit comme nid sur les polyndmes homogenes de degré n
(avec éventuellement des dénominateurs en X). Sur la carte Uy le raisonnement est le méme et donc par la
propriété de faisceau c’est aussi vrai sur les sections globales : £ agit comme une homothétie de rapport n
sur I'(P!,0(n) @ M).

O

Corollaire 4.18. Pour résumer, d un isomorphisme de foncteur pres, on a un diagramme commutatif :

Dpi —Mod’ —5 Dy20) ~Mod! —2— D> ~Mod! —L— D(A?)~Mod’ =5 C-Ev

Dp1 —Mod’ L s D(P!) - Mod’ oubli s C—Ev

4.5 D,>-modules supportés sur 0

On fixe M un Dy2-module. Par définition, M est un O,2-module quasi-cohérent, notons encore M le
C[X, Y]-module sous-jacent. Soit £ le champ de vecteurs xd, +yd,, brave dérivation. L'opérateur £ agit
C-linéairement sur M. Notons E,(£) I'espace propre associé a la valeur propre A € C.

Lemme 4.19. Ona:
Yn,m>0 x"y"Ey(E) CEpynam(E)

Démonstration. 1l suffit de traiter lecas n=1,m=0.Soit me€ E;(£).On a:
E(xm) = (xdy +ydy)xm = (x? 0y +x+xydy)m=xEm+xm=(A+1)xm
Donc xm e Ey1(E). O

Théoreme 4.20. Si M est supporté sur 0, alors les valeurs propres de € sur M sont entiéres et strictement néga-
tives.

Démonstration. On a 0 = V(X,Y), donc si M est supporté sur 0, tout polyndome non nul agit de maniere
localement nilpotente sur M.

Fixons m € M un vecteur propre de £ associé a la valeur propre A € C. Comme x et y agissent de
maniére localement nilpotente, il existe a > 0 maximal tel que x*m = 0, puis b maximal tel que y’x*m = 0,
etd=a+b>00na:

ybxam €E)d
Ainsi,
(A+d)ybx*m = E(WPx"m) = (x0y + yay)(ybx“m) = (dex+dyy - 2)(wPx"m) = 29" x"m

Mais, ybx“m # 0, dong,

A=—-d-2

Ce qui conclut la preuve.
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4.6 ExactitudedeTl

Proposition 4.21. Le foncteur M +— F(Az,j*n*M)g est exact. En particulier, par le corollaire 4.18, le fonc-
teur T'(P!, o) est exact sur les Dp1-modules.

Démonstration. Soit 0 — M; — M, — M3 — 0 une suite exacte de Dpi-modules. Le foncteur 7* est
un adjoint a gauche donc exact a droite. Il est aussi exact a gauche : le morphisme M;(Ux) — M,(Ux) est
injectif car T est exact a gauche, et 7 M; (D(X)) — 1w M,(D(X)) est injectif par tensorisation par le C[Y/X]-
module plat C[X,Y,1/X]. Ainsi, en localisant en tout z € D(X), on tensorise encore par un module plat donc
(t*M;), — (7 M,), est injective. On raisonne de la méme fagon pour z € D(Y), et donc la suite :

0 —> "M > "My, — "Mz — 0
est exacte. Ensuite, j, est un adjoint a droite donc est exact a gauche, et ainsi on a une suite exacte :
0 — ju My — ju My — ju M3 — L — 0

ol L est le conoyau de j,7*M, — j,7*Mj3. Remarquons que pour tout z € A%\ {0}, on a un diagramme
commutatif :
(j*n*MZ)z — (j*n*M.’»)z

(*Mp); —— (T*M3), —— 0

puisque z est dans le sous-schéma ouvert A? \ {0} de A2. Ainsi L, = 0 et donc L est un Dy2-module supporté
sur 0.

Ainsi, par le théoréme 4.20 les valeurs propres de & sur (A2, L) sont strictement négatives. Par exactitude
de I' sur les modules quasi-cohérents (A? étant affine), on a une suite exacte :

0 — T(A?, j " My) — T(A?, j 70" My) — T(A?, jur* M) — T(A%, L) — 0

Ensuite, £ est diagonalisable sur les trois premiers termes de la suite exacte donc aussi sur le dernier, et
prendre les espaces propres de £ sur des C[X, Y]-modules sur lesquels il est diagonalisable est exact, donc
on a un suite exacte :

0 — T(A?,j, " M) — T(A?, j,*M,) — T(A?, j,i*M3) — T(A2%,L)¥ — 0

et le dernier terme est nul car les valeurs propres de £ sur I'(A?, L) sont strictement négatives. Ceci conclut

la preuve.
O

4.7 SiM=0,alorsT(P',M)=0
Soit M un Dpi-module non nul. On veut voir que I'(P!, M) # 0.
Lemme 4.22. Il existe n € Z vérifiant T(P!, M @ O(n)) = 0.

Démonstration. En effet, on a T(P',O(n) ® M) = T(A?, j,77*(M))~". Supposons le contraire. On a donc :

EBF(]P’I,M@O(n)) =0

nez
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et donc T(A?,j,7*M) = 0 puisque c’est le méme module. Or j,7*M est quasi-cohérent donc j,7*M = 0, et
donc en restreignant a A2\ {0} on obtient 7*M = 0. En particulier :
0 = I(D(X), 7* M)
=T (D(X),(*M)|p(x))

(D(X), 7I|OUX(M|UX) par la proposition 6.50
= (UXerUX)@’O]P] (Uy) On2(D(X)) par quasi-cohérence de M

Or O42(D(X)) = C[X,Y,1/X] et Op1(Uy) = C[Y/X] donc Oy2(D(X)) est libre donc fidélement plat en tant
que Op1(Ux)-module (en effet, C[X,Y,1/X] = @neZC[Y/X]X”). On a donc T'(Ux,M) = 0. De méme avec
l'autre carte : ['(Uy, M) = 0. En partculier pour tout x € P! = Uy U Uy on a M, = 0 par quasi-cohérence car
c’est une localisation d’un anneau nul. C’est absurde car M = 0 par hypothese. O

Proposition 4.23. On a I'(P!, M) = 0.

Démonstration. Donnons nous un # minimal en valeur absolue tel que I'(P!, M ® O(n)) # 0, dont l’existence
est assurée par le lemme précédent. On a donc T(A?, j, 77 M) ™" # 0. Prenons donc m une section globale
non nulle de j,7*M telle que Em =nm.On a:

E(dym) = xd,dym+yd,dym = dyxdym—0dym+dydym=dEm—dym=(n—1)dym

donc d,m est associé a la valeur propre n—1. De méme aym est associé a la valeur propre n—1. Ainsi, sin > 0,

ou bien 'un des d,m ou d,m est non nul auquel cas on a trouvé un élément non nul de (P, M®O(n-1)) et
cela contredit la minimalité de n, ou bien les deux sont nuls et donc £m = 0 et m étant non nul on a résolu le
probléme. Si n < 0, on utilise xm et ym qui font monter d’une valeur propre. Si xm et ym sont tous les deux
nuls, alors mp(x) = 0 et mp(y) = 0. On a alors m2\jp; = 0 car les deux ouverts D(X) et D(Y) recouvrent

A%\ {0}, et donc m = 0 car T(A?, j,77* M) = T(A? \ {0}, 7* M) = T(A? \ {0}, j, * M). O

Ceci conclut la preuve du théoréme 4.1 sur la D-affinité de P!.

5 Localisation de Beilinson-Bernstein pour P!

5.1 Lien entre D(A?) et Dp

On consideére la C[X, Y]-algébre (a gauche) D(A?) engendrée par X, Y, dx, dy que l'on gradue de la fagon
suivante : pour tout k € Z, un opérateur L est dit homogeéne de degré k si pour tout f € C[X, Y] homogene, L(f)
est homogene de degré k + deg(f). On note Dy le C-espace vectoriel des opérateurs homogenes de degré k,
dont une base est donnée par les &“Qﬁ avec a et f deux multiindices vérifiant |a|— ([3’| = k. Cela définit une
graduation d’algebre et on dispose donc d’une algébre quasi-cohérente sur P! définie par D(A2). Concre-
tement, sur un ouvert standard D, (f), l'algebre T'(D,(f), D(A?)) est 'algébre des opérateurs homogénes de
degré 0Oen X,Y,1/f.

Proposition 5.1. On dispose d’une morphisme surjectif d’algébres quasi-cohérentes sur P! :

D(A?) — Dpr — 0

Ainsi, 2 un opérateur de degré 0 sur A2 (avec potentiellement des dénominateurs) on pourra associer cano-
niquement un opérateur (local) sur P'. De plus, ce morphisme envoie Xdy sur d;, et Y/X sur t dans la carte
Uy avec t = Y/X. En notant également u = X/Y, il envoie aussi Ydx sur d,, = —t>d;. Notons que le champ
de vecteurs Xdy + Y dy est envoyé sur 0 donc ce n’est pas injectif.
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Démonstration. Soit U = D, (f) un ouvert standard de P!, et soit L € T(D,(f), D(A2)). Pour tout g € Op1(U),
i.e. ¢ un polyndme homogene en X et Y de degré 0 avec éventuellement des dénominateurs en f*, on a
naturellement une action de L sur g et L(g) est encore dans Op1(U) car L est de degré 0. Cela définit bien
un opérateur sur Dp1(U).

Ensuite, dans la carte Uy, on calcule :

Xoy(f(Y/X)) = f/(Y/X)

donc Xdy est envoyé sur l'opérateur d; et Y/X est clairement envoyé sur 'opérateur t.

Ainsi le morphisme D(A2) — Dp1 est surjectif sur la carte Uy et sur tout D, (f) C Uy, et idem pour la carte
Uy, il est donc surjectif. O

5.2 L’algebre de Lie s[,(C)
Commencons par quelques rappels sur la notion d’algebre de Lie.
Définition 5.2. Une algebre de Lie complexe g est la donnée d’un espace vectoriel complexe g muni d’un
crochet [e, 0] : g®c g — g antisymétrique et qui vérifie la relation de Jacobi : pour tous x,y,z€gona:
[ [y, 2]+ [, [z x]] + [z [x, 9]} = 0

Etant donnée une algébre associative complexe A, on lui associe une algébre de Lie complexe Lie(A) dont
I’espace sous-jacent est A et dont le crochet est défini par [x,y] = xy — px, qui vérifie bien I'antisymétrie et
la relation de Jacobi.

Soit g une algébre de Lie. Une représentation de g est la donnée d’un espace vectoriel complexe V et d'un
morphisme d’algebres de Lie g — Lie(L(V)). Autrement dit c’est la donnée d’une action gx V — V que
I’'on note x - v pour x e get v € V, qui vérifie :

[x,y]-v=x-(y-v)-p-(x-v)

pour tous x,y € get v € V. Lareprésentation V est dite irréductible si il existe exactement deux sous-espaces
de V stables par l'action de }.

Un sous-espace a de g stable par [x, e] pour tout x € g est appelé un idéal de g. De plus, g est dite simple si
son crochet n’est pas identiquement nul et si ses seuls idéaux sont 0 et g.

Si G est un groupe de Lie complexe, on peut identifier son espace tangent en l’identité a I’algebre de Lie des
champs de vecteurs G-équivariants sur G, appelée algébre de Lie du groupe G. On pourra se référer au livre
de Humphreys [4] pour les détails.

L’algebre de Lie s1,(C) du groupe de Lie SL,(C) s’identifie a ’algebre de Lie des matrices de M;(C) de
trace nulle, et elle est engendrée linéairement par les éléments suivants :

=y ) e 8y )

On a les relations [E,F]=H, [H,E] = 2E et [H,F] = —2F.
Proposition 5.3. L'algebre de Lie sl,(C) est simple.

Démonstration. Soit a un idéal non nul de sl,(C). Il suffit de montrer que E € a, ou F € a ou H € a puisque
chacun d’entre eux engendre 1’idéal sl,(C). Prenons aE+bF+cH € a\{0}. En appliquantad E on a bH—-2cE €
a.Si b #0on applique ad E et on obtient H € 2. Si ¢ # 0 on applique ad H eton a E € a. Enfin,sib=c=0et
a=#0,alors aE €cadonc E €a. O
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Définition 5.4. (Algebre universelle enveloppante) Soit g une algébre de Lie sur C. On appelle algébre
universelle enveloppante de g, notée U(g), l'objet initial de la catégorie des C-algebres associatives A munies
d’un morphisme f d’algebres de Lie g — Lie(A). Dans cette catégorie, un morphisme (A, f) — (B, g) est
un morphisme d’algebres associatives u : A — B qui fait commuter le triangle u, f, g.

Autrement, dit, U définit un foncteur adjoint a gauche du foncteur :

Lie : C - Algebres Associatives — C — Algebres de Lie

Lemme 5.5. Un tel objet initial existe et est donné par le quotient de ’algébre tensorielle T(g) par I'idéal
bilateére engendré par les a® b—b®a—[a,b] pour tous a,b € g.

Démonstration. Notons I ’idéal bilatére en question. On a un morphisme d’algebres de Lie i : g — Lie(T(g)/I)
défini par x — x. Il s’agit bien d’'un morphisme d’algébres de Lie puisque 1'obstruction a étre un morphisme
d’algebres de Lie tombe dans I’idéal I. Ensuite, étant donné un morphisme d’algebres de Lie f : g — Lie(A)
avec A une algebre associative, on a un morphisme d’algébres associatives :

T(g)— A

par propriété universelle de T. Ce morphisme est nul sur I car f est un morphisme d’algebres de Lie, et on
a donc un morphisme :
u:T(g)/l— A

qui fait commuter le triangle u,1, f. Un tel morphisme est unique par propriété universelle de T. O

Proposition 5.6. La catégorie des représentations complexes de g est équivalente a la catégorie des U(g)-
modules a gauche.

Démonstration. Une représentation de g est la donnée d’un morphisme d’algébres de Lie g — LieL(V)
pour V un espace vectoriel sur C, et par propriété universelle de ’algebre universelle enveloppante, une
telle donnée équivaut a la donnée d’un morphisme d’algebres associatives U(g) — L(V'), autrement dit a
la donnée d’une structure de U(g)-module a gauche sur V. De plus, si V et W sont deux U(g)-modules, un
morphisme V — W de U(g)-modules est la méme donnée qu'un morphisme de représentations entre V et
Ww.
Ceci étant dit, il est facile de vérifier que cette correspondance donne bien une équivalence de catégories.
O

5.3 Action de s[,(C) sur Op:

L'action du groupe SL,(C) sur P! par homographies induit une action de sl,(C) sur les fonctions sur P!
Concretement, si f € Op1(U) et a € sl,(C), on peut poser (au moins sur les points complexes) :

o)) = o S

En voyant f comme un élément de C[X,Y,1/¢]y avec U = D,(g), et z un point complexe de U comme 7t(z)
avec zy € C?\ {0}, cela s’écrit :

a(f)(zo) = df;,(a-zp)

Notons que ¢a ne dépend pas du représentant de z puisque df),, = %dsz car f est homogéne de degré 0.
Tout calcul fait, E agit comme l'opérateur Y dx et donc comme d,, = —t2d;, F agit comme l'opérateur Xdy
donc comme d;, et H agit comme Ydy — Xdx cest a dire 2td;, = —2ud,,. Ce sont des opérateurs globaux sur
P! (puisque quand on les change de carte ils restent bien définis), et donc puisque E,F et H engendrent

linéairement sl,(C) on a un morphisme d’algébres de Lie qui se factorise par D(A2)(P!):

—_~—

5l,(C) — D(A2)(P') — Dp1 (P})
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Définition 5.7. Par propriété universelle de U(sl,(C)), ce morphisme induit un morphisme d’algebres as-
sociatives que 1’on note @ :
@ : U(sl,(C)) — Dp1 (P).

Ce morphisme est caractérisé par :
O(E) =120, = 9,
O(F) =9, = -u’d,
®(H) =2td; = -2ud,

5.4 Propriétés du morphisme ©

Dans ce paragraphe, on cherche a montrer que @ est surjectif et a calculer son noyau. Il s’aveére tres
difficile de travailler avec des algebres non commutatives, donc on va se ramener a un probléme d’algébre
commutative en passant aux gradués.

Pour cela, on admet le théoréme suivant, dont le lecteur pourra trouver une preuve dans le chapitre 5 du
livre de Humphreys [4].

Théoréme 5.8. (Poincaré-Birkhoff-Witt pour s[,(C)) La famille (E"FfHk)i’jykZO est une base de U(sl,(C)).
Une conséquence intéressante est :

Proposition 5.9. On peut définir une filtration F"U(sl,(C)) sur U(sl,(C)), avec F"U(sl,(C)) engendré par
les E'FIHK avec i + j+k < n. Clest une filtration d’anneau et le gradué gr U(sl,(C)) est canoniquement
isomorphe a l’algébre commutative C[E, F, H] en tant qu’algébre graduée.

Remarquons que @ préserve les filtrations. On peut alors étudier le morphisme induit :
gr® : gr U(sl,(C)) — grDp (P1)

pour comprendre O.

Notation 5.10. Pour alléger les notations, on pose :

C[T*P'] = Osp (T*PY)
qui est l'algebre des fonctions régulieres sur 7*P!.
Par le théoréme 3.10, on a un isomorphisme canonique d’algebres graduées :
gr Dp1 (P') = C[T*P!]

Sous ces identifications, le morphisme gr® devient :

er U(so(C)) 225 grDpi (P1)

C[E,F,H] o C[T*P!]

On va & présent décrire I'algebre C[7*P!]. Pour cela, on utilise le fait que 7*P! est un schéma sur SpecC
recouvert par les ouverts affines Vx = p~!(Ux) et Vy = p~!(Uy) avec p la projection 7*P! — P!. Les ouverts
Vx et Vy correspondent a la schématisation des plans vectoriels Vx(C) et Vy(C) (voir théoréme 6.24). On a
Vx = T*Ux et Vy = T*Uy et ainsi Vx(C) = Ce,@Cdt et Vy(C) = Ce,, ®Cdu. Ici ¢, et e, sont les vecteurs direc-
teurs canoniques de Ux(C) et Uy(C) respectivement. Ainsi, le changement de carte dans ces coordonnées
est donné par :

1
te; +qdt — Fou t>qdu

autrement dit (t,q) — (1/t,—t*q). Ces remarques permettent la description suivante de C[7*P']:

29



Proposition 5.11. L’algébre C[7*P'] a une base (en tant que C-espace vectoriel) donnée par les tiai avec
i<2j.

Démonstration. D’abord, notons que C[Vy] = C[t, d;] ou (¢, d;) est la base duale de (¢;, dt) et C[Vy] = C[u, d,,].
On peut plonger ces deux algebres dans C(t, d;) de sorte que, par propriété de faisceau :

C[T*P'] = C[Vx]Xc[vyy] CIVy] = C[Vx] N C[Vy]

en plongeant dans C(t, d;) et en identifiant u avec 1/t et d,, avec —t2d,.

Soit maintenant L = Zi,j aijtiai € C[Vx]. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour avoir L €
C[Vy]. On réécrit L dans l’autre carte :

L= Zaiju_i(—uzau)j = Z(—l)jaijuzj_iQL
i ij
Ainsi L est un élément de C[Vy] si et seulement si pour tous i, j vérifiant 2j —i <0, on a 4; ; = 0. Autrement

dit les éléments de C[Vx ] N C[Vy] s’écrivent de maniére unique comme Z uijtiai' avec a;j € C. L'unicité
0<i<2j
vient du fait que la famille des (t’O{) est libre dans C[Vx]. O

Corollaire 5.12. Le morphisme gr® est surjectif de noyau (4EF + H?).

Démonstration. Surjectivité : Il s’agit de montrer que t' 9’ avec 0 < i < 2j est dans I'image. Pour cela, on écrit
i=2k+ravecre{0,1}, et on observe :

tia{ = (tzat)k(tat)raiikir

etj—k—r>0cari<2j:eneffet,2j-2k—-2r=2j—i—retoubienr=0et2j—i>0,oubienr=1eti<2j
donc on a aussi 2j —i —r > 0. Or E est envoyé sur —t2d,, F sur d, et H sur 2td; donc d,,td; et t?d, sont bien
dans I'image.

Noyau : Soit f(E,F,H) un élément de C[E,F,H]. On a:

gr®(f) = f(~t29;,9,,2t9,)

donc f est dans le noyau si et seulement si f(~t%d,, d;, 2td;) = 0. Ainsi 4EF + H? est dans le noyau puisque
4(—t29,)d; + (2td;)? = 0. Maintenant, si f est dans le noyau, quitte a faire une division euclidienne par
4EF + H? qui est unitaire en H, on peut supposer que f a un degré relatif & H strictement inférieur a 2. On
écrit f = Hg(E,F)+ h(E, F) de sorte que :

0 = 2tatg(—t28t, at) + h(—tzat, at)

Le degré en t est impair sur le premier terme et pair sur le second sauf si g est nul, donc ¢ = 0 et encore en
regardant le degré en tfona h=0.On a donc f =0. O

Ainsi, on comprend tres bien I'application gr ®. On utilise alors le lemme d’algébre suivant pour obtenir
des informations sur @ :

Lemme 5.13. Soient A— B — C un complexe de trois groupes abéliens filtrés (les morphismes préservent
les filtrations). Si la suite induite 0 — grA — gr B — gr C — 0 est exacte, alors la suite 0 > A —>B—>C — 0
l’est aussi.

Démonstration. Notons A i> BetB 2, C les deux morphismes, et F,,A, F,B et F,,C les filtrations.

On suppose 0 — grA — gr B — gr C — 0 exacte. Montrons que f est injective : soit x € FyA tel que f(x) =0,
alors gr f([x]F,/F, ,) = 0 donc [x]F,/r, , = 0 et x € Fy_; et par récurrence on obtient x = 0 (le cas k = 0 vient
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du fait que gr’ A = FyA).

Ensuite, soit b € Kerg, avec b € FiB. Par exactitude de la suite graduée, [b]f,/r, , est dans 'image de gr f,
autrement dit il existe a € Fy A vérifiant f(a)—b € Fy_1B. On écrit b = f(a)+b" avec b’ € Fx_1B.Ona 0= g(b) =
g(b’) car go f = 0 par hypotheése, et par récurrence on peut supposer b’ € Im f, ce qui conclut. Le cas k = 0
est immeédiat.

Enfin, g est surjective : soit ¢ € F;C. Par surjectivité de grg, on peut écrire ¢ = g(b) + ¢’ avec b € F;B et
¢’ € Fx_1C, et on conclut encore une fois par récurrence, le cas k = 0 étant immédiat. O

Définition 5.14. On note A = H? + 2EF + 2FE, qui est un élément de U(sl,(C)).
Corollaire 5.15. @ est surjective de noyau ((A)), 'idéal bilatere généré par A. En conclusion :

U(sl,(C))
((A))

Démonstration. Notons A = H? + 2EF + 2FE de sorte que gr((A)) = (H? + 4EF). On a donc une suite exacte :

Dp1 (P!) =

0 —> gr((A) — grU(sl(C)) — grDpi (P') — 0
Ensuite, un calcul simple montre que ((A)) C Ker @, ce qui assure que la suite :
0 — ((A)) — U(s15(C)) — Dpi (P') — 0

est un complexe. Par le lemme 5.13, elle est donc exacte.

5.5 Le théoreme de localisation

Par ce qui précede, on déduit une équivalence de catégories :

sl5(C) —Mod’
DPl (]P)l )®U(§[2(C)).l/TreS
D1 (P') — Mod’

en notant sl,(C), —Mod’ la catégorie des représentations de sl,(C) sur lesquelles A agit trivialement

(cette catégorie est équivalente a U((S([AZ;;C)) —Mod’ par la proposition 5.6). En ajoutant a cela la D-affinité de

P! on déduit le théoréme suivant :

Théoréeme 5.16. (Localisation de Beilinson Bernstein) La catégorie des représentations de sl,(C) sur les-
quelles A agit trivialement est équivalente a la catégorie des D-modules sur P!.

5.6 Exemples

On va regarder quelles représentations de sl,(C) on obtient par le théoréme de localisation. D’abord,
traitons le cas le plus simple : le D-module Op1 correspond a la représentation triviale de sl,(C).
En effet, on a [(P!,Op1) = C via le paragraphe 1.3, et I'action de sl,(C) sur C est I'action triviale puisque 9,
td; et t?d, agissent trivialement sur les constantes.

Présentons maintenant un exemple plus intéressant : le cas des distributions de Dirac en l'infini.
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Définition 5.17. On note oo le point complexe de coordonnées projectives [1 : 0], de sorte que oo € Uy et
a pour coordonnées t = 0 dans cette carte. On va définir le D-module sur P! des Dirac en oo, noté d,. Sur
un ouvert W de P! qui contient co, on pose d.,(W) = C[d;]5, qui est une notation formelle pour un C[d,]-
module libre de rang 1. Sur un ouvert W qui ne contient pas co, on pose 0.,(W) = 0.

Il reste a le munir d’une structure de Dpi-module.

D’abord, 6, est un Opi-module avec I’action :

t- (ko) =—kak s

sur un ouvert de Uy contenant oo, et ’action triviale ailleurs (ici kc?f_l est nul si k = 0).
Ensuite, on définit I'action de d; sur un tel ouvert par :

ks _ ak+1
d;-9y6 =076
Remarque 5.18. Ces relations sont bien vérifiées par la distribution de Dirac en I'infini.

Proposition 5.19. Le faisceau d,, ainsi construit est un D-module sur P'.

Démonstration. D’abord 6., est quasi-cohérent : cette propriété se vérifie localement, et 6., est nul sur la
carte Uy tandis que sur Uy ona:

Oy = C[0;]0

muni de la structure de C[t]-module décrite plus haut. En effet, soit W = D(f) un ouvert de Uy = SpecC[¢].
Si co € W, alors I'endomorphisme de multiplication par f est déja inversible sur C[d;]0 : en effet on peut
écrire a un scalaire prés f = 1+ayt+a,t?+---+ayt? de sorte que f agit sur C[d,]0 = @k>0 8’{6 via une matrice
infinie triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, qui est donc inversible. Ainsi C[d;]5[1/f] =
C[d;]6 comme souhaité.

Ensuite, si co € W, alors f = tg(t) avec g € C[t] et la multiplication par f est localement nilpotente sur C[d;]6
donc C[0;]5[1/f] = 0.

Ensuite on vérifie facilement que les actions données définissent bien une structure de Dpi-module. O
Proposition 5.20. Les sections globales de 9, sont données par :

[(P,6.) = C[9,]6
avec la méme action que celle décrite plus haut de I'(P!, Dp1).

Démonstration. Cela vient directement de la propriété de faisceau : T(P!,d,,) est le produit fibré de {0} et
C[d¢]6 au dessus de {0}. O

Théoreme 5.21. La représentation de sl,(C) associée, notée V,, dans la suite, est irréductible et de dimen-
sion infinie.

Démonstration. Commencgons par décrire la I’action de sl,(C) sur V, = C[d;]6. On a:
E-(9%8) = —t? 15 =—(k+1)ka* 1o
F-(9%8)=0d1s
H - (955) = 2t9f ™16 = —2(k + 1)ks

Notons alors Vi =C- 8’;6 de sorte que V,, = @kzo Vi est une décomposition de V,, en droites propres pour
H. On peut représenter ¢a de la facon suivante :
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ou H agit par multiplication par —2(k + 1) sur Vi. Il s’en suit que V,, est irréductible. En effet, soit W une
sous-représentation non nulle. Il existe un élément w € W \ {0} de la forme :

w=05+w
avec w’ € Vo @---® Vi_;. En appliquant E k fois, on obtient :
Efw e v\ {0).

En effet, Efw’ = 0 et Ekalfé # 0 au vu de l'expression de E. Or W est stable par E donc W N V{, nest pas
réduit a 0, or V} est une droite donc :
Voo W

En appliquant F plusieurs fois on a alors V = W.
O

Remarque 5.22. On peut obtenir d’autres représentations irréductibles de sl,(C) en utilisant d’autres fais-
ceaux d’opérateurs différentiels sur P!, dits "tordus" (twisted en anglais). On trouvera une discussion plus
générale sur ce sujet dans [5]. La théorie de Beilinson Bernstein s’applique d’ailleurs a d’autres algebres de
Lie en remplagant P! par une variété de drapeaux, et encore une fois cette théorie est présentée dans [5].
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6 Annexe 1:Quelques notions de géométrie algebrique

On présente les outils de géométrie algébrique qui sont utilisés dans le mémoire. Il ne s’agit pas de tout
démontrer, on renvoie par exemple au livre de Harshtorne ([3]) pour les détails des preuves.

6.1 Faisceaux

Soit X un espace topologique, et C une catégorie qui a toutes les petites limites (en pratique la catégorie
des ensembles Set ou la catégorie des groupes abéliens Ab). On note Opn(X) la catégorie dont les objets sont
les ouverts de X et I’ensemble des fleches entre deux ouverts U et V est un ensemble a un élément si U est
inclus dans V et 'ensemble vide sinon. Un préfaisceau sur X a valeurs dans C est un foncteur contravariant
de Opn(X) vers C. Un morphisme de préfaisceaux est simplement une transformation naturelle, et ainsi on
a une catégorie PreSh(X,C) des préfaisceaux sur X a valeurs dans C. Un préfaisceau F est un faisceau s’il
vérifie la condtion de recollement suivante : pour toute collection d’ouverts (U;) de X recouvrant un ouvert
U de X, le diagramme :

F(U) — [1F(U) == [1F(Uy) (1)
1 L]

est un égaliseur. Ici U;; désigne U; N U;, la fleche FU — []; F(U;) est la restriction aux F(U;) et les deux
denieres fleches sont les restrictions depuis respectivement U; et U;. Pour une catégorie telle que Ab ou Set,
cette condition se reformule ainsi : pour toute famille (s;) € [[; F(U;) telle que pour tout i, on ait s; =y, 5j
(autrement dit, la restriction de s; a Uj; est égale a la restriction de s; a Ujj, il existe une unique section
s € F(U) vérifiant, pour tout 7 :
S\u; = Si-
La sous-catégorie pleine de PreSh(X,C) constituée des faisceaux sera notée Sh(X,C).
Définition 6.1. Soit P un préfaisceau sur X a valeurs dans Ab, et soit x € X. On définit la fibre de P en x

comme la limite inductive suivante :
P, =limP(U)
—

ou la limite inductive porte sur les ouverts contenant x ordonnés par inclusion. Cette limite inductive est
la méme que celle calculée dans la catégorie des ensembles, autrement dit la donnée d’un élément s € P,
est la donnée d’un ouvert U contenant x et d’une section f € P(U) modulo la relation d’équivalence qui

identifie U, f et V, ¢ si fiunv = gunv-
A tout préfaisceau a valeurs dans Ab sur X, on peut associer un faisceau :

Théoréme 6.2. On dispose d’une paire de foncteurs adjoints :

PreSh(X, Ab)

<

Sh(X, Ab)

L’adjoint a gauche associe a un préfaisceau P son faisceautisé P et i est 'inclusion de la catégorie des fais-
ceaux dans la catégorie des préfaisceaux.

On pourra trouver deux constructions du faisceautisé dans le chapitre 2 de [6] (qui utilise la notion
d’espace étalé) et dans le chapitre 2 de [3]. Un point important est que I’'unité de cette adjonction fournit
un morphisme canonique ? — P qui induit des isomorphismes sur les fibres (stalks en anglais).

La faisceautisation commute a la restriction :

34



Proposition 6.3. Si U est un ouvert de X, et F un préfaisceau, on a un isomorphisme canonique
Flu =Flu.

Démonstration. Par restriction du morphsime canonique de F vers F, on a un unique morphisme :
Flu = Flu.

D’ou par propriété universelle, un unique morphisme
Flu = Flu

qui fait commuter le diagramme associé. Celui-ci induit des isomorphismes sur chaque fibre, c’est donc un
isomorphisme lui-méme. O

Proposition 6.4. Dans la catégorie C = PreSh(X, Ab), les petites limites et les petites colimites existent et sont cal-
culées ouvert par ouvert, i.e si F : I — C est un diagramme, on a naturellement un foncteur G : I x Opn(X)°? —
Ab, donc une famille Fyy : I — Ab de foncteurs ou U varie dans les ouverts de X, et

YU e Opn(X) (limF)(U)=lmFy
de méme pour la colimite.

Comme le foncteur oubli de la structure de faisceau est adjoint a droite du foncteur faisceautisation, il
conserve les limites, et on a :

Corollaire 6.5. Dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens, les petites limites existent et sont calculées
ouverts par ouverts.

On a donc une définition naturelle de noyau et d’'image d’'un morphisme de préfaisceau, définies ouvert
par ouvert,

Définition 6.6. Soient M,N deux préfaisceaux de groupes abéliens, et M i) N un morphisme.
VU €Opn(X) ker?*(f)(U) =ker(f(U)) imP™(f)(U) = Im(f(U))
Définition 6.7. Dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens, si f : M — N est un morphisme de faisceau,
ker f =kerP™ f imf =imP" f

On a un monomorphisme canonique im f <> N obtenu par la propriété universelle du faisceauisé ap-
pliquée au morphisme im?’® f <> N. On peut donc voir im f comme un sous-faisceau de N. De méme, ker f
est naturellement un sous-faisceau de M. Ainsi, on peut définir la notion de suite exacte de faisceaux :

Définition 6.8. La suite
F' —F—>F
2 1)[)
est dite exacte si im ¢ = ker ¢ (vus en tant que sous-faisceaux de F ).
Alors, l'exactitude est une propriété qui peut-étre testée localement :

Proposition 6.9. La suite courte
0—>F —>F—>F"—0

de faisceaux de groupes abéliens sur X est exacte si et seulement si la suite courte
0—F —F—>F —0

est exacte quelque soit x € X.
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Bien souvent, on se contentera de définir un faisceau sur une base d’ouverts : soit B une base d’ouverts
de X, on appelle faisceau sur B tout foncteur contravariant F de la catégorie des éléments de B et des
inclusions entre ceux-ci vers C qui vérifie que pour tout ouvert U € B et tout recouvrement de U par des
ouverts U; € B, on ait la condition de recollement, i.e. le diagramme (1) est un égaliseur. Les morphismes
entre de tels faisceaux sont les transformations naturelles, et on a a ainsi une catégorie Sh(/3,C) des faisceaux
sur . On dispose du théoréme suivant, qui justifie le fait de construire un faisceau sur une base d’ouverts :

Théoréme 6.10. Les catégories Sh(X,C) et Sh(B3,C) sont canoniquement équivalentes.
On trouvera une preuve de ce théoréeme dans [6] (chapitre 2, section 1, théoreme 3).

. , . . f .
Etant donnée une application continue X — Y entre deux espaces topologiques, on peut transporter les
faisceaux entre X et Y :

Définition 6.11. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur X et G un faisceau de groupes abéliens sur Y.
On pose :
fF(U)=F(f'U)

pour U un ouvert de Y. Pour V C U on définit la restriction f, F(U) — f,F (V) par la restriction F(f -1 (U)) —
F(f~Y(V)) venant de I'inclusion f~!(V) C f~1(U). On vérifie sans difficulté que f,F est un faisceau de
groupes abéliens sur Y et que f, définit un foncteur de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X
vers la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur Y. Ce foncteur est appelé "image directe".
Réciproquement, on définit le faisceau f~'G (tiré en arriére de G) comme le faisceautisé du préfaisceau dé-
fini par : f~VPeG(U) = 1i_r>n G(W) ou la limite inductive porte sur les ouverts W contenant f(U). Encore une

fois, f~! définit un foncteur de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur Y vers la catégorie des
faisceaux de groupes abéliens sur X.

Proposition 6.12. Les foncteurs f~! et f, sont adjoints, autrement dit pour F un faisceau sur X et G un
faisceau sur Y on a une bijection :

Hom(f™'G, F) = Hom(G, f,. F)
naturellement en F, G.
Démonstration. On donne l'idée de la preuve. D’abord, par propriété universelle de la faisceautisation,
Hom(f~'G, F) = Hom(f PG, F) naturellement en F et G. Ensuite, étant donné un morphisme de pré-

faisceaux u : f~1'P®G — F, et U un ouvert de Y, on a U 2 f(f~}(U)) donc un morphisme G(U) —
fLPreG(f~1(U)), et en composant avec u(f~!(U)) on obtient un morphisme :

o) — gy ) " ) = £ FW)

dont on vérifie sans peine la naturalité. Ainsi 2 un morphisme u : f~1'P"*G — F on peut associer un
morphisme 11 : G — f, F, et cette association est naturelle en F et G.

Soit maintenant v : G — f,F un morphisme de faisceaux. Soit U un ouvert de X. Pour tout ouvert W
contenant f(U), on a un morphisme :

W)
GW) — F(f~(W))

et f~1(W)2 U, donc on peut composer avec la restriction et obtenir un morphisme :
G(W)— F(U)
On vérifie alors que cette donnée définit un cocone au dessus de F(U) et définit donc un morphisme :
limG(W) — F(U)
ot la limite inductive porte sur les W contenant f(U). On a donc construit un morphisme f~'P*G(U) —

F(U) qui est naturel vis a vis des restrictions d’ouverts de X. On a ainsi un morphisme v : f~1'P"G — F.
Il reste a vérifier que i = u et v = v, détails que l'on ne traite pas ici. O
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6.2 Espaces localement annelés

Dans toute la suite de cette annexe, les anneaux seront considérés commutatifs et unitaires.

Définition 6.13. Soient A et B deux anneaux locaux et f : A — B un morphisme d’anneaux. On dit que
f est un morphisme d’anneaux locaux si I'image par f de I'idéal maximal de A est contenue dans 1’idéal
maximal de B. Dans ce cas, f induit un morphisme de corps au niveau des corps résiduels.

Définition 6.14. Un espace annelé est la donnée d’'un espace topologique X et d’un faisceau d’anneaux
commutatifs Oy sur X. Si de plus, pour tout x € X, la fibre de Ox en x est un anneau local, on dit que X est
un espace localement annelé. On note alors la fibre Oy , et k(x) le corps résiduel associé.

. . . ) s f
Si X et Y sont deux espaces localement annelés, un morphisme d’espaces localement annelés X — Y est
la donnée d’une application continue f sur les espaces topologiques sous-jacents et d’'un morphisme de

#
faisceaux Oy L> £Ox (ou f~1Oy — Ox de maniére équivalente, par adjonction) tel que pour tout x € X la
composée :

0
Oy fx) — (f+Ox) f(x) — Ox x

est un morphisme d’anneaux locaux. La premiére fleche est induite par f‘i et la seconde est I'unique mor-
phisme 6 tel que pour tout U ouvert contenant f(x), le diagramme :

(£Ox)(U) —= Ox(f~1(U))

l |

commute.

6.3 Schémas affines

Soit A un anneau. On veut munir l’espace topologique X = SpecA d’une structure d’espace localement
annelé. Pour tout f € A, on pose Ox(D(f)) = A[1/f]. Lorsque D(f) C D(g),on a f € \/(?) donc il existe un
unique morphisme de A-algebres A[1/g] — A[1/f]: c’est le morphisme de restriction O(D(g)) — O(D(f)).
Il est clair que cela définit un préfaisceau sur la base d’ouverts B ={D(f)| f € A}.

Lemme 6.15. L'espace topologique X est quasi-compact.

Démonstration. Soit (Us)ses un recouvrement de X par des ouverts. Chaque U; est de la forme D(I) avec I
un idéal de A. La condition :
X = U U,
S

ZIS:A

S

se traduit algébriquement par :

par le théoreme de Krull sur I'existence d’idéaux maximaux. On peut alors écrire 1 =} _;;x;j avec J C S fini
etxj€ljetona donc :
x=|_Juy
i€l
ce qui montre que X est quasi-compact. O

Proposition 6.16. Le préfaisceau Oy est un faisceau sur B, et s’étend donc canoniquement en un faisceau
sur X, appelé faisceau structural de Spec A.
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Démonstration. Commengons par traiter le cas d'un recouvrement fini d'ouverts de B de tout l'espace X :
soient f; € A vérifiant :

bt =x (2)
i=1

On se donne (gi/]firi) € [1;A[1/f;] une famille compatible aux intersections, au sens ou pour tous i, j, les
sections g,'/fir" et gj/fjrj restreintes a D(f;) N D(f;) sont égales (dans I'anneau A[1/f;f;]). On peut supposer

r; = 1 quitte & remplacer f; par f* sans changer D(f;). Par compatibilité aux intersections il existe N;jeN
tel que :

(&ifj — g f)fify) = 0.

on a donc pour tous 4,; :
Fifp)Nsifi = (fify)Nsif

La condition de recouvrement (2), et le fait que D(f;) = D( fiN 1) se traduit algébriquement par :

n
A= ZAfiN+l
i=1

et il existe donc Aq,..., A, € A tels que 1 = ):/\ifiN“. On pose alors s = ) ', /\ifiNgi et on vérifie que s se
restreint bien a g;/f; sur 'ouvert D(f;), puisque :

En prenant N = sup N;,

fs = Z/\i(fifj)Ngifj = ZA,-(fifj)Ngjfi = [Z/\ifiNH]ijgj =g

Donc dans l'anneau A[1/f;] :

Il existe donc un recollement, qui est unique puisque si s’ est un autre recollement des g;/f;, il existe K € N tel
que pour tout i : (s—s’)ﬁK = 0 et en prenant une partition de I'unité 1 = Z;,tifiK, onas—s’ = Z/ul-fiK(s—s’) =0.

Ensuite, si (D(f;))ier est un recouvrement non nécessairement fini de X et si I'on se donne des sections
si € A[1/f;], X étant quasi-compact (lemme 6.15), il existe ] C I fini tel que ;) D(fj) = X. D’apres I'étude
du cas précédent il existe donc un unique s qui prolonge tous les s; pour j € J. Il reste a voir que s prolonge
aussi les s; pour i € I. Pour cela, si i € I, alors ] U {i} est fini donc il existe un prolongement s” de tous les s;
pour j € JU{i}, et par unicité s’ = s donc s prolonge aussi s;.

Enfin, il reste a traiter le cas du recouvrement d’un ouvert D(f) de BB par des ouverts D(f;) de B. Pour
cela, il suffit d’appliquer ce qui précéde a 'anneau A[1/f] dont le spectre est homéomorphe a D(f).
O

Le faisceau structural sur X = SpecA fait de X un espace localement annelé, la fibre en x € X étant le
localisé A,.
. , P . , . ¢
Tout morphisme d’anneaux A — B induit un morphisme d’espaces localement annelés Spec B — SpecA,

et ((p*)ﬂ(D(a)), pour f € A, étend le morphisme ¢. La construction du spectre d’'un anneau constitue donc
un foncteur contravariant de la catégorie des anneaux vers la catégories des espaces localement annelés.

Définition 6.17. On appelle schéma affine un espace localement annelé isomorphe a SpecA pour un an-
neau A. On note AffSch la catégorie des schémas affines (les morphismes sont les morphismes d’espaces
localement annelés).
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Théoréme 6.18. On note I' le foncteur contravariant qui a un espace localement annelé X associe I’anneau
des sections globales du faisceau structural Oy.
Les foncteurs Spec et I sont adjoints I'un de 'autre :

LRS

r[Jspec

CRing°P

ou LRS est la catégorie des espaces localement annelés. Autrement dit on a un isomorphisme naturel en
A un anneau commutatif et X un espace localement annelé : Hom(X, SpecA) = Hom(A,I'X). De plus, cette
adjonction se restreint en une équivalence de catégories :

Ring®P ~ AffSch.

En particulier, si K est un anneau, on a aussi une équivalence de catégories entre les K-algebres et les
schémas affines au-dessus de SpecK.

#
; . : ¢ . , - . *
Démonstration. Soit A— B un morphisme d’anneau. Précisons la construction de Ospec 4 — (¢™)xOspec -
11 suffit de le construire sur les ouverts de base D(f) pour f € A.On a:

(#*)OspecB(D(f)) = Ospecs((#*) " (D(f))) = Ospecs(D((f))) = B[1/(f)].

On prend donc la fleche canonique A[1/f] — B[1/¢@(f)] qui prolonge ¢. Il est clair que qo*ﬁ est un mor-
phisme de faisceaux. Il reste a voir que pour chaque x € SpecB, la composée canonique Ospec 4,p*(x) —
((p*)*OspecB — Ospecp,x €st un morphisme d’anneaux locaux. Cette composée est le morphisme :

A(P*(x) —_—> Bx

qui prolonge ¢ : c’est effectivement un morphisme d’anneau local. Ainsi Spec est bien un foncteur Ring®® —
AffSch.

Ensuite, a un espace localement annelé X on peut associer 'anneau I'(X) = Ox(X) des sections globales

de X. A un morphisme X L Y d’espaces localement annelés, on associe le morphisme d’anneau fﬁ(Y).

Voyons l'adjonction : un morphisme X — Spec A induit, en appliquant I' un morphisme I'X «— I'Spec A =

A ou le dernier isomorphisme est naturel en A. Réciproquement, étant donné un morphisme d’anneau
*

A% I'X, on obtient un morphisme SpecI'X RN SpecA. De plus, on dispose d'un morphisme naturel en X
(unité) :

X5 SpecI'X

qui a x € X associe le noyau de I’évaluation I'X — Ox ,/m, ou m, désigne l'idéal maximal de Ox,.

#
1
Le morphisme de faisceaux Ospecrx R n+Ox est défini sur un ouvert standard D(f) par le morphisme

TX[1/f] — Ox(nY(D(f)))) qui étend le morphisme de restriction TX — Ox(n71(D(f))) et est bien défini
car la restriction de f & V = =1(D(f)) est inversible :

en effet, pour tout x € V,on a f € y(x), i.e. f; € m,. Autrement dit f, est inversible dans ’anneau local O ,.
Il existe alors U, > x un ouvert de V, f(,) € Ox(Uy) qui induit f, et g) € Ox(Uy) qui induit I'inverse de f,
dans Ox x. On a (f(y)8x))x = loy, donc, quitte a rétrécir U,, on peut supposer que f(y)g(x) = 1. Vérifions la
condition de recollement pour les g,) : soient x,y € V, les restrictions de g(,) et de g(,) a U, N U, coincident
car elles sont toutes deux des inverses de f|UXmUy- 11 existe donc un unique g € Ox (V) tel que pour tout x € X
on ait gy, = g(x) et en particulier g, f, = 1 et par injectivité de Ox(V) — [I,cy Oxx,on a fiyg =1.
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La naturalité de qﬁ vis a vis des restrictions ne pose pas de probléme. De plus, pour tout x € X, la compo-
sée Ospecrx,i(x) — (1xOx)y(x) — Ox,x est le morphisme I'X; ) — Ox  qui étend le morphisme "germe"
I'X — Oy, c’est bien un morphisme d’anneaux locaux par définition de 7(x).

Ainsi, le morphisme A 2, I’X induit le morphisme @* o7 :

X — SpecA

Ces constructions sont naturelles, il reste a voir qu’elles sont inverses 'une de Uautre : soit X i) SpecA un
morphisme d’espaces localement annelés. On veut f = fﬁ(SpecA)* o1, autrement dit, il s’agit de montrer
que pour tout xe X ona f(x)={1eA| fﬁ(A)x € m,} (et que les morphismes de faisceaux coincident, mais
ce n'est pas dur), en identifiant A et 'SpecA. Or f est un morphisme d’espace localement annelé donc la
composée Af) — (fxOx)f(x) — Ox,x est un morphisme d’anneaux locaux. Ceci couplé au fait que f(x)
est 'image réciproque de I'idéal maximal de Af(,) par le morphisme local donne bien I’égalité recherchée.

Enfin, si A 2 TX estun morphisme d’anneau, on veut vérifier que le morphisme A — I'’X — I'X induit
par X KR SpecI'’X — Spec A coincide avec @. Or la premiére fleche est @ et la seconde est I'identitié de I'X.

Résumons : on a établi que Spec et I sont adjoints.

En restreignant I' a AffSch, on obtient une paire de foncteurs qui donnent une équivalence de catégories,
puisqu’on a, naturellement en A : T'(SpecA) = A[1/1] = A, et pour un schéma affine S :

SpecI'(S) =S

naturellement en S puisque S est isomorphe au spectre d’un anneau. O

6.4 Schémas

Définition 6.19. Soit X un espace localement annelé et U C X un ouvert. On dit que U est un ouvert affine
si il est isomorphe comme espace annelé (avec la structure induite) a un schéma affine.

On dit que X est un schéma s’il est recouvert par des ouverts affines. La catégorie des schémas est la sous-
catégorie pleine de la catégorie des espaces localement annelés dont les objets sont les schémas, c’est a dire
qu’'un morphisme de schémas est est un morphisme d’espaces localement annelés entre deux schémas (voir
6.14).

Remarque 6.20. Notons qu'un ouvert U d’un schéma affine Spec A n’est pas nécessairement un schéma
affine : par exemple SpecC[X, Y]\ {(X,Y)} n’est pas affine. En revanche, U est toujours un schéma car les
D(f) forment une base d’ouverts affines de A donc on peut recouvrir U avec de tels ouverts. Il s’en suit
qu’'un ouvert d’un schéma est un schéma, et il n’y a qu'une maniere raisonnable de voir 'inclusion comme
un morphisme de schémas.

On mentionne le fait suivant qui pourra s’avérer utile pour construire des morphismes de schémas : il
suffit de les construire sur un recouvrement affine.

Proposition 6.21. Soit S un schéma et (U;) un recouvrement d’ouverts de S. Alors le diagramme :
i,j i

est un coégaliseur dans la catégorie des schémas.

Démonstration. Le diagramme est bien un coégaliseur sur les espaces topologiques sous-jacents. Ainsi, si T
est un schéma et si l’on dispose d’un diagramme commutatif :

i,j i
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il existe une unique application continue S — T. De plus, pour tout ouvert U de T, ce diagramme induit
le suivant dans la catégorie des anneaux :

Or(U) — Oy, (f1(U) =T10s(U; n b1 (U)) == T10s(U;; nh~1(U))
1 L]
Or, par la propriété de faisceau on sait que :

Os(h™(U)) =lim []0s(U; Nk~ (U)) == [10s(U;; Nk~ (V)
1 L]

8
On en déduit un unique morphisme Or(U) BN Os(h~!(U)) qui fait commuter les bons diagrammes, et
on vérifie sans peine que Wt : Or — h,Og est un morphisme d’espaces localement annelés. L'unicité du
morphisme de schémas S — T (qui fait commuter le diagramme voulu) ainsi construit est claire. O

Définition 6.22. Soit S un schéma au-dessus de SpecK avec K un corps, et soit x € S. On note k(x) le corps
résiduel de I'anneau local Og .. C’est naturellement une extension de K, et on dit que x est rationnel si
k(x) = K. On note S(K) I’ensemble des points rationnels (ou K-rationnels) de S. Un morphisme de schémas
au-dessus de SpecK, S — T, envoie les points rationnels de S dans les points rationnels de T. On a donc
un foncteur de la catégorie des schémas au-dessus de Spec K vers la catégorie des ensembles.

Proposition 6.23. Le foncteur des points rationnels est représentable :
Homgpe x(SpecK, S) = S(K)
naturellement en S.

. . , ’ . , P PO N
Démonstration. La donnée d’un morphisme de schémas SpecK — S au-dessus de SpecK équivaut a la
donnée d’un point x € S qui correspond a I'image de I'unique point de SpecK, et qui vérifie une condition

#
supplémentaire imposée par le morphisme structural Og r, P#(Ospeck) : Px(Ospeck) est le faisceau "gratte-
ciel" en x valant K, et donc la donnée de ce morphisme équivaut a la donnée d’un morphisme Og , — K de
K-algéebres puisque p est un morphisme au-dessus de SpecK, et ce morphisme est nécessairement surjectif
car c’est un morphisme de K-algebres, et son noyau est 'unique idéal maximal de Og ,; autrement dit
l’existence d’un tel morphisme équivaut a dire que k(x) = K, i.e. que x est rationnel. La naturalité est
immédiate a vérifier. O

Pour comprendre le lien avec la géométrie algébrique d’avant le vingtieme siécle, on a I’énoncé suivant :

Théoréme 6.24. On considere K un corps algébriquement clos et Varg la catégorie des lieux d’annulation
d’applications polynomiales entre K-espaces vectoriels de dimension finie. Les morphismes sont donnés
par les applications polynomiales entre ces lieux de zéros. On a alors un foncteur de "schématisation" :

Varg — Sch/SpecK

dont la composition avec le foncteur des K-points donne le foncteur d’oubli Varg — Set. Le foncteur
de schématisation est pleinement fidele et induit une équivalence de catégories entre Varg et la catégorie
pleine des schémas affines (au-dessus de Spec C de la forme SpecR avec R une C-algebre de type finie.

Démonstration. Explicitons le foncteur de "schématisation" : soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
et Z = f71(0) le lieu d’annulation d’une application polynomiale E — F avec F un autre K-espace vectoriel
de dimension finie. On associe a Z le schéma affine au-dessus de SpecC suivant :

75 = Spec(Symy E*)/I
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ou [ est I'idéal des fonctions polynomiales de E dans K qui s’annulent sur Z. Ensuite, voyons la fonctoria-
lité : si ¢ : E —> E’ est polynomiale, et g(Z) C Z" avec Z = f~1(0) et Z’ = f’~1(0), alors on peut définir un
morphisme de schéma Z5" — 7’5 donné par un morphisme de C-algebres :

(Sym E™)/I" — (Sym E*)/I

avec des notations évidentes. Cela correspond a un morphisme SymE* — Sym E* qui envoie I’ dans I,
et par dualité (puisque E et E’ sont de dimension finie), cela correspond a une application polynomiale
u : E —> E’ telle que pour tout s € I’ on ait sou € I. ¢ vérifie bien cette condition puisque g(Z) C Z’. De plus,
la réciproque est vraie : si une fonction polynomiale u : E — E’ vérifie cette condition, alors u(Z) C Z’ par
le Nullstellensatz, K étant algébriquement clos : ceci assure la pleine fidélité du foncteur de schématisation.
Le reste du théoréme est clair. O

Définition 6.25. Soit K un corps et S un schéma au-dessus de SpecK. Les éléments de Og(S) sont appelés
"fonctions réguliéres" sur S.

Proposition 6.26. On a une bijection naturelle entre les fonctions réguliéres sur S et les morphismes S —
A'! au-dessus de SpecK.

Démonstration. Un morphisme S —> Al au-dessus de SpecK est la donnée d’un morphisme de K-algebres
K[X]— O(S), c’est a dire d’un élément de Og(S). O

6.5 Ox-modules, propriétés d’exactitude

Définition 6.27 (Ox-module). Soit (X,Ox) un espace annelé. Une structure de Ox-module sur M un faisceau
de groupes abéliens sur X est la donnée en chaque ouvert U de X d’une structure de Ox(U)-module sur M(U)
compatible aux restrictions, c’est-d-dire, pour U C V ouverts :

VLIEOX(V) VWIEM(V) (a~m)|U:a|U-m|U

Définition 6.28. Un morphisme f : M — N de Ox-modules est un morphisme entre les faisceaux de groupes
abéliens sous-jacents tel que f(U) soit Ox(U)-linéaire pour tout U ouvert de X.

Proposition 6.29. La catégorie des Ox-modules est une catégorie abélienne, et les noyaux et images cor-
respondent aux noyaux et images dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X. De plus, cette
catégorie a toutes les petites colimites, et celles-ci correspondent aux colimites dans la catégorie des fais-
ceaux de groupes abéliens.

On trouvera une preuve de cet énoncé dans The Stacks Project [7, Tag 01AF].

Définition 6.30. On peut définir le produit tensoriel de deux Ox-modules M et N comme le faisceautisé
du préfaisceau M ®™ N qui donne simplement le produit tensoriel ouvert par ouvert :

M@P™ N(U) ZM(U)®OX(U)N(U)

Le produit tensoriel de M et N est noté M ®p, N pour souligner le fait que c’est un produit tensoriel au
dessus de Oy. Le produit tensoriel vérifie une propriété universelle analogue a celle du produit tensoriel
des modules sur un anneau commutatif : étant donné un morphisme de faisceaux d’ensembles M x N — P
sur X, avec M, N et P des Ox-modules, qui est bilinéaire sur chaque ouvert, il existe un unique morphisme
de Ox-modules M ®p, N — P qui fait commuter le diagramme :

M xN

LN

M®o, N — P

ol le morphisme M x N — M ® N se construit d’abord vers le préfaisceau M ®™ N par (m,n) — m®@n. On
renvoie vers The Stacks Project [7, Tag 01CA] pour les détails.
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Proposition 6.31. Le produit tensoriel commute a la restriction : pour M, N des Ox-modules et U C X un
ouvert, on a un isomorphisme canonique (naturel en M et N) :

(M®oy N)u =My ®o, Nu

Démonstration. On note ®P™ le produit tensoriel sur les préfaisceaux, c’est a dire celui qui est calculé ou-
vert par ouvert. On a clairement (M ®™ N)y = My ®"® N|;y. Par conséquent, puisque la faisceautisation
commute a la restriction (propriété 6.3) on obtient le résultat annoncé. O

Définition 6.32. Soient M et N deux Ox-modules. On définit un faisceau de Ox-modules Homp, (M, N) de
la fagcon suivante :
Homo, (M,N)(U) = Homo, ,_Mod (Mju, Nju)-

Notons qu’il n’y a pas besoin de faisceautiser car c’est déja un faisceau. On définit également le dual de M,
noté MY comme :
MY = Homgo, (M, Ox).

6.6 Modules quasi-cohérents

Définition 6.33. Soit M un module sur un anneau A et X = SpecA. On définit un Ox-module associé a
M, noté M de la facon suivante : pour tout ouvert de base U = D(f), on pose M(U) = M][1/f]. Pour toute
inclusion D(f) C D(g), le morphisme A[1/¢] — A[1/f] induit par tensorisation avec M un morphisme de
restriction M(D(g)) — M(D(f)) Un Ox-module sur X est dit quasi-cohérent si il est isomorphe a un certain
M.

Lemme 6.34. Un Ox-module M sur X = Spec A est quasi-cohérent si et seulement si, pour tout ouvert affine
U de X, la restriction My est un Oy -module quasi-cohérent.

Démonstration. Supposons M quasi-cohérent. On peut écrire M = N avec N un A-module. Soit U = Spec B
un ouvert affine de X. On a donc B =T'(U,Oy) et donc on a un morphisme :

A-B

de restriction, et on peut voir Bcomme une A-algebre. On va alors montrer que My est isomorphe a N ®4 B.
On a un morphisme N ® 4 B— M(U) car M(U) est un B-module, qui induit un morphisme :

N®yB— My

de Oy-modules. En effet, pour D(f) C U un ouvert standard, c’est le morphisme naturel (N®4 B)[1/7(f)] —
N[1/f]. Ce morphisme induit un isomorphisme sur les fibres : en effet, pour tout x € U on a

N®ABx:(N®AB)®BBxEN®AAx:M|U,x

Le fait que (N ®4 B)®g B, = N ®4 A, se démontre de la fagon suivante : déja on a A, = B, via le morphisme
r puisque x € U, et ensuite pour P un A,-module on a naturellement en P :

Hom, ((N ®4 B)®p B, P) = Homp(N ®4 B, P) = Hom,(N, P) = Homyu (N ®4 Ay, P)

puisque A, = B,. On utilise le lemme de Yoneda pour conclure. La réciproque est claire en prenant U =
X. O

Définition 6.35. Sur X un schéma quelconque, un Ox-module M est dit quasi-cohérent si pour tout ouvert
affine U, My est quasi-cohérent. D’apres le lemme précédent, cette définition coincide avec la précédente
dans le cas ou X est affine.
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La quasi-cohérence est une notion locale :

Proposition 6.36. Soit X un schéma et M un Ox-module. M est quasi-cohérent si et seulement si, pour tout
x € X, il existe un ouvert U contenant x tel que M;; est quasi-cohérent.

Démonstration. Le sens direct est clair. Pour ’'autre sens, supposons la deuxiéme condition vérifiée et soit
V = SpecA un ouvert affine de X. Par hypothese il existe un recouvrement de V par des ouverts standards

U; = D(f;) tels que My, = M(U;) (quitte a restreindre les ouverts ou M est quasi-cohérent). Soit D(g) un
ouvert standard de V. Par la propriété de faisceau on a une suite exacte :

0— M(V) — I_[M(Ui) N ]_IM(Ui nu;)
i ij

Par platitude de A[1/g] sur A, on a une suite exacte :

0— M(V)[1/g] — [ [MWI1/g) — [ [MU;nUl1/g]
i ij

Par quasi-cohérence sur les U; et sur les U;; = D(f; f;), cette suite exacte est isomorphe a une suite exacte :

0— M(V)(D(g) — [ | MW;inDg) — [ [MW:nU;nD(g)
i ij

donc, encore par la propriété de faisceau, le morphisme canonique M(V)(D(g) — M)y (D(g)) est un iso-

—_~—

morphisme. On en déduit que M(V) — M,y est un isomorphisme et M est donc quasi-cohérent.
O

On admet le résultat suivant, démontré dans The Stacks Project [7, Tag 01LA].

Proposition 6.37. La catégorie des Ox-modules quasi-cohérents est une sous-catégorie abélienne de la
catégorie des Ox-modules.

Définition 6.38 (Support d’'un Ox-module). Soit X un schéma et N un Ox-module. On définit
Supp(N) = {x € X|N, =0}
ott N, désigne la fibre de N en x.

Si X est affine et N = M est quasi-cohérent, alors pour x € X, on a N, = M,, ou M, est le localisé de M
en x, on retrouve la notion de support d’algebre commutative.

Proposition 6.39. Soit X = Spec A un schéma affine, N = M un Ox module quasi-cohérent. Alors, pour f € A,
les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Supp(N) c V(f)

2. Pour tout m e M, il existe n > 0 tel que f"m = 0.
On dit alors que f agit de maniére localement nilpotente sur M Dans le cas ot M est de type fini, cela équivaut a

f € \/JAnn(M).

Démonstration. Supposons 1..Pour chaque x € D(f) = Spec(Af), ona:

(M®Af) =N, =0 (%)

=
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Comme x est arbitraire et M ®4 Ay est un faisceau sur D(f), cela implique
M ®Af =0
i.e pour chaque m € M, il existe n > 0 tel que f"m = 0. Donc 2..

Réciproquement, si f agit de maniére localement nilpotente sur M, on a (x) quelque soit x dans D(f),
donc Supp(N) c V(f).
O

Corollaire 6.40. Soit X = Spec(A) un schéma affine, I un idéal de A et M un Ox-module quasi-cohérent sur X.
Alors Supp(M) C V(1) si et seulement si tout élément de I agit de maniére localement nilpotente sur M.

Définition 6.41. Soit X un schéma et V. C X un fermé de X. On dit qu’un Ox-module M est supporté sur V si
SuppM cC V.

Corollaire 6.42. Si I est un idéal de Oy, et M un Ox-module quasi-cohérent, alors M est supporté sur V(1) si et
seulement si tout élément de I agit de maniére localement nilpotente sur M.

Corollaire 6.43. Si N est un A-module de type fini, Supp(N) = V(Ann(N)) est un fermeé.

Définition 6.44. Soit T un Ox-idéal quasi-cohérent sur X au sens ou I est un Ox-module quasi-cohérent tel
que pour chaque U, Z(U) est un idéal de Ox(U). Un tel faisceau est naturellement associé a un fermé de l'espace
topologique X, union des

V(Z(U)) c SpecOx(U)

pour U parcourant les ouverts affines de X, que I'on note V(I).

Corollaire 6.45. Soit X un schéma et Ox-idéal I. Soit M un Ox-idéal quasi-cohérent. M est supporté sur V(I)
si et seulement sur chaque ouvert affine U de X, les éléments de I(U) agissent de maniére localement nilpotente
sur M|y.

Démonstration. Cela découle du corollaire 6.40, et du fait que
Supp(M)cV
si et seulement si pour tout ouvert affine U de X,

Supp(M(U)) =SuppM)NU cCcVnU=V(Z(U))

Proposition 6.46. Pour deux modules quasi-cohérents M et N sur un schéma affine SpecA, on a

Me®o, , N=M@,N.

De plus, si X est un schéma et si M et N sont quasi-cohérents sur X, alors pour tout ouvert affine U, on a :

T(U,M®N)=T(U,M)®T(U,N).
Démonstration. Le premier isomorphisme s’obtient en construisant un morphisme M ® N — M&N par
propriété universelle du produit tensoriel et en constatant que c’est un isomorphisme sur les fibres. Pour le
second, on a:

[(UM®N)= F(U,M|U R0y NIU)-
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Or U est affine et M et N sont quasi-cohérents donc My = I'(U,My) = T(U,M) et Ny = T(U,N). Par
conséquent on a :

P e NI

[(UM®N)=T(U,I[(UM)®0, ['(UN))=T(U,I(U,M)®rwu,oyx [(UN))

qui est simplement I'(U, M)®r(y,0,) I (U, N) puisque o et I'(U, 8) sont quasi-inverses (sur les modules quasi-
cohérents). 0O

Sur les schémas quasi-compacts, les coproduits commutent aux sections globales :

Proposition 6.47. Soit X un schéma dont l'espace topologique sous-jacent est quasi-compact, et (M;);e; une
famille de Ox-modules quasi-cohérents. Alors, la fleche canonique

Prexm) —rx, i)
iel iel
est un isomorphisme de I'(X, Ox )-modules.

Démonstration. On peut decouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines Uy,...,U,. Alors, on a pour j €
{1,...,n} un diagramme commutatif :

I(X, @iel M;) AR @iel [(X, M;)

l l

r(UJ' @iel M;j) — @iel I“(U]-,Mi)

Ou la fleche du bas est un isomorphisme car U; est affine, et on identifie les deux membres dans la suite.
Ainsi, si s = @s; est envoyée sur 0 par ¢, pour chaque jona:

0 =@(s)ly; = &(silu;)

Dongc,
Vi EI,Vj G{l,...,i’l} SilUj =0

Comme les U; recouvrent X, on a s; = 0 pour tout i, soit s = 0. Donc ¢ est injective.
Sis’ e (X, 6D, M;), s’ s’écrit localement

o)
5,|U]- = @51‘]

Ou sgj) est une section de M; sur U;. De plus, pour k,j €{1,...,n},on a:

4 _ _ el
®5i|U]ﬂU, =s |U]ﬂU; = 695i|U]nU,
Donc ) )
S]| _ 5]|
i U]'ﬂUl - UjﬂUl
donc il existe une section s; de M; sur X telle que

Vie(l.n) sl =s

Comme les familles (s;);c; sont a support finis, hormis pour un nombre fini d’indice i on a :

Viefl,...,n} s(j) =0

1
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Donc la famille (s;);cr est aussi a support fini, et
5s=@s; € @F(X,M,)
i€l
est bien définie. De plus, on a pour j € {1,...,n}
(7)

P(s)ly; = @sily, =@s; =5ly,

Donc ¢(s) =s’, et @ est surjective.

6.7 Image réciproque et directe d’'un Ox-module

On peut généraliser la définition d’image directe et d’image réciproque aux Ox-modules. Dans la suite,
on fixe deux schémas X, Y et un morphisme de schémas f : X - Y.

Définition 6.48. Soit N un Ox-module. Alors, f N est naturellement un f,Ox-module ( f,Ox est un faisceau
d’'anneaux sur Y), et donc est doté d’une structure naturelle de Oy-module via le morphisme associé a f :

Oy — iOx (%)

On définit ainsi un foncteur
fx : Ox-Mod — Oy-Mod

Théoréme 6.49. Le foncteur f, admet un adjoint a gauche f*, que I'on peut définir par :
f*(M) = Ox @10, f'M

Ou f~'N est muni de sa structure naturelle de f~'Oy-module, et Ox de la structure de f~'Oy-module induite
par le morphisme obtenu par adjonction de ().
Le Ox-module f*M est appelé image réciproque de M par f.

Proposition 6.50. Soit f : X — Y un morphisme de schémas, et U C X, V C Y deux ouverts avec U =
f~1(V). Alors la restriction-corestriction de f en g : U —> V est naturellement un morphisme de schémas,
et pour M un Ox-module et N un Oy-module, (f, M)y = g&(My) et (f*N)jy = g*(Njy).

Démonstration. Soit M un Ox-module et W un ouvert de V. On a donc f~!(V) C U, et donc :
(feM)y (W) = M(f7H (W) = M(g™"(W)) = &My (W)

donc (f*M)W =g&My.
A présent, soit N un Oy-module. Notons i : U — Y l'inclusion (c’est une immersion ouverte). On a
(f*N)jy =i f*N. Soit P un Oy-module. On a :

Homp,, ((f*N)y, P) = Homg, (i* f*N, P)
=H0m(9x(f N,i,P)
=Homp, (N, f4ixP)
=Homg, (Nv,&P)

(

:Hom@ g N|V: )

naturellement en P. Donc (f*N)y = ¢g*Ny. O

47



Corollaire 6.51. Si Y admet un recouvrement par des ouverts affines V; dont I'image réciproque par f est
affine, alors 'image directe par f de tout module quasi-cohérent sur X est un module quasi-cohérent sur
Y, et 'image inverse par f de tout module quasi-cohérent sur Y est un module quasi-cohérent sur X.

Démonstration. Soit M quasi-cohérent sur X. Par la caractérisation locale de la quasi-cohérence 6.36, il
suffit de montrer que pour tout i, le Oy.-module (f, M)y, est quasi-cohérent. Posons U; = f~'(V;) qui est
un ouvert affine par hypothése. On note g la restriction-corestriction de f de U; vers V;. La proposition
précédente donne :

(feM)v, = & (My,)
Ce Oy,-module est quasi-cohérent. En effet, si U; = SpecA et V; = SpecB, le morphisme g est adjoint a
un morphisme B — A qui permet de voir A comme une B-algebre, et M|y, étant quasi-cohérent, on peut
I’écrire P avec P un A-module, eton a : .
& (My,) = Pp

ou Pp est le B-module sous-jacent a P (la restriction des scalaires).

Soit maintenant N quasi-cohérent sur Y. Encore une fois, il suffit de voir que (f*N)y, est quasi-cohérent
car les U; recouvrent X, et en gardant les notations précédentes on a :

(f*N)ju, =8"(Njy,) =Q®z A

en prenant Njy, = Q. O

6.8 Algebres quasi-cohérentes sur un schéma

Définition 6.52. Soit (X,Ox) un schéma. Une Ox-algébre commutative A est un faisceau d’anneaux commutatifs
sur X muni d’'un morphisme de faisceaux d’anneaux

OX—>./4

Une telle Ox-algébre est dotée d’une structure naturelle de Ox-module. On dispose donc de la catégorie Ox — Alg
des Ox-algébres et d’un foncteur d’oubli vers la catégorie des Ox-modules.

Proposition 6.53. Si X = SpecR est un schéma affine, toute R-algébre A sur M définit naturellement une Ox-
algébre via
A(D(f)) = A®R;

et les fleches de restrictions induites par localisation. On appelle ces Ox-algebres quasi-cohérentes.

Définition 6.54. Sur un schéma arbitraire,une Ox-algébre A et dite quasi-cohérente si elle I'est sur tout ouvert
affine.

Remarque 6.55. Une Ox-algébre est quasi-cohérente si et seulement si elle l'est en tant que Ox-module.

Ce formalisme permet de généraliser les constructions d’algebre symétrique, d’algebre tensorielle et
extérieure aux Ox-modules :

Définition 6.56. Soit M un Ox-module quasi-cohérent, on définit un pré-faisceau d’anneau sur X par :
SymP™(U) := Symyp(M(U))

pour tout U = SpecR C X ouvert affine. L'algebre symétrique de M est définie comme le faisceau associé a ce
préfaisceau note Symy (M) et est munie d’une stucture naturelle de Ox-algébre.

Comme pour les modules sur un anneau, la construction Sym satisfait une propriété universelle :

48



Proposition 6.57. Soit M un Ox module quasi-cohérent et B une Ox-algébre quasi-cohérente, alors on a une
bijection naturelle en 5 :
Homgp, _a15(Sym(M), B) = Homp, Mod (M, B)

Démonstration. En effet, on a par la propriété universelle du Sym sur les modules et I’adjonction faisceau-
tisation, oubli de la structure de faisceau :

Homp, _a1g(Sym(M), B) = Homp, _1(Sym(M)P"¢, B) = Homp, \od (M, B)
et ce de maniére naturelle en B. O

De méme, on peut construire l’algebre tensorielle et I'algebre extérieure d’un Op1 -module quasi-cohérent.
On admet la définition-proposition suivante dans le cas général, dont on trouvera une preuve dans le cha-
pitre 7 de [1].

Proposition 6.58. Soit A une algébre quasi-cohérente sur un schéma X. La colimite dans la catégorie des schémas
du diagramme formé par les fleches

Spec A(U)

i

Spec A(V) <—— Spec A(UNYV)

pour U,V et W des ouverts affines de X tels que W C U,V existe. On la note Specy A, et on l'appelle le spectre
relatif de l'algébre A.

Dans le cas d’une algébre quasi-cohérente sur P!, Specpi A est recouvert par les deux ouverts Spec Aly, et
Spec Aly,, d’intersection homéomorphe a Spec Aly, .

Remarque 6.59. On a P! = Specp: (Op1).

Si A est une algébre quasi-cohérente sur P!, on a par définition des morphismes qui font commuter le
diagramme suivant

Spec .A( Ux) E— UX

| N

SpeC A( ny) SpecA ................. e > ]P)l

~, 1 e

Spec A(Uy) —— Uy
Le spectre de A est donc canoniquement un schéma au-dessus de P! via 'unique morphisme
Spec A — P!

qui fait commuter le diagramme précédent.
6.9 Fibré vectoriel sur un schéma et Oy-modules localement libres

Définition 6.60 (fibré vectoriel). Soit X un schéma. Un fibré vectoriel de rang n au-dessus de X est la donnée
d’un schéma Y et d’un morphisme de schéma,

Y
|7
b'e
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appelé projection, d’un recouvrement (U;);c; de X par des ouverts ouverts affines, et de trivialisations locales
i1 p (Ui) = Spec(Oy (U)X, X, ])
telles que pour i,j € I, et tout ouvert affine V = Spec A C U; N U}, l'automorphisme de schéma affine
;o 1/;]71 :SpecA[Xq,..., X,;] = SpecA[Xy,..., X,]

est induit par un automorphisme A-linéaire de I'algébre polynomiale A[X,,...,X,], de la forme
Xi —d ZQZ’JX]
j

ot les 0; ; sont des éléments de A.

Définition 6.61 (Faisceau des sections associé a un fibré). Soit p : X — Y un fibré vectoriel de rang n au dessus
de Y, et U un ouvert de Y. Une section du fibré au dessus de U est un morphisme de schéma s : U — Y tel que
pos=idy. Si U C V avec V ouvert, toute section du fibré sur V se restreint a une section sur U. De méme,
on peut recoller des sections compatibles sur un recouvrement quelconque de U par des ouverts.Ainsi, on dispose
ainsi d’un préfaisceau Fx(Y) (que l'on notera F(Y) si X est implicite) sur X.

Proposition 6.62. Le faisceau des section d’un fibré vectoriel p : Y — X est doté d'une structure naturelle de
Ox-module localement libre de rang n.

Démonstration. 1l suffit de définir la structure et de vérifier la liberté sur les cartes. Si (U}, 1);) est une carte,
une section du fibré au dessus de U, correspond a un morphisme de schémas :

s:SpecA=U; —>p_1(Ui)
tel que p os =idy;,. De sorte que 1; os est issus d’un unique morphisme
A[Xlr"' an] — A

qui soit A-linéaire. C’est-a-dire a un élément de A". Ainsi, le faisceau S (Y) est naturellement un Ox-
module localement libre de rang n. O

On admet la proposition suivante.

Proposition 6.63. [Fibré vectoriel associé a un Ox-module localement libre] Soit M un Ox-module localement
libre de rang n. Alors, le spectre relatif de
Symy (M)

au dessus de X est un fibré vectoriel de rang n. On note £(M) ce fibré vectoriel, appelé le fibré vectoriel géométrique
associé au module M.

6.10 Construction Proj

Soit A = @nzo A, un anneau gradué. On note Proj A I'ensemble des idéaux homogeénes premiers de A qui
ne contiennent pas 'idéal EB”>1 A,,. Pour chaque I idéal homogene de A on définit V, (I) = {x € ProjA | x 2 I}
et D,(I) =ProjA\ V(I). Les D, (I) forment une topologie sur X = ProjA dont une base d’ouvert est donnée
par les D,(f) = D.((f)) pour f € A homogene de degré au moins 1. On va construire une structure de
schéma sur ProjA. Pour cela, on a besoin de quelques propriétés sur la localisation des anneaux gradués.

Lemme 6.64. Soit R un anneau Z-gradué qui posséde un élément inversible de degré strictement positif.
Le morphisme Ry — R induit alors un homéomorphisme :

Spec Ry = {x € SpecR | x homogéne}
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Démonstration. Le morphisme Ry — R induit une application continue SpecR — SpecR, que l'on res-
treint pour obtenir une application continue de {x € SpecR | x homogeéne} vers SpecR,. Construisons une
application réciproque : soit p un idéal premier de Ry. On observe que RpN Ry = VRpN R, = p. De plus, VRp
est un idéal premier et homogene de R. Seul le coté premier nécessite un argument : soient f, g € R vérifiant
fg € VRp. On peut supposer f et ¢ homogénes car y/Rp est homogene. Il existe N > 1 tel que (fg)N € Rp. Or
par hypothése on dispose d’un a € R* homogéne de degré d > 1. Ainsi (fg)N4/aN degf+Ndegg ¢ RaN R donc
cet élément vit dans p, et on conclut par primalité de p que soit f soit g est dans v/Rp. On a bien construit
une bijection réciproque puisque VRpN Ry = p et que pour x € Spec R homogéne, on a \/R(xNRy) = x : en
effet, si f € x est homogene, f%/a9¢8f € xN Ry donc f4 € R(xNRy). La continuité de I'application inverse est
facile a établir. O

Proposition 6.65. Soit S une partie multiplicative de A constituée d’éléments homogénes. S~' A est alors na-
turellement un anneau Z-gradué et le morphisme A — S~!A est gradué.
De plus, dans le cas ot SN Ay = {1} et S # {1}, les morphismes A — S71A «— (S7! A), induisent des homéo-
morphismes :

{x eProjA|xNS =0} ={y € Spec sla| v homogeéne} = Spec S7lA,

SiS={1,f,f2%...} pour f homogéne de degré strictement positif, cela donne un homéomorphisme :

D,.(f) = Spec A[1/f],.

Enfin, si x € ProjA, en notant S, = {f € A\ x| f homogéne}, la composante de degré 0 de S;! A est un anneau
local, que l'on notera Ay : c’est le localisé projectif de A en x.

Démonstration. On définit la Z-graduation sur S~ A par :
S_lAk ={a/s|a€A,seS,ahomogene,dega—degs =k}

On vérifie sans peine que S™'A = @keZS‘IAk, que l'on a 1 € S71A et pour tous k,I € Z, STTAST1A; C
S _1Ak+l'

Le second homéomorphisme vient du lemme précédent appliqué a R = S™' A qui contient un inversible de
degré au moins 1 par hypothése sur S. Le premier est la restriction aux idéaux homogenes d’'un homéomor-
phisme déja connu, et les hypothéses sur S assurent que si p est un idéal premier homogeéne de S™! A, alors
son image réciproque par la localisation A —> S~!A ne contient pas @n>l A,

Il reste a montrer que A(y) est local. Soit f/s € A(y), non inversible. On a s € A\ x homogene de degré p et
f € A également homogene de degré p. On a nécessairement f € x : dans le cas contraire, s/f définit bien
un élément de Ay et f/s est inversible. Donc I'ensemble des éléments non inversibles de A, est I'idéal x(y)
(I'autre inclusion est facile), ce qui montre que Ay est local. O

Construisons maintenant le schéma Proj A. Notons X = ProjA. Encore une fois, on construit le faisceau
structural sur une base d’ouverts. Pour f € A homogene de degré au moins 1, on pose :

Ox(D.(f)) = A[1/f]o

Ensuite, si D, (f) C D,(g) avec f et ¢ homogénes de degrés strictement positifs, alors g4¢8f/fd88 ¢ A[1/f],
n’est contenu dans aucun idéal premier de A[1/f]y d’apreés la correspondance SpecA[1/f]y = D,(f). Ainsi
gde8f/fdesg est inversible dans A[1/f ], et donc g est inversible dans A[1/f], (en particulier dans A[1/f]). On
a donc un unique morphisme de restriction A[1/g]g — A[1/f]o qui fait commuter le diagramme :

All/glo — A[l/f]o

l l

A[1/g] —— A[l/f]
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Une preuve du méme type que pour Spec A montre que cette construction définit un faisceau sur d’anneaux
commutatifs sur X. De plus, pour chaque x € X, on a un isomorphisme canonique :

OX,x = A(x)

faisant de X un espace localement annelé. On peut montrer que pour f € A homogéne de degré strictement
positif, 'homéomorphisme D, (f) = SpecA[1/f ]y provient d’un isomorphisme d’espaces localement anne-
lés. Ainsi D, (f) est un sous-schéma ouvert affine, et ceux-ci recouvrent X donc X est un schéma. Puisque
Hom(X,SpecAg) = Hom(Ay, Ox(X)) et que les sections globales de Oy forment une Aj-algebre, on dispose
d’un morphisme X — SpecA,.

Comme pour les schémas affines, on a une maniere naturelle de construire des Opj4-modules cohérents.

Définition 6.66. Soit M un A-module Z-gradué. On lui associe un Op;oj4-module M quasi-cohérent de la
facon suivante : pour chaque D, (f) ouvert de base (avec f homogene de degré strictement positif), on pose
M(D,(f)) = M[1/f]o. Pour chaque inclusion D,(f) C D.(g), le morphisme A[1/g]o — A[1/f]y induit un
morphisme M(D,(g)) — M(D,(f)).

Proposition 6.67. Cette construction définit bien un Op;oj4-module M quasi-cohérent, et pour tout x €
ProjA, on a un isomorphisme naturel de A(,)-modules :

[\Zx = M(x)

ou My est la composante de degré 0 de S, M en reprenant les notations de la proposition 6.65. De plus,

M +— M définit un foncteur exact de la catégorie des A-modules Z-gradués vers la catégorie des Op;oja-
modules.

On pourra trouver une preuve de ce résultat dans The Stacks Project [7, Tag 01M3].

Définition 6.68. Faisceaux "tordus" sur ProjA : soit n € Z. Pour M un A-module Z-gradué et n € Z, on note
M(n) le A-module Z-gradué défini par M(n); = M, pour tout k € Z, et la méme structure de A-module

que M. On pose alors O(n) = A(n), on appelle cela un faisceau tordu sur Proj A.

Définition 6.69. Soient M et N deux A-modules Z-gradués. On définit une graduation sur le produit
tensoriel M ®, N. On a un morphisme surjectif M ®,, N m ®4a N, et:

M®A0N: @[@Mﬂ@AOM}'
k

i+j=k

Cette décomposition est préservée par p car il ne peut y avoir de simplifications non homogeénes en degré :

M®AN:@p[@M,'®AOMj
k

i+j=k

qui est la graduation choisie pour M ®4 N.

Proposition 6.70. Soit M un A-module Z-gradué,etneZ.On a:
M(n)=M®4 A(n)
comme A-modules gradués. En particulier, pour m,n € Z, on a A(m)Q®, A(n) = A(m + n).

Démonstration. On a un morphisme M ®4 A(n) — M(n) induit par la multiplication, qui est bien un mor-
phisme gradué. C’est un isomorphisme de A-modules et il est gradué donc c’est un isomorphisme de A-
modules gradués.

O
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7 Annexe 2:Preuve du théoreme 4.3 sur les catégories de modules

On démontre le théoréme 4.3, dont on rappelle I’énoncé :

Soit A une catégorie abélienne localement petite avec toutes les petites colimites. On suppose que A
possede un générateur projectif, c’est a dire un objet projectif P tel que, pour tout X objet de A tel que
Hom(P,X) = 0, on ait X = 0. On suppose aussi que Hom(P, e) préserve les petites colimites. Alors, en no-
tant A = Hom(P, P), le foncteur additif A — A —Mod" qui a X associe Hom(P, X) est une équivalence de
catégories (ici A —Mod" désigne la catégorie des A-modules a droite).

Démonstration. Notons F le foncteur Hom(P, o). D’abord F est clairement additif et exact car P est projectif.

Il est fidéle puisque si A L B vérifie Va € Hom(P,A) fa = 0, alors on a Hom(P, ker f) = Hom(P, A) donc
le quotient des deux, qui est Hom(P,im f) (par projectivité de P) est nul. Or P est un générateur projectif
doncimf =0et f =0.

. . . 0 . s . , N
Montrons qu’il est plein : soit Hom(P,A) — Hom(P, B) un morphisme A-linéaire. Traitons d’abord le cas ou
A et B sont des quotients de P : il existe alors deux suites exactes :

0—K-—P—5A—0

et
0—L—>P—>B—0

qui induisent par exactitude de F :

0 — Hom(P,K) — A —— Hom(P,A) —— 0
|

¢ le

-
A —— Hom(P,B) —— 0

avec ¢ qui provient de la projectivité de A dans A —Mod. Mais ¢ est A-linéaire a droite donc s’écrit comme
la multiplication a gauche par un r € A. Le diagramme précédent est donc induit par celui-ci dans A :

0 > K > P > A > 0

ou f est induite par P — P — B dont la composition avec K — P est nulle car elle l'est en appliquant
F qui est fidele (ce qui justifie la factorisation par P — A). Le fait que F(f) = 6 provient du fait que
F(f)o(A - Hom(P,A)) =0 0o(A — Hom(P,A)) et cette derniere fléche est un épimorphisme. On a donc bien
que F est plein dans ce cas.

s 0 ,
Dans le cas général, prenons A — B comme précedemment, et posons :
P~ @
ieHom(P,A)UHom(P,B)

C’est encore un générateur projectif (sauf si A et B sont nuls auquel cas il n’y a de toute fagon rien a
faire). On a des morphismes canoniques P — A et P — B qui sont des épimorphismes : si A~i> X vérifie
ao(P — A)=0alors pour tout i € Hom(P,A) on a @i = 0 donc a = 0 par fidélité de F. Posons F le foncteur
associé a P qui va de A dans A —Mod ot A = Hom(P, P). D’aprés le cas particulier qu’on vient de traiter, le
morphisme (A-linéaire) évident Hom(P, A) S5, Hom(P, B) est induit par une fleche A i> B.On a f-:(f) =0,
ce qui entraine clairement F(f) = 6. Le foncteur F est donc plein.
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Enfin, montrons que F est essentiellement surjectif sur les objets : soit M un A-module. On écrit M comme
colimite de modules libres de type fini et on utilise le fait que F commute aux colimites.
O
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